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Ces  Leçons  datent  de  bien  longtemps  déjà,  car  elles 
sont  essentiellement  le  cours  que  mon  illustre  et  vénéré 
maître,  Augustin  Cauchy,  a  fait  de  i8qo  à  i83o  à 
FEcolc  Polytechnique  et  à  la  Faculté  des  Sciences.  Je 
Tavais  fidèlement  recueilli  et  rédigé;  CaucLy,  de  son 
côté,  a  fait  imprimer  dans  ses  Exercices  de  Mathémati- 
ques et  dans  ses  Noui^eaux  Exercices  de  Géométhe  et  de 
Physique  analytique,  les  théories  plus  complètes  qui, 
comme  celle  des  moments  linéaires  et  de  la  recherche  des 
équations  générales  d'équilibre^  faisaient  la  base  de  sou 
enseignement.  De  i838  à  i843,  j'ai  pris  ces  Leçons  auto- 
graphiées  pour  texte  du  cours  que  je  faisais  à  TÉcole  Nor- 
male ecclésiastique  de  la  rue  des  Postes^  et  si  Fincident 
douloureux,  dont  j'ai  rendu  compte  dans  la  préface  de  mes 
Leçons  de  Calcul  intégral^  n'était  pas  venu  bouleverser 
mon  existence,  elles  auraient  paru  il  y  a  longtemps.  La 
pensée  d'en  reprendre  Timpression  ne  m'a  pas  quitté  un 
instant,  depuis  vingt-quatre  ans^  elle  m'a  surtout  obsédé 
depuis  que  Cauchy  n'est  plus  \  je  regardais  cette  publi- 
cation comme  un  devoir  sacré,  parce  qu'à  mes  yeux 
l'enseignement  des  Mathématiques  supérieures,  tel  que 
Cauchy  Tavait  compris  et  Tavait  fait,  était  l'enseignement 
classique  par  excellence.  Mais,  hélas  !  j'ai  toujours  été 
depuis  cette  époque  dans  une  situation  matérielle  ou 
morale  qui  me  condamnait  forcément  à  ne  jamais  faire  ce 
que  j'aurais  voulu^  à  faire  toujours  ce  que  je  ne  voulais 
pas.  Sans  place,  sans  chaire,  sans  appointements,  obligé 
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d'aller  toujours  au  plus  pressé  pour  gagner  ma  vie  et  la 
vie  de  ceux  que  la  bonne  Providence  mettait  à  ma  charge, 
je  n'ai  pu  qu'attendre  et  me  résigner. 

Quand  Timpression  du  Calcul  des  variations  (ni  ache- 
vée, il  me  parut  trop  dur  de  laisser  enfoui  dans  des  cartons 
un  manuscrit  précieux  et  riched'avenir,à  une  époque  sur- 
tout où  renseignement  des  Mathématiques,  grandement 
amoindri,  demande  d'urgence  à  être  relevé,  où  la  Méca* 
nique  n'est  plus  représentée  en  France  que  par  les  Leçons 
trop  élémentaires  de  Navier,  de  Duhamel,  de  Sturm. 
Je  me  mis  donc  à  l'œuvre,  et  je  commençai  une  impres- 
sion fatalement  empêchée  par  une  foule  d'obstacles  im- 
prévus. On  ne  saurait  se  figurer  ce  qu'absorbent  de  temps 
la  rédaction  consciencieuse  d'un  journal  comme  le  Cosmos 
ou  les  Mondes^  et  la  mission  de  vulgarisation  à  laquelle 
je  n'ai  pas  pu  me  soustraire.  Mais  voici  que  j'ai  pu 
achever  enfin  le  premier  volume  de  ce  grand  ouvrage  : 
la  Statique  analytique  des  corps  solides  et  des  systèmes 
de  points  matériels. 

Avoir  commencé  par  la  Statique,  c'est,  dans  les  idées 
régnantes,  en  présence  de  programmes  d'enseignement 
profondément  bouleversés,  au  grand  détriment  de  la 
prospérité  et  des  progrès  en  France  des  Sciences  mathé- 
matiques, une  faute  et  presque  un  délit  dont  j'ai,  avant 
tout,  à  me  justifier.  Je  publie  les  Leçons  de  Cauchy,  je 
devais  donc  lui  rester  fidèle.  A  l'époque  où  Cauchy  ensei- 
gait,  personne  n'aurait  eu  l'idée  de  commencer  l'étude  de 
la  Mécanique  analytique  par  la  Cinématique,  qui  n'existait 
pas  encore,  ou  par  la  Dynamique.  On  suivait  alors  la  mar- 
che naturelle  et  plus  facile  du  simple  au  composé.  Parce 
que  l'idée  de  repos  est  plus  élémentaire  quel'idéede  mou- 
vement, en  ce  sens  qu'il  n'exige  point  de  cause  \  parce  que 
la  Statique  ne  considère  que  la  tendance  au  mouvemer 
et  sa  possibilité,  tandis  que  la  Cinématique  et  la  Dyns 
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mîque  mettent  en  jeu  le  mouvement  et  le  temps,  le  dé- 
placement rëel  dans  Tespace  et  dans  le  temps^  on  débu<i^ 
tait  par  la  Statique.  Et^  en  effet,  si  l'idée  de  point  matériel 
et  de  force  est  commune  à  la  Statique,  à  la  Cinématique  et 
à  la  Dynamique,  la  Cinématique  et  la  Dynamique, qui  lui 
ajoutent  les  idées  d^  vitesse  et  d'accélération,  doivent 
nécessairement  venir  plus  tard.  Si  Ton  objecte  qu'il  est 
mal,  dans  une  science  toute  de  faits,  d'emprunter  à  la 
métaphysique  Tidée  des  forces  ou  des  causes  efficientes  du 
mouvement  qui  ne  sont  le  plus  souvent  que  des  êtres  de 
raison,  je  répondrai  qu'en  tout  cas  l'idée  de  force  est  une 
idée  première,  nettement  définie,  dont  on  ne  pourrait 
afiranchir  son  esprit  que  par  un  effort  contre  nature, 
rajouterai  que,  très-disposé  à  ne  voir  dans  le  monde  ma- 
tériel que  de  la  matière  et  du  mouvement,  à  ne  donner 
aucune  existence  réelle  à  des  forces  purement  expli- 
cativeS)  comme  l'attraction  universelle  ou  moléculaire, 
je  ne  puis  cependant  me  résoudre  à  admettre  que  les 
mois  force  de  traction,  d^impulsion^  de  tension,  de  pres- 
sion, ne  soient  pas  des  réalités  positives,  qu'il  est  permis 
de  ramener  d'abord  à  une  idée  abstraite,  pour  les  repré- 
senter plus  tard  par  des  longueurs  et  par  des  nombres,  et 
les  soumettre  à  toutes  les  opérations  de  la  Géométrie  et  de 
l'Analyse.  Or,  la  Statique  ne  fait  pas  autre  chose. 

Il  y  a  sans  doute  du  vrai  dans  ce  passage  de  d'Alem* 
bert  ( préface  de  la  première  édition  du  Traité  de  Djna- 
miqueyp.xy):  a  Tout  ce  que  nous  voyons  bien  distincte- 
ment dans  le  mouvement  d'un  corps,  c'est  qu'il  parcourt  un 
certain  espace,  et  qu'il  emploie  un  certain  temps  à  le  par- 
courir^ c'est  donc  de  cette  seule  idée  qu'on  doit  tirer  tous 
les  principes  de  la  Mécanique,  quand  on  veut  les  démon- 
trer d'une  manière  nette  et  précise.  Aussi  ne  sera-t-on  pas 
surpris  qu'en  conséquence  de  cette  réflexion  j'aie,  pour 
ainsi  dire,  détourné  la  vue  de  dessus  les  causes  motrices. 
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pour  n'envisager  uniquement  que  le  mouvement  qu'elles 
produisent.  »  Mais  d'abord  au  mot  Mécanique  il  faudrait 
dans  ce  passage  substituer  le  mot  Dynamique;  et  il  n'en 
reste  pas  moins  vrai  que  les  idées  de  repos,  d^équilibre, 
de  force,  de  simple  possibilité  de  mou;^ement,  coraplé- 
tement  indépendantes  des  idées  deT  déplacement  dans 
l'espace  et  dans  le  temps,  ont  au  moins  autant  de  réalité 
objective  et  subjective.  Qui  pourrait  dire  que  l'idée  de 
deux  hommes  de  force  égale,  tirant  ensemble  sur  les  deux 
extrémités  d'une  corde  rigide,  et  se  faisant  mutuellement 
équilibre,  n'est  pas  une  idée  positive  et  complète? 
D'Alembert,  en  outre,  ne  faisait  pas  tellement  abstraction 
des  causes  motrices,  qu'il  cessât  d'attribuer  un  j)ouvoir 
moteur  réel  à  la  matière  inerte. 

Pour  jeter  plus  de  jour  sur  ces  questions  délicates,  qu'il 
me  soit  permis  de  citer  ici  un  passage  digne  d'attention 
de  la  Notice  sur  la  vie  et  les  ouvrages  de  Pierre-Louis- 
Georges,  comte  du  Buat,  l'auteur  des  Principesd'hjrdrau- 
lique,  et  de  son  fils  Louis-Joseph  du  Buat,  capitaine  au 
corps  du  génie,  par  M.  Barré  de  Saint-Venant.  Cet  opus- 
culcitrès-original,  est  malheureusement  peu  connu,  parce 
qu'il  n'a  été  publié  que  dans  les  Mémoires  de  la  Société 
inipé n'aie  des  Sciences,  de  V j4 gricuUure  et  des  jérls  de 
Lille  y  année  i865. 

(c  Dans  les  trois  Mémoires  sur  la  Dynamique,  im- 
»  primés  in-4**  chez  Didot  en  1824,  L.-J.  du  Buat  défi- 
»  nit  les  forces  accélératrices  de  simples  accroissements 
»  de  vitesse,  et  les  forces  motrices  des  produits  de  ces 
»  accroissements  par  les  masses^  sans  définir  ces  dernières 
»  quantités.  Il  observe  que  le  mot  force  a,  dans  Tusage 
9>  ordinaire,  une  signification  différente^  qu'on  désigne 
»  ainsi  la  cause  qui  produit  le  mouvement  et  qui  réside 
M  soit  dans  les  êtres  animés,  soit  dans  lea  propriétés  de  la 
))  matière  ^  mais  que  la  Mécanique  ne  considère  et  ne 
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))  mesure  les  forces  que  dans  leurs  eflets,  qui  sont  des 
»  vitesses  imprimées  a  des  masses;  que  l'équilibre  n'est 
»  que  le  cas  particulier  oii  les  vitesses  ne  produisent  pas 
»  de  mouvement,  et  que  c'est,  par  conséquent,  pour 
»  abréger  l'expression,  que  Ton  donne  à  reÛ'ci  le  nom  de 
»  la  cause,  etc.  Sous  celle  réserve, ou  avec  celle  définition, 
»  du  Buat  emploie  le  mot  force  dans  la  suite  de  ses  Mé^ 
o  moires,,,.  Ampère  (c'est  toujours  M.  de  Saint-Venant 
»  qui  parle)  me  disait  en  i834  qtie  ces  Mémoires  du  fils 
»  de  du  Buat  étaient  faits  avec  beaucoup  de  talent,  et 
»  fournissaient  ainsi  la  preuve  quV/  serait  à  jamais 
»  impossible  de  faire  une  Mécanique  sans  forets  envi» 
»  sagees  et  calculées  comme  telles,  11  est  permis  de  ne 
»  pas  acquiescer  à  cette  deuxième  partie  du  jugement 
9  porté  par  Tillustre  Académicien,  et  de  ne  point  engager 
»  ainsi  l'avenir  le  plus  éloigné.  Le  sage  Écossais  Kcid, 
»  le  philosophe  moderne  le  moins  rêveur  qu'il  y  ail  eu, 
»  et  chez  qui  les  connaissances  géométriques  venaient 
»  suffisamment  en  aide  à  un  admirable  bon  sens  pour  lui 
»  permettre  de  parler  pertinemment  de  ce  que  les  Sciences 
»  physico-mathématiques  0:1 1  de  plus  général,  rcmar- 
»  que  fort  bien  que  leur  objet  n'est  pas  de  déterminer 
»  et  d'évaluer  les  causes  efficientes  inconnues  des 
»  phénomènes,  mais  de  découvrir  et  d'appliquer  les  lois 
))  qu'observent  constamment  ceux-ci  dans  leur  succès- 
»  sion.  Dans  le  fait,  quel  que  soit  un  problème  de  Mé- 
)>  canique  terrestre  ou  céleste  proposé,  les  forces  n'entrent 
»  jamais  ni  dans  les  données,  ni  dans  le  résultat  clieiché 
»  de  la  solution.  On  les  fait  intervenir  })Our  résoudre, 
»  et  on  les  élimine  ensuite,  afin  de  n'a\oir  finalement 
»  que  du  temps,  ou  des  distances,  ou  des  vitesses,  comme 
»  en  commençant.  On  conçoit  très-bien  qu'un  jour,  à  la 
»  place  de  ces  sortes  d'intermédiaires  d'une  nature  occulte 
»  et  métaphysique,  on  puisse  n'introduire  et  n'invoquer. 
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»  pour  la  solution  des  divers  problèmes  de  Tordre  pbysi- 
»  que,  que  ces  lois  avérées  des  vitesses  et  de  leurs  chan- 
»  gements  suivant  les  circoDstances,  lois  dont  on  ferait 
))  l'application,  comme  un  juge,  à  l'espèce,  c'est-à-dire 
))  aux  données  de  chaque  problème,  et  dont  on  calculerait 
n  pour  cbaque  cas  raccomplisseraent.  Ce  ne  sera  pas 
))  bouleverser  la  science,  ce  ne  sera  qu'en  modiâer  le 
))  langage....  Il  est  donc  possible  que  les  forces,  ces  sortes 
»  d*ètres  problématiques,  ou  plutôt  d'adjectifs  substances 
»  qui  ne  sont  ni  matière,  ni  esprit,  êtres  aveugles  et 
))  inconscients,  qu'il  faut  douer  cependant  de  la  mer- 
»  veilleuse  faculté  d'apprécier  les  distances  et  d'y  propor- 
»  tionner  ponctuellement  leur  intensité,  soient  de  plus 
»  en  plus  expulsées  et  écartées  des  sciences  mathéma- 
»  tiques.  Elles  feraient  place  aux  lois  non-seulement 
»  géométriques  y  mais  aussi  physiques^  qui  règlent  les 
»  circonstances,  les  durées  et  les  grandeurs  des  change- 
»  ments  de  vitesse  et  de  situation  ;  et  cela,  quel  qu'en 
»  soit  l'agent  excitateur,  unique  ou  multiple,  ayant  ou 
»  n'ayant  pas  grandeur  et  direction  variables  comme  les 
»  changements  produits.  Le  temps  n'est  peut-être  pasbien 
)>  loin,  où,  sans  nier  aucunement  le  principe  de  causa- 
))  lité,  qui  appartient  à  une  sphère  d'idées  plus  élevée, 
))  mais  en  laissant  la  cause  ou  les  causes  à  leur  vraie 
))  place,  qui  n'est  point  la  physique,  on  renoncera  à  la 
D  prétention  d'en  faire  un  sujet  de  calculs.  Aujourd'hui 
)>  certaines  locutions  ou  alliances  de  mots,  telles  que 
»  forces  (i^inertie,  travail  d'inertie^  servent  utilement 
»  sans  doute  à  établir  l'homogénéité,  en  remplaçant  dans 
»  le  langage  les  faits  par  des  causes,  ou  le  visible  par 
»  l'occulte,  de  manière  à  n'avoir  que  des  équations  entre 
))  causes.  Mais  on  trouvera  sans  doute  le  moyen  de  rem- 
»  placer  ces  locutions  par  d'autres  n'oflrant  pas,  comme 
»  celles-ci,  quelque  chose  de  contradictoire,  et  opérant 
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»  dans  le  même  but  une  substitution  inverse;  ou,  pour 
«  mieux  dire,  de  n'exprimer  plus,  en  Mécanique,  que 
»  les  faits  réels  de  temps  et  dVspace,  en  énonçant  et  en 
«  appliquant  les  lois  de  leur  succession.  « 

M.  de  Saint-Venant  est  allé  plus  loin  :  il  a  passé  de  la 
spéculation  à  la  pratique,  en  publiant, en  i85i,  chex  Ba- 
chelier, ses  Principes  de  Mécanique  fondés  sur  ta  Ciné" 
matique  (in-4^  lithographie). 

Ces  lignes  renferment  lout  ce  que  Ton  peut  opposer  de 
plus  fort  au  parti  que  j'ai  pris  de  commencer  renseigne- 
ment de  la  Mécanique  par  la  Statique,  en  la  fondant  sur 
la  notion  de  la  force  et  du  point  matériel.  Or,  il  suffira 
de  quelques  réflexions  exposées  sans  ordre,  pour  prouver 
que  j'ai  eu  raison  de  rester  fidèle  aux  doctrines  de  Cauchy. 

1®  Et  d'abord,du  Bnat  ne  renonce  pas  plus  que  d'Alem- 
bert  à  l'emploi  du  moi  forces  et  à  leur  mise  enjeu  ;  comme 
d'Alembert  encore,  il  attribue  un  pouvoir  moteur  réel  k  la 
matière,  ce  qui  est  proclamer  la  force  une  réalité  dans  le 
cas  le  plus  inadmissible.  Je  fais,  moi  aussi,  grand  cas  des 
espaces  parcourus,  des  vitesses,  des  accélérations,  même 
de  plusieurs  ordres;  mais  une  fois  admis  le  principe  de 
Tinertie  de  la  matière,  mon  esprit  exige  qu'on  fasse  de 
ces  vitesses  et  de  ces  accélérations  les  effets  des  causes 
dont  elles  mesurent  naturellement  et  nécessairement 
Tintensilé. 

a°  Il  résulte  des  paroles  citées  par  M.  de  Saint-Venant, 
que  je  suis  d^accord  avec  Ampère,  un  de  mes  maîtres  les 
plus  illustres  et  les  plus  chers.  Il  ne  déclarait  pas  seule- 
ment impossible  la  Mécanique  sans  forces  :  quoique  ce 
soit  à  lui  que  revienne  l'honneur  d'avoir  divisé  la  Méca- 
nique en  trois  branches  distinctes  :  Statique,  science  de 
Téquilibre  des  forces,  abstraction  faîte  du  déplacement 
réel  dans  l'espace,  mais  sans  exclure  la  tendance  au  mou- 
vement, le  mouvement  possible  ou  virtuel;  Cinématique^ 
science  du  mouvement,    abstraction  faite   des    forces; 
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Dynamique,  science  des  rapports  des  forces  avec  les 
déplacements  et  les  vitesses  qu'elles  déterminent  dans 
Tespace  et  dans  le  temps,  ou  des  rapports  des  déplace- 
ments et  des  vitesses  avec  les  forces  qui  les  ont  engendrés, 
il  s'est  bien  gardé  de  défendre  à  hes  élèves  de  déduire  les 
lois  d'équilibre  des  lois  du  mouvement:  il  nous  a  appris 
au  contraire  à  ramener  les  lois  du  mouvement  aux  lois 
de  l'équilibre, comme  Tont  fait  du  reste  du  Buat,d'Alem- 
bert,  Lagrange. 

3°  M.  de  Saint- Venant  nous  permettra -t -il  de  lui 
rappeler  qu'il  n^est  pas  vrai  que  dans  la  solution  des  pro- 
blèmes de  Mécanique  on  élimine  complètement  les  forces 
pour  n'avoir  finalement  que  du  temps,  ou  des  distances, 
ou  des  vitesses?  Par  exemple,  dans  le  problème  du  mou- 
vement des  planètes  autour  du  soleil,  une  des  équations 
fondamentales  et  finales  est  celle  qui  exprime  que  la 
force  qui  fait  graviter  les  astres  agit  proportionnellement 
aux  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  vitesse.  Je 
veux  bien,  je  veux  même  plus  que  tout  autre,  que  cette 
force  ne  soit  qu^explicative,  que  tout  se  passe  comme  si 
les  corps  s'attiraient,  sans  que  l'attraction  soit  réelle^  je 
conçois  même  que  Ton  remplace  cette  force  explicative 
par  l'accélération  qui  est  une  réalité  et  sa  mesure  véri- 
table^ mais  je  n'en  maintiens  pas  moins  qu  ici,  comme 
dans  une  foule  d'autres  exemples,  la  notion  de  force  at- 
tractive est  très-naturelle,  invincible  même,  qu'elle  n'a 
absolument  rien  de  contradictoire,  mathématiquement 
parlant,  que  sans  elle,  au  contraire,  la  Mécanique  céleste 
ne  serait  plus  intelligible. 

4®  Que  M.  de  Saint-Venant  veuille  bien  ausài  le  rcmar* 
quer,  les  forces  ou  causes  du  mouvement  que  nous  intro- 
duisons dans  la  Statique  et  la  Dynamique  ne  sont  nulle- 
ment ces  principes  de  causalité  physique  et  métaphysique 
qu'il  relègue  avec  raiàon  dans  une  sphère  d'idées  plus 
élevée.  Nous  ne  cherchons  pas  du  tout  comment  peuvent 
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se  produire  la  lniclîon,riiDpalsîon  Ja  pression,  la  lensiou, 
rattraction  qai  n*est  qu*ane  tractioD  mutuelle  idéale,  )a 
répulsion  qui  n'est  qu'une  impulsion  mutuelle  hypothé* 
tique,  etc.  Nous  voyons  seulement,  dansées  réalités  ou  dans 
ces  idéalités,  des  grandeurs  mathématiques  que  nous  repré- 
sentons par  des  longueurs  d*abord,  puis  par  des  nombres 
rapports  de  ces  grandeurs,  et  que  nous  soumettons  au 
calcul,  sans  que  la  notion  primitive  de  forces  cesse  d'être 
présente  à  notre  esprit^  alors  même  qu'elle  se  transforme 
en  déplacement  dans  l'espace  et  dans  le  temps,  en  vitesse 
et  en  accéléra  tien. 

5°  Certains  esprits  trouvent  étrange  qu'on  définisse  la 
force  une  cause  de  mouvement,  alors  que  le  mouvement 
devient  lui-même  une  cause  de  mouvement  et  par  consé- 
quent une  force.  Je  ne  comprends  rien  à  ce  scrupule  exa- 
géré. Par  là  même  que  le  mouvement  est  l'effet  de  la  force, 
ou  qu'il  est  né  de  la  force, il  a  en  lui,  si  nous  pouvons  nous 
exprimer  ainsi,  la  réalité  de  la  force  et  peut  produire  ce 
qu'elle  produisait.  Qui  pourrait  nier  que  la  pierre  lancée 
par  la  main,  emmagasine  et  emporte  avec  elle  l'effort 
exercé  par  la  main,  et  qu'elle  peut  par  conséquent 
l'exercer  k  son  tour. 

En  résumé:  il  est  légitime,  premièrement,  de  conserver 
la  notion  de  forces,  inséparable  de  notre  nature,  et  à  la- 
quelle on  ne  renoncerait  que  pour  y  revenir  malgré  soi  ; 
secondement^  il  est  non  moins  légitime  de  commencer 
par  la  Statique  fondée  sur  la  seule  idée  de  forces,  et  de 
forces  se  faisant  équilibre,  tandis  que  la  Cinématique,  par 
cela  même  que  dans  son  enseignement  actuel  elle  com- 
prend les  accélérations,  implique  à  la  fois  et  l'idée  de  force 
et  ridée  de  déplacement  dans  l'espace,  tandis  que  la 
Dynamique  à  l'idée  de  forces  et  de  déplacement  dans  l'es- 
pace ajoute  encore  l'idée  de  temps  ou  de  déplacement 
dans  le  temps. 

Et  qu'on  ne  dise  pas  qu'en  introduisant  dans  laStatiqtie 
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la  notion  de  vitesse  virtuelle  nous  nous  mettons  en  contra- 
diction avec  nous-mème!  Slurm,  esprit  excellent,  qui  ne 
montra  jamais  de  tendance  au  paradoxe,  a  depuis  long- 
temps fait  bonne  justice  de  ce  semblant  d* objection,  et  on 
nous  permettra  de  rappeler  ce  qu'il  disait  peu  de  temps 
avant  sa  mort  (Avertissement  de  son  Cours  de  Mécani- 
que édité  par  M.  Prouhet  •,  Paris,  Bachelier,  i86i). 

((  La  Statique  emprunte  à  Texpérience  la  notion  du 
»  point  matériel  et  celle  de  la  force:  avec  ces  seuls  prin- 
»  cipes  elle  s'achève  comme  une  science  purement  géo- 
»  métrique.  La  Dynamique  se  distingue  de  la  Statique 
»  par  Tintroduction  de  plusieurs  notions  nouvelles,  tout 
)>  à  fait  étrangères  à  la  Statique,  telles  que  le  mouvement, 
»  la  masse,  le  temps.  Dans  Tordre  naturel,  où  Ton  passe 
))  du  simple  au  composé,  on  doit  donc  commencer  par 
»  la  Statique.  Mais  nous  avons  changé  tout  cela,  ou 
»  plutôt  on  a  changé  tout  cela!  Les  conditions  d'équilibre 
»  sont  indépendantes  des  idées  de  temps  et  de  mouve- 
))  ment.  Il  ne  faut  pas  dire  que  le  théorème  des  vitesses 
))  virtuelles  soit  le  principe  de  la  Statique,  il  n'en  est  que 
))  le  résumé.  Le  véritable  principe  est  le  théorème  de  la 
))  composition  des  forces.  )) 

D'accord  avec  Slurm,  quant  au  fond,  je  me  permets  de 
me  séparer  de  lui  dans  quelques  détails,  et  ce  que  je  vais 
dire  jettera  un  jour  nouveau  sur  les  questions  délicates 
que  nous  avons  déjà  discutées.  Nous  n'admettons  pas  que 
les  notions  du  point  matériel  et  de  la  force  soient  emprun- 
tées à  Texpérience;  ce  sont  au  contraire  deux  notions 
abstraites  de  notre  esprit  comme  toutes  les  grandeurs 
géométriques,  de  sorte  que  la  Statique    analytique  est 
essentiellement  une  étude  mathématique.  C^est  comme 
telle  que  je  l'offre  à  mes  lecteurs,  et,  parce  que  je  la  voulais 
ainsi,  j'ai  adopté  les  méthodes  de  Cauchy  qui  sont  tou- 
jours des  chefs-d'œuvre  d'analyse.  Sous  ce  rapport,  l'ou- 
yrage  que  je  publie  avec  confiance  et  sécurité  contribuera 
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k  relever  en  France  renseignement  mathématique,  dont 
tout  le  monde  avoue  l'aflaiblissement  et  la  décadence. 
Chose  étrange!  pendant  que  l'école  allemande,  notre  ri- 
vale autrefois,  notre  maîtresse  aujourd'hui,  reste  fidèle  aux 
principes,  à  la  manière,  aux  notations  de  Cauchy,  en 
France  chacun  se  fait  une  méthode  et  des  procédés  à  lui, 
méthode  hybride,  mélange  inconsidéré  d'analyse  et  de 
géométrie^  procédés  indirects,  sortes  de  petits  tours  de 
force  imaginés  dans  cha(]ae  cas  particulier  pour  les 
besoins  du  moment,  mais  qui  ne  conslituentpas  un  ensei- 
gnement logique  et  complet,  que  rien  ne  grave  dans 
Tesprit,  et  qui  ne  préparent  pas  à  l'étude  des  œuvres  des 
maîtres. 

Sturm  attribue  la  notion  de  masse  à  la  Dynamique;  avec 
Cauchy  je  Tai  introduite  dans  la  Statique,  parce  qu'elle 
se  rattache  essentiellement  à  la  notion  de  la  force,  du 
corps  et  même  du  point  matériel.  Je  suis  d'ailleurs  inti- 
mement convaincu  que  la  matière  ou  les  corps  sont  for- 
més essentiellement  de  points  matériels,  non  pas  géomé- 
triques, mais  physiques;  et  dans  cet  ordre  d  idées,  force 
est  de  maintenir  plus  que  jamais  l'ancienne  définition  de 
la  masse  :  quantité  de  maiière  contenue  dans  un  corps,  ou 
mieux  nombre  d'atomes  physiques  qu'il  contient-,  et  de 
la  densité  :  masse  sous  Vunité  de  volume^  ou  rapport, 
de  la  quantité  de  matière  au  volume  qui  la  contient. 
Outre  que  la  décomposition  actuelle  de  la  matière  en 
éléments  simples  est  une  vérité  physique  et  métaphysique 
incontestable,  recourir  trop  tard,  pour  définir  la  masse,  à 
la  vitesse  ou  à  Taccélération  de  la  vitesse,  c'est  certaine* 
ment  faire  un  paralogisme,  passer  d'un  genre  a  l'autre, 
et  marcher  a  rebours,  du  composé  au  simple.  Comment 
une  somme  d'éléments  simples  peut-elle  faire  masse  ou 
poids?  c'est  le  mystère  de  la  matière  et  de  la  pesanteur, 
le  plus  écrasant  des  mystères  de  la  nature. 
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Puisque  je  suis  en  train  de  rétablir  les  principes,  je 
veux  répondre  à  cette  autre  question  :  Empruntons -nous 
à  Texpérience  le  théorème  du  parallélogramme  des  forces, 
ou  bien  est-il  une  vérité  nécessaire,  à  la  démonstration 
de  laquelle  la  raison  et  le  raisonnement  suffisent  pleine- 
ment? Beaucoup  de  géomètres,  et  parmi  eux  M.  de  Saint- 
Venant,  affirment  que  la  résultante  de  deux  forces  et  de 
deux  vitesses  n'est  pas  essentiellement  représentée  par  la 
diagonale   du  parallélogramme   construit  sur  les   deux 
forces  ou  les  deux  vitesses  données.  Ils  accordent  qu'il 
en  est  ainsi  dans  Tordre  de  choses  établi,  mais  qu'il  pour- 
rait en  être  tout  autrement  dans  un  ordre  de  choses  diffé- 
rent, et  que  par  conséquent  le  parallélogramme  des  forcer 
doit  être  accepté  comme  une  donnée  d'expérience.  Je  suis 
d'une  opinion  diamétralement  opposée^  dans  ma  convic- 
tion intime,  et  dans  la  réalité  des  choses,  le  parallélo- 
gramme des  forces  est  une  vérité  d'ordre  à  la  fois  géo- 
métrique et  métaphysique.  Deux  forces  de  même  nature, 
ramenées  à  l'idée  première  de  traction  et  d'impulsion, 
agissant  dans  deux  directions  formant  un  angle  et  repré- 
sentées par  deux  longueurs,  sont  nécessairement,  essen- 
tiellement écjuivalentes  à  une  force  unique  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  les  longueurs  qui  représentent 
les  forces.  La  raison  eu  est  :  i^  que  chacune  des  forces, 
même  sous  Tinfluence  antagoniste  de  l'autre^  doit  pro- 
duire dans  sa  direction  tout  l'effet  dont  elle  est  capable; 
a^  que  les  trois  forces,  les  deux  composantes  et  les  résul- 
tantes, par  la  nature  même  des  choses,  tendent  à  produire 
et  doivent  produire  un  effet  proportionnel  à  leur  inten- 
sité; or  les  deux  composantes  ne  produiront  leur  maxi- 
mum d'effet,  et  les  trois  forces,  composantes  et  résultantes, 
n^agiront  proportionnellement  à  leur  intensité,  qu'autant 
que  le  mobile  n'aura  aucune  tendance  à  quitter  la  diago- 
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nale  du  parallélogramme  construit  sur  les  forces,  et  que 
k  résultante  sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  cette  diagonale.  Cette  déduction,  que  j'avais  conçue 
et  formulée  il  y  a  bien  longtemps,  a  été  assez  nettement 
exposée  dans  les  Mondes^  livraison  du  a 2  novembre  1 866 , 
t.  XII,  p.  4^9)  P^r  ^-  l'abbé  Soufflet,  mon  élève  et  mon 
ami.  Je  crois  pouvoir  ajouter  que  s'il  est  difficile,  pour  ne 
pas  dire  impossible,  de  démontrer  le  parallélogramme  des 
forces,  c'est  précisément  parce  qu'il  est  une  vérité  essen- 
tielle, un  premier  principe  plus  évident  en  lui-même  que 
tout  ce  par  quoi  on  voudrait  l'établir.  Si  je  Posais,  j'irais 
presque  jusqu'à  dire  que  toutes  ou  presque  toutes  les  dé- 
monstrations du  parallélogramme  des  forces  essayées  jus- 
qu'ici sont  entachées  d'un  cercle  vicieux  visible  ou  caché. 
Par  exemple,  quand  je  vois  que  dans  la  première  démons- 
tration que  je  donne,  p.  6  et  suiv.,  il  a  fallu  passer  du  cas 
plus  simple  de  deux  forces  dans  un  plan  au  cas  plus  com- 
plexe de  trois  forces  dans  l'espace,  je  suis  forcé  de  la  con- 
sidérer comme  défectueuse  La  seconde  démonstration  de 
M.  Cauchy,  p.  i3  et  suiv.,  comme  celles  de  Monge  et  de 
Sturm,  procèdent  par  le  recours  à  Tabsurde,  et  toutes  les 
démonstrations  par  Tabsurde  son t  pour  moi  fatalementsus- 
pectes,  quoique  dans  certainscas  elles  puissent  être  exactes. 
Mais  c'est  assez  faire  de  la  métaphysique,  il  est  temps, 
plus  que  temps  de  dire  en  quoi  ce  volume  diffère  prin- 
cipalement des  ouvrages  du  même  genre,  et  ce   qu'il 
contient,  nous  ne  dirons  pas  de  nouveau,  mais  de  propre 
ou  de  caractéristique.  Le  fond  est  de  M.  Cauchy  :  on  y 
trouvera  tout  ce  qui  a  été  publié  sur  la  matière  par  Tim- 
comparable  géomètre  ^  mais,  comme  pour  le  Calcul  diffé- 
rentiel et  le  Calcul  intégral,  j'ai  consacré  une  large  place  à 
l'analyse  des  travaux  accomplis  par  les  auteurs  de  Traités 
ou  Mémoires  relatifs  à  la  Mécanique  analytique. 

Le  couple  de  Poinsol  joue  un  très-petit  rôle  dans  ma 
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Statique:  cVst  à  peine  si  je  lui  ai  consacré  quelques  pages. 
Cest  que  le  couple  est  essentiellement  une  conception 
géométrique,  tandis  que  le  moment  linéaire  introduit  par 
Cauchy,  quoique  géométrique  aussi  dans  sa  déiinition 
première,  se  prête  admirablement  bien  à  Tanalyse. 

J'aurais  pu  renvoyer  au  Calcul  intégral  la  plus  grande 
partie  de  la  septième  Leçon,  consacrée  à  la  détermination 
des  arcs  de  courbe,  des  surfaces  /courbes  et  des  volumes; 
maisCauchy  croyait  nécessaire  de  revenir  dans  son  Traité 
de  Mécanique  sur  ces  notions  fondamentales,  et  j'ai  laissé 
la  Leçon  telle  qu'il  Ta  écrite. 

Dans  la  huitième  Leçon,  je  me  suis  fait  un  devoir  de 
réunir  le  plus  grand  nombre  possible  d'exemples  de  la 
détermination  du  centre  de  gravité,  parce  que  les  théories 
ne  deviennent  tout  à  fait  familières  à  Tesprit  que  par  de 
nombreuses  applications. 

La  neuvième  Leçon  est  une  des  dernières  rédactions  de 
Cauchy,  elle  fait  double  avec  la  septième-,  mais  mon 
maitre  y  tenait  beaucoup,  quoiqu'elle  fût  peut-être  moins 
digne  de  sa  haute  réputation,  et,  après  beaucoup  d'hési- 
tations, je  me  suis  décidé  à  la  reproduire  en  l'abrégeant. 
Elle  contient  d'ailleurs  beaucoup  de  notions  et  de  défi- 
nitions importantes  et  précises;  elle  m'a  permis  aussi  de 
combler  une  lacune  très- regrettable  de  tous  les  Traités 
de  Géométrie,  en  définissant  et  cara«!térisant  mieux  qu'on 
ne  le  fait  ordinairement  l'égalité  de  deux  rapports  com- 
mensurables  ou  incommensurables. 

La  dixième  Leçon,  toute  neuve  pour  la  France,  ré- 
sume une  des  plus  bellt^s  synthèses  de  Mœbius  et  de  Min- 
ding;  elle  donnera  une  idée  des  progrès  accomplis  en 
Allemagne.  Je  n'ai  guère  fait  que  traduire  la  rédaction 
de  mon  savant  ami  M.  Broch,  de  Christiania ^  dont  la 
Mécanique  en  deux  volumes  m'a  été  si  grandement  utile 
pour  l'achèvement  de  ce  Traité.  L'application  de  cette 
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curieuse  tfaéorie  a  la  recherche  des  conditions  d'équilibre 
des  corps  à  la  fois  pesants  et  magnétiques  est  très-simple 
et  je  ne  devais  pas  Pomettre. 

La  onzième  Leçon  est  presque  littéralement  une  des 
Leçons  de  Physique  mathématique  données  par  Ampère 
au  Collège  de  France.  La  transformation  de  Téquation 
de  la  cfaainette  et  le  mode  de  calcul  de  ses  deux  coeffi- 
cients sont  de  M.  Broch,  ainsi  que  le  tableau  numérique 
que  j'aurais  pu,  à  la  rigueur^  laisser  de  côté.  La  chai- 
nette  d*ëgale  résistance  de  Coriolis  ne  méritait  pas  Toubli 
auquel  on  Ta  condamnée  ;  on  la  retrouvera  avec  plaisir. 
La  douzième  Leçon  est  certainement  un  des  chefs- 
d^œuvredeCauchy;  je  la  recommande  (Pautant  plus  à  Pat- 
tention  de  mes  lecteurs,  qu^on  tend  à  lui  substituer  d'au- 
tres théories  qui  n'ont  ni  la  même  généralité  ni  la  même 
rigueur.  La  démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles est  admirable  d'élégance^  mais  les  vitesses  virtuelles 
ny  font  leur  entrée  que  comme  moyen  accessoire  d'éli- 
mination, et  voilà  pourquoi  je  lui  ai  joint  la  démonstra- 
tion d'Ampère,  plus  indépendante  et  plus  directe,  facile, 
en  outre,  à  convertir  en  démonstration  purement  géomé- 
trique, de  manière  à  pouvoir  entrer  dans  les  éléments  de 
Mécanique  physique,  dont  le  principe  des  vitesses  est 
rame,  âme,  hélas  !  méconnue  de  presque  tous  les  auteurs 
français  modernes. 

J'ai  puisé  les  matériaux  de  la  treizième  Leçon  dans  le 
Traité  de  M.  Broch;  elle  est  belle  dans  sa  simplicité,  et 
je  la  recommande  spécialement  aux  jeunes  gens  qui  se 
préparent  à  la  licence  ou  au  doctorat.  Le  passage  du 
polygone  funiculaire  à  la  chaineite  est  de  bonne  et  sa- 
vante analyse.  L'application  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles au  cas  de  forces  invariables  agissant  sur  un  corps 
mobile  dans  Tespace  est  intéressante. 
La  quatorzième  Leçon,  Des  changements  de  coordon- 
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nées  dans  les  questions  de  Mécanique^  est  neuve,  et  j'y  ai 
réuni  ce  qui  a  été  publié  sur  ce  sujet  par  les  auteurs 
modernes.  L*énumération  de  celles  des  fonctions  de  coor- 
données qui  ne  changent  pas  dans  le  passage  d'un  sys- 
tème à  Tautre  est  très-importante,  et  elle  n'avait  pas  été 
faite  assez  complètement.  Quoique  la  manière  analytique 
de  M.  Lamé  soit  tout  à  fait  diflerente  de  celle  de  Caucliy, 
je  ne  devais  pas  négliger  sa  fonction-de- point,  ses 
coordonnées  curvilignes  et  ses  surfaces  orthogonales. 
L'établissement  des  conditions  d'orthogonal i té  et  l'éva- 
luation des  paramètres  diflerentiels  du  premier  et  du  se- 
cond sont  arides  et  difficiles,  surtout  en  raison  des  nota- 
tions par  trop  arbitraires;  mais  elles  sont  indispensables 
à  ceux  qui  voudront  lire  les  savants  Traités  de  Télasiicité 
et  de  la  chaleur. 

Jusqu'ici,  je  ne  sais  pourquoi,  on  renvoyait  la  théorie 
des  moments  d'inertie  et  des  rayons  de  gyration  à  la  Dyna- 
mique, où  elle  avait  l'inconvénient  grave  d'interrompre 
ou  de  scinder  en  deux  la  théorie  capitale  du  mouvement  de 
rotation  d'un  corps  autour  d'un  axe  ou  d'un  point  fixe. 
Elle  se  rattache  naturellement  à  l'élude  des  changements 
de  coordonnées;  on  me  saura  gré  de  l'avoir  déplacée 
et  de  lui  avoir  consacré  deux  Leçons  tout  entières, 
la  quinzième  et  la  seizième;  je  l'ai  faite,  d'ailleurs, 
aussi  complète  que  possible.  Incomplète  chez  Cauchy, 
la  démonstration  de  la  réalité  des  trois  racines  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré  ne  laisse  ici  rien  à  désirer.  J'ai 
pris  dans  les  Traités  de  M.  Broch,  de  M.  Macquorn 
Rankine  et  du  R.  P.  Jullien  toutes  les  applications  inté- 
ressantes ou  instructives,  sans  omettre  le  tableau  de  la 
page  4^8.  La  seizième  Leçon  est  tout  à  fait  capitale, 
et  elle  demandera  une  étude  particulière,  d'autant  plus 
que  les  problèmes  qu*on  y  résout  n'ont  nullement  fixé 
l'attention  des  géomètres    français.    La    manière   dont 


PRÉFACE.  XXZVII 

M.  Peslîn  rattache  la  surface  des  ondes  de  Fresnel  à  la 
théorie  des  moments  d'inertie  et  des  axes  de  gyration  est 
aussi  originale  qu'imprévue.  Je  me  serais  fait  un  scru- 
pule de  laisser  entièrement  de  côté  la  précieuse  addition 
que  cette  même  théorie  doit  à  M.  liaton  de  la  Goupillière, 
et  je  me  félicite  d'avoir  ouvert  le  premier  les  portes  de 
renseignement  classique  au  moment  d'axe  et  au  para- 
mètre du  moment  de  cet  habile  géomètre. 

La  dix-septième  Leçon  est  Fexposé  le  plus  direct,  le 
plus  rigoureux  et  le  plus  parfait  h  la  fois  de  la  grande 
et  belle  théorie  de  Tattraction  des  corps  -,  on  le  doit  à 
M.  Dirichlet,  et  j'avais  déjà  publié  la  partie  analytique 
de  ce  beau  travail  dans  mes  Leçons  de  Calcul  intégral, 
La  rédaction  que  j'en  donne  aujourd'hui  a  été  faite  par 
M.  Broch,  et  Ton  s'étonnera  qu'il  ait  pu  établir  à  si  peu 
de  frais  des  théorèmes  auxquels  l'illustre  auteur  de  la 
Mécanique  céleste  arrive  si  longuement  et  si  pénible- 
ment. 

En  réalité,  cet  exposé,  beaucoup  plus  complet  qu'on 
n'aurait  même  pu  l'espérer,  suffisait  amplement;  mais 
il  est,  relativement  à  l'attraction,  des  théorèmes  célèbres, 
ceux  de  Newton,  de  Maclaurin ,  d'Ivory,  auxquels  on  ne 
doit  pas  rester  étranger;  et  le  plus  éminent  de  nos  géo- 
mètres modernes,  M.  Chasles,  est  arrivé,  par  une  voie 
très-différente,  à  présenter  la  théorie  de  l'attraction  des 
corps  sous  un  jour  synthétique  qui  fait  mieux  ressortir  une 
foule  de  propriétés  nouvelles  ou  de  théorèmes  nouveaux. 
Grâce  à  l'affection  dont  il  veut  bien  m'hooorer,  j'ai  pu 
consacrer  aux  découvertes  de  M.  Chasles  une  Leçon  tout 
entière,  la  dix -huitième,  où  l'on  trouvera  réunis  un 
grand  nombre  de  travaux  épars  dans  les  Mémoires  de 
V jicadémie  des  Sciences,  les  Comptes  rendus^  le  Jour^ 
nal  de  l'École  Polytechnique  et  la  Connaissance  des 
Temps.  Les  calculs  de  l'attraction  des  paraboloïdes  par 
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nées  d^ins  les  questions  de  Mécanique,  est  neuve,  et  j'y  \ 
réuni  ce  qui  a  été  publié  sur  ce  sujet  par  les  auteui 
modernes.  L*énuméralion  de  celles  des  fonctions  de  cooi 
données  qui  ne  changent  pas  dans  le  passage  d'un  syi 
tème  à  Tautre  est  très-importante,  et  elle  n'avait  pas  éi 
faite  assez  complètement.  Quoique  la  manière  aualvliqi 
de  M.  Lamé  soit  tout  à  fait  diOerente  de  celle  de  Cauclp 
je  ne  devais  pas  négliger  sa  fonction -de- point,  s< 
coordonnées  curvilignes  et  ses  surfaces  orthogonale 
L'établissement  des  conditions  d'orthogonal ité  et  l'évi 
luation  des  paramètres  diderentiels  du  premier  et  du  s< 
cond  sont  arides  et  difficiles,  surtout  en  raison  des  lïoU 
tions  par  trop  arbitraires;  mais  elles  sont  indispensabli 
à  ceux  qui  voudront  lire  les  savants  Traités  de  Télasticil 
et  de  la  chaleur. 

Jusqu'ici,  je  ne  sais  pourquoi,  on  renvoyait  la  théor 
des  moments  d*inertie  et  des  rayons  de  gyration  àlaDyni 
mique,  où  elle  avait  l'inconvénient  grave  d'intcrrompi 
ou  de  scinder  en  deux  la  théorie  capitale  du  mouvement  ( 
rotation  d'un  corps  autour  d'un  axe  ou  d'un  point  fix 
Elle  se  rattache  naturellement  à  Tétude  des  changemen 
de  coordonnées  ;  on  me  saura  gré  de  l'avoir  dépI«o 
et  de  lui  avoir  consaci^é  deux  Leçons  tout  entièra 
la  quinzième  et  la  seizième;  je  l'ai  faite,  d^aillenr 
aussi  complète  que  possible.  Incomplète  ches  Caucfa] 
la  démonstration  de  la  réalité  des  trois  racines  de  réqiu 
tion  du  troisième  degré  ne  laisse  ici  rien  à  désirer.  J* 
pris  dans  les  Traités  de  M.  Broch,  de  M.  Macqnoi 
Rankine  et  du  R.  P.  Jullien  toutes  les  applications  ini 
ressantes  ou  instructives,  sans  omettre  le  tableau  dé 
page  4^8.  La  seizième  Leçon  est  tout  i  fait  capital 
et  elle  demandera  une  étude  particulière^  d'autant  pli 
que  les  problèmes  qu'on  y  résout  n'ont  nullement,  fe 
l'attention  des  géomètres   français.    La    manière  doi 


,.,  ,<  m,-  1^;.  ::-  . 
ruisfigni'inei.: 
iiiètrtrilu  nv  n.T- 
plus  ripfiiii'Uv  ■ 
ei  bclk-  itic  -^  :- 
M.  Uiilil-I.i. -. .  ( 

M.  Rroili.  ti  .  .-- 
.if  irais   dfi  :   ^ 

F.n  iralire.  -    - 


ceux  de  Ncvftfjti .  :-  *Iir:.,if 

Joit  pas  n-siei  é  :i   i 

tnétn-s  modei rif.  M,  Ci.l^fl■ 
(rês-dilléi'Ciili-,  »  j.(wt  ,^r  s 
corpsMmsuHJour  i^D  -e;iiiii 
l'ouïe  de  propiicié»  r.'ïnï-iit^ 
l.irâce  à  ralTcction  rt'.r.î  !'.  ■■ 


XXXVIII  PRÉFACE. 

M.  Bourget,  de  Tattraction  des  polyèdres  par  M.  Mahler, 
de  railraction  d^un  ellipsoïde  par  M.  Mathey,  dans  le  cas 
où  Taction  élémentaire  est  en  raison  inverse  de  la  puis- 
sance un  de  la  distance,  sont  à  peu  près  tout  ce  qu^on  a 
ajouté  à  la  vieille  doctrine  de  l'attraction  des  sphéroïdes; 
nous  leur  avons  réservé  une  place  exiguë,  mais  honorable. 

Dans  la  dix-neuvième  Leçon  je  reviens  au  potentiel 
entrevu  par  Laplace,  calculé  par  Poisson,  mais  dont 
Gauss  seul  a  conçu  la  portée,  et  qui  est  aujourd'hui  un 
des  principes  les  plus  féconds  des  Sciences  mathématiques. 
M.  LindelœfT,  et  jeTen  remercie,  a  bien  voulu  faire  pour 
la  théorie  du  potentiel  ce  qu'il  avait  déjà  faii  pour  moi 
des  théories  du  calcul  des  variations;  il  la  ramène  à  une 
simplicité  très-grande,  en  même  temps  qu'il  analyse  avec 
une  fidélité  absolue  les  beaux  Mémoires  de  Gauss. 

La  vingtième  Leçon  contient  l'application  delà  théorie 
du  potentiel  à  l'établissement  des  lois  des  phénomènes 
du  magnétisme  terrestre,  le  chef-d'œuvre  de  Gauss,  et 
mie  étude  abrégée  des  célèbres  fonctions  P„,  V^,  X„,  ¥„  de 
Laplace,  Poisson  et  Legendre,  rédigée  par  M.  Laurent, 
jeune  géomètre  très-distingué,  qui  continuera  dans  une 
autre  direction  la  gloire  de  son  père,  l'éminent  chimiste 
que  la  France  pleure  encore.  Le  jeune  répétiteur  de  l'Ecole 
Polytechnique,  qui,  dans  la  Statique,  ne  m'a  prêté  qu'un 
faible  concours,  m'aidera  au  contraire  très-activement 
dans  la  rédaction  des  deux  autres  volumes  de  cet  ouvrage, 
\sl  Dynamique,  l'Hydraulique  statique  et  dynamique. 

Il  restait  enfin,  pour  terminer,  à  donner  un  aperçu 
général,  mais  aussi  entier  que  possible,  toujours  d'après 
Cauchv»  de  la  théorie  des  actions  moléculaires.  M.  Barré 
de  Saint-Venant,  élève  et  continuateur  du  grand  maître, 
m'a  offert  de  la  rédiger,  et  j'ai  accepté  de  grand  cœur. 
Fatalement  amoindri  dans  notre  France  dont  il  est,  cepen- 
dant, une  des  gloires  mathématiques  les  plus  pures,  M.  de 
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SaÎDt-Venaiit  jouit  à  rëtranger  d'une  réputation  que  nous 
oserions  appeler  grandiose. 

Dans  le  champ  des  théories  et  des  calculs  relatifs  à 
l'élasticité^  aux  pressions,  aux  torsions,  aux  flexions  avec 
glissement,  il  a  devancé  tous  les  autres,  et  il  n'est  per- 
sonne au  delà  de  la  Manche  et  du  Rhin  qui  ne  le  place 
au  premier  rang.  Toutes  les  fois  que,  pour  ces  matières 
si  délicates,  je  me  suis  adressé  à  un  savant  anglais  ou 
allemand,  je  recevais  toujours  la  même  réponse  :  a  Vous 
avez  près  de  vous  Tautoriié  par  excellence,  M.  de  Saint- 
Venant,  consuhez-le,  écoutez- le,  suivez-le.  »  C'est,  par 
exemple,  ce  que  m'écrivit  un  jour  M.  von  Ettingshausen 
à  qui  je  demandais  s'il  avait  achevé  sa  Théorie  de  Vêlas- 
ticilé;  il  ajoutait  que  notre  Académie  des  Sciences  a  grand 
tort,  très-grand  tort,  de  ne  pas  ouvrir  son  sein  à  un  géo- 
mètre si  haut  placé  dansTopinion  des  juges  les  plus  com- 
pétents. Elspérons  que  ce  tort  sera  bientôt  réparé.  La  rédac- 
tion des  vingt  et  unième  et  vingt-deuxième  Leçons  de  ce 
Tolume  ne  peut  qu'ajouter  à  sa  réputation;  je  l'aurais 
comprise  peut-être  autrement,  mais  je  ne  l'aurais  certai- 
nement ni  mieux,  ni  même  aussi  bien  faite. 

Encore  quelques  souvenirs  d'amitié  reconnaissante  et 
une  justification.  M.  Radau,  mou  collaborateur  habituel, 
élève  de  la  grande  école  de  Kœnigsberg,  si  riche  des  ira- 
ditions^des  Ressel,  des  Jacobi,  des  Richelot,  des  Keumanu, 
m'a  plus  d'une  fois  aidé  de  la  sûreté  de  son  jugement  et 
de  l'habileté  de  son  analyse. 

Deux  amis  dévouésqui  m'ont  souvent  donné  des  preuves 
de  leur  alïection,  M.  Henri  Gifl'ard,  l'inventeur  heu- 
reux et  à  jamais  célèbre  de  l'injecteur,  M.  Hippolyte 
Marinoni,  un  de  nos  plus  habiles  mécaniciens,  le  chef  en 
France  de  la  grande  industrie  des  presses  typographiques 
et  lithographiques  à  grande  vitesse,  à  qui  l'Exposition 
de  1867  devait  la  plus  élevée  de  ses  récompenses,  ont 
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bien  voulu  faire  pour  moi  la  plus  grande  partie  des  frais 
d'impression  de  ce  volume;  je  ne  Poublierai  jamais. 
M.  Gaulhier-Villars  m'a  rendu  facile  Timpression  du 
reste  du  volume,  et  M.  Bailleul,  en  me  harcelant  sans 
cesse,  m^a  enfin  arrache  les  derniers  feuillets  de  copie.  Je 
les  remercie  de  leur  bon  concours. 

On  trouvera  étrange  que  le  nom  do  M.  Poncelet,  le 
législateur  en  France  de  la  Mécanique  appliquée,  ne  soit 
pas  prononcé  dans  cet  Ouvrage;  cela  vient  de  ce  que  j'ai 
dû  faire  ici  et  que  j'ai  fait  de  l'analyse,  de  l'équilibre  et 
du  moment  virtuel,  tandis  que  M.  Poncelet  est  le  chef 
d'école  de  la  synthèse,  du  mouvement  et  du  travail. 

IVlais  j'ai  pour  M.  Poncelet  une  admiration  sincère,  une 
estime  profonde,  une  affection  reconnaissante  et  j'espère 
lui  causer  bientôt  une  agréable  surprise.  J^ai  dit  que  je 
publierais  la  Mécanique  rationnelle  et  physique  d'Am- 
père*, or,  la  Mécanique  de  mon  second  maître  fut  et  sera 
un  triomphe  pour  M.  Poncelet.  Ampère  le  comprenait  et 
relevait  à  sa  grande  hauteur,  quand  Cauchy,  empêché 
par  une  différence  énorme  de  tempérament  scientifique, 
hésitait  et  faisait  des  réserves. 

La  Dynamique  analytique  pourra  paraître  prochaine- 
ment en  trois  grosses  livraisons  :  i*^  Cinématique;  2?  Dy- 
namique proprement  dite;  3^  Equations  générales  dn 
la  Mécanique,  * 

En  tout  cas  la  Statique  forme  un  tout  complet. 

Au  Cozlen,  près  Guéméné-sur-ScorfT  (Morbihan),  3i  août  1867. 


LEÇONS 


1)K 


MÉCANIQUE  ANALYTIQUE. 


STATIQUE. 


PREM[ÈRE  PARTIE. 


STATIQUE  DES  POINTS  OU  DES  SYSTÈMES  DE  POINTS  MATÉRIELS, 

ET  DES  CORPS  SOLIDES  OU  FLEXIBLES.  • 


PREMIÈRE   LEÇON. 


Définitions  :  Mécaniqae,  masse,  point  matériel,  résaltante,  compo- 
santes. —  Résultante  de  deux  on  plnsieurs  forces  appliquées  h  nn 
point  matériel. 


1 .  La  science  de  la  Mécanique,  qui  sera  Tobjet  de  ces 
leçons^  se  divise  en  deux  parties,  la  Statique  et  la  Dyna- 
mique. Dan3  la  mécanique  on  suppose  les  corps  sollicités 
au  mouvement  par  des  causes  qu^ou  appelleybrce^,  et  l'on 
cherche  les  conditions  d'équilibre  ou  de  mouvement  de 
ces  mêmes  corps,  La  détermination  des  équations  d'équi- 
libre appartient  à  la  statique,  celle  des  équations  de  mou- 
vumeut  à  la  dynamique. 

2.  On  appelle  masse  d'un  corps  la  quantité  de  matière 
qu  il  renferme.  Celte  quantité  de  matière  peut  être  plus 

1.  I 
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la  notion  de  vitesse  virtuelle  nous  nous  mettons  en  contra- 
diction avec  nous-mème  !  Sturm,  esprit  excellent,  qui  ne 
montra  jamais  de  tendance  au  paradoxe,  a  depuis  long- 
temps fait  bonne  justice  de  ce  semblant  d'objection,  et  on 
nous  permettra  de  rappeler  ce  qu'il  disait  peu  de  temps 
avant  sa  mort  (Avertissement  de  son  Cours  de  Mécani- 
que  édité  par  M.  Proubel  \  Paris,  Bachelier,  1861). 

((  La  Statique  emprunte  à  Vexpérience  la  notion  du 
»  point  matériel  et  celle  de  la  force:  avec  ces  seuls  prin« 
i>  cipes  elle  s'achève  comme  une  science  purement  géo- 
»  métrique.  La  Dynamique  se  distingue  de  la  Statique 
»  par  Tintroduction  de  plusieurs  notions  nouvelles,  tout 
w  à  fait  étrangères  à  la  Statique,  telles  que  le  mouvement, 
»  la  masse,  le  temps.  Dans  Tordre  naturel,  où  Ton  passe 
»  du  simple  au  composé,  on  doit  donc  commencer  par 
»  la  Statique.  Mais  nous  avons  changé  tout  cela,  ou 
»  plutôt  on  a  changé  tout  cela!  Les  conditions  d'équilibre 
»  sont  indépendantes  des  idées  de  temps  et  de  mouve- 
»  ment.  Il  ne  faut  pas  dire  que  le  théorème  des  vitesses 
»  virtuelles  soit  le  principe  de  la  Statique,  il  n'en  est  que 
»  le  résumé.  Le  véritable  principe  est  le  théorème  de  la 
»  composition  des  forces.  )> 

D'accord  avec  Sturm,  quant  au  fond,  je  me  permets  de 
me  séparer  de  lui  dans  quelques  détails,  et  ce  que  je  vais 
dire  jettera  un  jour  nouveau  sur  les  questions  délicates 
que  nous  avons  déji  discutées.  Nous  n'admettons  pas  que 
les  notions  du  point  matériel  et  de  la  force  soient  emprun- 
tées à  l'expérience;  ce  sont  au  contraire  deux  notions 
abstraites  de  notre  esprit  comme  toutes  les  grandeurs 
géométriques,  de  sorte  que  la  Statique   analytique  est 
essentiellement  une  étude  mathématique.  C'est  comme 
telle  que  je  l'offre  à  mes  lecteurs,  et,  parce  que  je  la  voulais 
ainsi,  j'ai  adopté  les  méthodes  de  Cauchy  qui  sont  tov 
jours  des  chefs-d'œuvre  d'analyse.  Sous  ce  rapport,  l'o 
Trage  que  je  publie  avec  confiance  et  sécurité  contribm 
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k  relever  ea  France  renseignement  inalhématique,  dont 
tout  le  monde  avoue  Taflaiblissement  et  la  décadence. 
Chose  étrange!  pendani  que  Pécole  allemande,  noire  ri- 
vale autrefois,  notre  maiiresse  aujourd'hui,  reste  fidèle  aux 
principes,  à  la  manière,  aux  noiaiions  de  Caucliy,  eu 
France  chacun  se  fait  une  méthode  et  des  procédés  à  lui, 
méthode  hybride,  mélange  inconsidéré  d'analyse  et  de 
géométrie^  procédés  indirects,  sortes  de  petits  tours  de 
force  imaginés  dans  cha(|ae  cas  particulier  pour  les 
besoins  du  moment,  mais  qui  ne  constituent  pas  un  ensei- 
gnement logique  et  complet,  que  rien  ne  grave  dans 
Tesprit,  et  qui  ne  préparent  pas  à  Tétude  des  œuvres  des 
maîtres. 

Sturm  attribue  la  notion  de  masse  à  la  Dynamique-,  avec 
Cauchyje  Tai  introduite  dans  la  Statique,  parce  qu'elle 
se  rattache  essentiellement  à  la  notion  de  la  force,  du 
corps  et  même  du  point  matériel.  Je  suis  d'ailleurs  inti- 
mement convaincu  que  la  matière  ou  les  corps  sont  for- 
més essentiellement  de  points  matériels,  non  pas  géomé- 
triques, mais  physiques^  et  dans  cet  ordre  d  idées,  force 
est  de  maintenir  plus  que  jamais  l'ancienne  définition  de 
la  masse  :  quantité  de  matière  contenue  dans  un  corps,  ou 
mieux  nombre  d'atomes  physiques  quil  contient;  et  de 
la  densité  :  niasse  sous  r unité  de  volume^  ou  rapport, 
de  la  quantité  de  matière  au  volume  qui  la  contient. 
Outre  que  la  décomposition  actuelle  de  la  matière  en 
éléments  simples  est  une  vérité  physique  et  métaphysique 
incontestable,  recourir  trop  tard,  pour  définir  la  masse,  à 
la  vitesse  ou  à  l'accélération  de  la  vitesse,  c'est  certaine- 
ment faire  un  paralogisme,  passer  d'un  genre  à  l'autre, 
et  marcher  à  rebours,  du  composé  au  simple.  Comment 
une  somme  d'éléments  simples  peut-elle  faire  masse  ou 
poids?  c'est  le  mystère  de  la  matière  et  de  la  pesanteur, 
le  plus  écrasant  des  mystères  de  la  nature. 
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Puisque  je  suis  en  train  de  rétablir  les  principes,  je 
veux  répondre  à  cette  autre  question  :  Empruntons -nous 
à  Texpérience  le  théorème  du  parallélogramme  des  forces, 
ou  bien  est-il  une  vérité  nécessaire,  à  la  démonstration 
de  laquelle  la  raison  et  le  raisonnement  suflSsent  pleine- 
ment? Beaucoup  de  géomètres,  et  parmi  eux  M.  de  Saint- 
Venant,  affirment  que  la  résultante  de  deux  forces  et  de 
deux  vitesses  n'est  pas  essentiellement  représentée  par  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
forces  ou  les  deux  vitesses  données.  Ils  accordent  qu'il 
en  est  ainsi  dans  Tordre  de  choses  établi,  mais  qu'il  pour- 
rait en  être  tout  autrement  dans  un  ordre  de  choses  diffé- 
rent, et  que  par  conséquent  le  parallélogramme  des  forces 
doit  être  accepté  comme  une  donnée  d'expérience.  Je  suis 
d'une  opinion  diamétralement  opposée;  dans  ma  convic- 
tion intime,  et  dans  la  réalité  des  choses,  le  parallélo- 
gramme des  forces  est  une  vérité  d'ordre  à  la  fois  géo- 
métrique et  métaphysique.  Deux  forces  de  même  nature, 
ramenées  à  l'idée  première  de  traction  et  d'impulsion, 
agissant  dans  deux  directions  formant  un  angle  et  repré- 
sentées par  deux  longueurs,  sont  nécessairement,  essen- 
tiellement éfjuivalentes  à  une  force  unique  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  les  longueurs  qui  représentent 
les  forces.  La  raison  eu  est  :  i^  que  chacune  des  forces, 
même  sous  l'influence  antagoniste  de  l'autre^  doit  pro- 
duire dans  sa  direction  tout  l'effet  dont  elle  est  capable; 
a^  que  les  trois  forces,  les  deux  composantes  et  les  résul- 
tantes, par  la  nature  même  des  choses,  tendent  à  produire 
et  doivent  produire  un  effet  proportionnel  à  leur  inten- 
sité; or  les  deux  composantes  ne  produiront  leur  maxi- 
mum d'effet,  et  les  trois  forces,  composantes  et  résultantes, 
n'agiront  proportionnellement  à  leur  intensité,  qu'autant 
que  le  mobile  n'aura  aucune  tendance  à  quitter  la  diago- 


PRÉFACE.  XXXI  II 

nale  du  parallélogramme  construit  sur  les  forces,  et  que 
la  résultante  sera  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  cette  diagonale.  Cette  déduclion,  que  j'avais  conçue 
et  formulée  il  y  a  bien  longtemps,  a  été  assez  nettement 
exposée  dans  les  Mondes,^  livraison  du  sa  novembre  18669 
t.  XII,  p.  4699  P^r  ^'  Tabbé  Soufûct,  mon  élève  et  mon 
ami.  Je  crois  pouvoir  ajouter  que  s'il  est  difficile,  pour  ne 
pas  dire  impossible,  de  démontrer  le  parallélogramme  des 
forces,  c'est  précisément  parce  qu'il  est  une  vérité  essen- 
tielle, un  premier  principe  plus  évident  en  lui-même  que 
tout  ce  par  quoi  on  voudrait  l'établir.  Si  je  l'osais,  j'irais 
presque  jusqu'à  dire  que  toutes  ou  presque  toutes  les  dé- 
monstrations du  parallélogramme  des  forces  essayées  jus- 
qu'ici sont  entachées  d'un  cercle  vicieux  visible  ou  caché. 
Par  exemple,  quand  je  vois  que  dans  la  première  démons- 
tration que  je  donne,  p.  6  et  suiv.,  il  a  fallu  passer  du  cas 
plus  simple  de  deux  forces  dans  un  plan  au  cas  plus  com- 
plexe de  trois  forces  dans  l'espace,  je  suis  forcé  de  la  con- 
sidérer comme  défectueuse.  La  seconde  démonstration  de 
M.  Cauchy,  p.  i3  et  suiv.,  comme  celles  de  Mouge  et  de 
Sturm,  procèdent  par  le  recours  à  Tabsurde,  et  toutes  les 
démonstrations  par  l'absurde  sont  pour  moi  fatalementsus- 
pectes,  quoique  dans  certains  cas  elles  puissent  être  exactes. 
Mais  c'est  assez  faire  de  la  métaphysique,  il  est  temps, 
plus  que  temps  de  dire  en  quoi  ce  volume  diffère  prin- 
cipalement des  ouvrages  du  même  genre,  et  ce   qu'il 
contient,  nous  ne  dirons  pas  de  nouveau,  mais  de  propre 
ou  de  caractéristique.  Le  fond  est  de  M.  Cauchy  :  on  y 
trouvera  tout  ce  qui  a  été  publié  sur  la  matière  par  l'im- 
comparable  géomètre  ;  mais,  comme  pour  le  Calcul  diffé- 
rentiel et  le  Calcul  intégral,  j'ai  consacré  une  large  place  à 
l'analyse  des  travaux  accomplis  par  les  auteurs  de  Traités 
ou  Mémoires  relatifs  à  la  Mécanique  analytique. 
Le  couple  de  Poiusot  joue  un  très-petit  rôle  dans  ma 
I.  c 
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Statique:  c'est  à  peine  si  je  lui  ai  consacré  quelques  pages. 
C'est  que  le  couple  est  essentiellement  une  conception 
géométrique,  tandis  que  le  moment  linéaire  introduit  par 
Cauchy,  quoique  géométrique  aussi  dans  sa  définition 
première,  se  prête  admirablement  bien  à  1  ^analyse. 

J'aurais  pu  renvoyer  au  Calcul  intégral  la  plus  grande 
partie  de  la  septième  Leçon,  consacrée  à  la  détermination 
des  arcs  de  courbe,  des  surfaces  /courbes  et  des  volumes  ; 
maisCauchy  croyait  nécessaire  de  revenir  dans  son  Traité 
de  Mécanique  sur  ces  notions  fondamentales,  et  j'ai  laissé 
la  Leçon  telle  qu'il  l'a  écrite. 

Dans  la  huitième  Leçon,  je  me  suis  fait  un  devoir  de 
réunir  le  plus  grand  nombre  possible  d'exemples  de  la 
détermination  du  centre  de  gravité,  parce  que  les  théories 
ne  deviennent  tout  à  fait  familières  à  Tesprit  que  par  de 
nombreuses  applications. 

La  neuvième  Leçon  est  une  des  dernières  rédactions  de 
Cauchy,  elle  fait  double  avec  la  septième-,  mais  mon 
maître  y  tenait  beaucoup,  quoiqu'elle  fût  peut-être  moins 
digne  de  sa  haute  réputation,  et,  après  beaucoup  d'hési- 
tations, je  me  suis  décidé  à  la  reproduire  en  l'abrégeant. 
Elle  contient  d'ailleurs  beaucoup  de  notions  et  de  défi- 
nitions importantes  et  précises;  elle  m'a  permis  aussi  de 
combler  une  lacune  très- regrettable  de  tous  les  Traités 
de  Géométrie,  en  définissant  et  caractérisant  mieux  qu'on 
ne  le  fait  ordinairement  l'égalité  de  deux  rapports  com- 
mensurables  ou  incommensurables. 

La  dixième  Leçon,  toute  neuve  pour  la  France,  ré- 
sume une  des  plus  belles  synthèses  de  Mœbius  et  de  Min- 
ding',  elle  donnera  une  idée  des  progrès  accomplis  en 
Allemagne.  Je  n'ai  guère  fait  que  traduire  la  rédaction 
de  mon  savant  ami  M.  Broch,  de  Christiania,  dont  la 
Mécanique  en  deux  volumes  m'a  été  si  grandement  utile 
pour  l'achèvement  de  ce  Traité.  L'application  de  cette 
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carieuse  tbéorie  à  la  recherche  des  conditions  d'équilibre 
des  corps  à  la  fois  pesants  et  magnétiques  est  très-simple 
et  je  De  devais  pas  l'omettre. 

La  onzième  Leçon  est  presque  littéralement  une  des 
Leçons  de  Physique  mathématique  données  par  Ampère 
au  Collège  de  France.  La  transformation  de  Téqualion 
de  la  chainette  et  le  mode  de  calcul  de  ses  deux  coeffi- 
cients sont  de  M.  Broch,  ainsi  que  le  tableau  numérique 
que  j'aurais  pu,  à  la  rigueur^  laisser  de  côté.  La  chai- 
nette d'égale  résistance  de  Coriolis  ne  méritait  pas  Toubli 
auquel  on  Ta  condamnée  \  on  la  retrouvera  avec  plaisir. 
La  douzième  Leçon  est  certainement  un  des  chefs- 
d^œuvre  de  Cauchy  ;  je  la  recommande  d'autant  plus  à  Pat- 
tention  de  mes  lecteurs,  qu'on  tend  à  lui  substituer  d'au- 
tres théories  qui  n'ont  ni  la  même  généralité  ni  la  môme 
rigueur.  La  démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles est  admirable  d'élégance^  mais  les  vitesses  virtuelles 
n'y  font  leur  entrée  que  comme  moyen  accessoire  d'éli- 
mination, et  voilà  pourquoi  je  lui  ai  joint  la  démonstra- 
tion d'Ampère,  plus  indépendante  et  plus  directe,  facile, 
en  outre,  à  convertir  en  démonstration  purement  géomé- 
^      trique,  de  manière  à  pouvoir  entrer  dans  les  éléments  de 
Mécanique  physique,  dont  le  principe  des  vitesses  est 
^      Tàoie,  âme,  hélas  !  méconnue  de  presque  tous  les  auteurs 
français  modernes. 

J'ai  puisé  les  matériaux  de  la  treizième  Leçon  dans  le 
Traité  de  M.  Broch;  elle  est  belle  dans  sa  simplicité,  et 
je  la  recommande  spécialement  aux  jeunes  gens  qui  se 
î     préparent  à  la  licence  ou  au  doctorat.  Le  passage  du 
t     Polygone  funiculaire  à  la  chaînette  est  de  bonne  et  sa- 
;     ^inie  analyse.  L'application  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles au  cas  de  forces  invariables  agissant  sur  un  corps 
I     DBobile  dans  l'espace  est  intéressante. 

La  quatorzième  Leçon,  Des  changements  de  coordon- 
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nées  dans  les  questions  de  Mécanique^  est  neuve,  et  j'y  ■ 
réuni  ce  qui  a  été  publié  sur  ce  sujet  par  les  auteui 
modernes.  L'énuméralion  de  celles  des  fonctions  de  coo: 
données  qui  ne  changent  pas  dans  le  passage  d'un  sy 
lème  à  Tautre  est  très-importante,  et  elle  n'avait  pas  é 
faite  assez  complètement.  Quoique  la  manière  analvliqi 

de  M.  Lamé  soit  tout  à  fait  diOerente  de  celle  de  Cauclr 

• 

je  ne  devais  pas  négliger  sa  fonction -de- point,  s 
coordonnées  curvilignes  et  ses  surfaces  orthogonale 
L'établissement  des  conditions  d'orthogonal i té  et  l'évj 
luation  des  paramètres  ditfércntiels  du  premier  et  du  s* 
cond  sont  arides  et  difficiles,  surtout  en  raison  des  not 
tions  par  trop  arbitraires;  mais  elles  sont  indispensabi 
à  ceux  qui  voudront  lire  les  savants  Traités  de  Télasiici 
et  de  la  chaleur. 

Jusqu'ici,  je  ne  sais  pourcpioi,  on  renvoyait  la  ihéor 
des  moments  d'inertie  et  des  rayons  de  gy ration  à  la  Dyn 
mique,  où  elle  avait  l'inconvénient  grave  d'inlerromp 
oude  scinder  en  deux  la  théorie  capitale  du  mouvements 
rotation  d'un  corps  autour  d'un  axe  ou  d'un  point  fix 
Elle  se  rattache  naturellement  à  Télude  des  changemer 
de  coordonnées  ]  on  me  saura  gré  de  l'avoir  déplac 
et  de  lui  avoir  consacré  deux  Leçons  tout  entière 
la  quinzième  et  la  seizième;  je  l'ai  faite,  d'ailleui 
aussi  complète  que  possible.  Incomplète  chez  Cauch 
la  démonstration  de  la  réalité  des  trois  racines  de  l'équ 
tion  du  troisième  degré  ne  laisse  ici  rien  à  désirer.  J' 
pris  dans  les  Traitée  de  M.  Broch,  de  M.  Macquoi 
Rankine  et  du  R.  P.  Jullien  toutes  les  applications  int 
ressantes  ou  instructives,  sans  omettre  le  tableau  de 
page  4^8.  La  seizième  Leçon  est  tout  à  fait  capital 
et  elle  demandera  une  étude  particulière,  d'autant  pi 
que  les  problèmes  qu'on  y  résout  n'ont  nullement  fi: 
l'attention  des  géomètres    français.    La    manière   do 
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M.  Peslin  rattache  la  surface  des  ondes  de  Fresnel  à  la 
théorie  des  moments  d'inertie  et  des  axes  de  gjration  est 
aussi  originale  qu^imprévue.  Je  me  serais  fait  un  scru- 
pule de  laisser  entièrement  de  côté  la  précieuse  addition 
que  cette  même  théorie  doit  à  M.  Haton  de  la  Goupillière, 
et  je  me  félicite  d'avoir  ouvert  le  premier  les  portes  de 
renseignement  classique  au  moment  d'axe  et  au  para- 
mètre du  moment  de  cet  habile  géomètre. 

La  dix-septième  Leçon  est  l'exposé  le  plus  direct,  le 
plus  rigoureux  et  le  plus  parfait  a  la  fois  de  la  grande 
et  belle  théorie  de  l'attraction  des  corps;  on  le  doit  à 
M.  Dirichlet,  et  j'avais  déjà  publié  la  partie  analytique 
de  ce  beau  travail  dans  mes  Leçons  de  Calcul  intégral. 
La  rédaction  que  j'en  donne  aujourd'hui  a  été  faite  par 
M.  Broch,  et  Ton  s'étonnera  qu'il  ait  pu  établir  à  si  peu 
de  frais  des  théorèmes  auxquels  l'illustre  auteur  de  la 
Mécanique  céleste  arrive  si  longuement  et  si  pénible- 
ment. 

En  réalité,  cet  exposé,  beaucoup  plus  complet  qu'on 
n'aurait  même  pu  l'espérer,  suffisait  amplement;  mais 
il  est,  relativement  à  l'attraction,  des  théorèmes  célèbres, 
ceux  de  Newton  ,  de  Maclaurin ,  d'Ivory,  auxquels  on  ne 
doit  pas  rester  étranger;  et  le  plus  éminent  de  nos  géo- 
mètres modernes,  M.  Chasies,  est  arrivé,  par  une  voie 
très-di  fié  rente,  à  présenter  la  théorie  de  l'attraction  des 
corpssousun  jour  synthétique  qui  fait  mieux  ressortir  une 
foule  de  propriétés  nouvelles  ou  de  théorèmes  nouveaux. 
Grâce  à  l'affection  dont  il  veut  bien  m'honorer,  j'ai  pu 
consacrer  aux  découvertes  de  M.  Chasies  une  Leçon  tout 
entière,  la  dix -huitième,  où  l'on  trouvera  réunis  un 
grand  nombre  de  travaux  épars  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences,  les  Comptes  rendus^  le  Jour^ 
nal  de  V École  Polytechnique  et  la  Connaissance  des 
Temps,  Les  calculs  de  l'attraction  des  paraboloïdes  par 
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M.  Bourget,  de  l'attraction  des  polyèdres  par  M.  Mahler, 
de  raitraction  d^un  ellipsoïde  par  M.  Malhey,  dans  le  cas 
où  l'action  élémentaire  est  en  raison  inverse  de  la  puis- 
sance 2  72  de  la  distance,  sont  à  peu  près  tout  ce  qu'on  a 
ajouté  à  la  vieille  doctrine  de  l'attraction  des  sphéroïdes; 
nous  leur  avons  réservé  une  place  exiguë,  mais  honorable. 

Dans  la  dix-neuvième  Leçon  je  reviens  au  potentiel 
entrevu  par  Laplace,  calculé  par  Poisson,  mais  dont 
Gauss  seul  a  conçu  la  portée,  et  qui  est  aujourd'hui  un 
des  principes  les  plus  féconds  des  Sciences  mathématiques. 
M.  LindelœfT,  et  je  Peu  remercie,  a  bien  voulu  faire  pour 
la  théorie  du  potentiel  ce  qu'il  avait  déjà  fait  pour  moi 
des  théories  du  calcul  des  variations;  il  la  ramène  à  une 
simplicité  très-grande,  en  même  temps  qu'il  analyse  avec 
une  fidélité  absolue  les  beaux  Mémoires  de  Gauss. 

Lavingtième  Leçon  contient  l'application  delà  théorie 
du  potentiel  à  l'établissement  des  lois  des  phénomènes 
du  magnétisme  terrestre,  le  chef-d'œuvre  de  Gauss,  et 
une  étude  abrégée  des  célèbres  fonctions  P„,  V»,  X„,  y„  de 
Laplace,  Poisson  et  Legendre,  rédigée  par  M.  Laurent, 
jeune  géomètre  très-distingué,  qui  continuera  dans  une 
autre  direction  la  gloire  de  son  père,  l'éminent  chimiste 
que  la  France  pleure  encore.  Le  jeune  répétiteur  de  l'Exole 
Polytechnique,  qui,  dans  la  Statique,  ne  m'a  prêté  qu'un 
faible  concours,  m'aidera  au  contraire  très-activement 
dans  la  rédaction  des  deux  autres  volumes  de  cet  ouvrage, 
\dL  Dynamique,  V Hydraulique  statique  et  dynamique. 

II  restait  enfin,  pour  terminer,  à  donner  un  aperçu 
général,  mais  aussi  entier  que  possible,  toujours  d'après 
Cauchy,  de  la  théorie  des  actions  moléculaires.  M.  Barré 
de  Saint-Venant,  élève  et  continuateur  du  grand  maître, 
m'a  offert  de  la  rédiger,  et  j'ai  accepté  de  grand  cœur. 
Fatalement  amoindri  dans  notreFrance  dont  il  est,  cepen- 
dant, une  des  gloires  mathématiques  les  plus  pures,  M.  de 
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Saî nt-Ven ail t  jouit  à  Tétranger  d'une  réputation  que  nous 
oserions  appeler  grandiose. 

Dans  le  champ  des  théories  et  des  calculs  relatifs  a 
l'élasticité^  aux  pressions,  aux  torsions,  aux  flexions  avec 
glissement,  il  a  devancé  tous  les  autres,  et  il  n'est  per- 
sonne au  delà  de  la  Manche  et  du  Rhin  qui  ne  le  place 
au  premier  rang.  Toutes  les  fois  que,  pour  ces  matières 
si  délicates,  je  me  suis  adressé  à  un  savant  anglais  ou 
allemand,  je  recevais  toujours  la  même  réponse  :  a  Vous 
avez  près  de  vous  Tautorilé  par  excellence,  M.  de  Saint- 
Venant,  consultez-le,  écoulez- le,  suivez-le.  »  C'est,  par 
exemple,  ce  que  m'écrivit  un  jour  M.  von  Ettingshausen 
à  qui  je  demandais  s'il  avait  achevé  sa  Théorie  de  Vêlas- 
ticUé ;  il  ajoutait  que  notre  Académie  des  Sciences  a  grand 
tort,  très-grand  tort,  de  ne  pas  ouvrir  son  sein  à  un  géo- 
mètre si  haut  placé  dansTopiriion  des  juges  les  plus  com- 
pétents. Elspérons  que  ce  tort  sera  bientôt  réparé.  La  rédac- 
tion des  vingt  et  unième  et  vingt-deuxième  Leçons  de  ce 
volume  ne  peut  qu'ajouter  à  sa  réputation^  je  l'aurais 
comprise  peut-être  autrement,  mais  je  ne  l'aurais  certai- 
uement  ni  mieux,  ni  même  aussi  bien  faite. 

Encore  quelques  souvenirs  d'amitié  reconnaissante  et 
une  justification.  M.  Radau,  mon  collaborateur  habituel, 
élève  de  la  grande  école  de  Kœnigsberg,  si  riche  des  tra- 
ditions des  Bessel,  des  Jacobi,  des  Richt'lot,  des  ^ieumann, 
m'a  plus  d'une  fois  aidé  de  la  sûreté  de  son  jugement  et 
de  Thabileté  de  son  analyse. 

Deux  amis  dévouésqiii  m'ont  souvent  donné  des  preuves 
de  leur  alTection,  M.  Henri  Giflard,  l'inventeur  heu- 
reux et  à  jamais  célèbre  de  l'injecteur,  M.  Hippolyte 
Marinoni,  un  de  nos  plus  habiles  mécaniciens,  le  chef  en 
France  de  la  grande  industrie  des  presses  typographiques 
et  lithographiques  à  grande  vitesse,  à  qui  l'Exposition 
de  1867  devait  la  plus  élevée  de  ses  récompenses,  ont 
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bien  voulu  faire  pour  moi  la  plus  grande  partie  des  frais 
d'impression  de  ce  volume;  je  ne  Toublierai  jamais. 
M.  Gaulhier-Villars  m'a  rendu  facile  l'impression  du 
reste  du  volume,  et  M.  Bailleul,  en  me  harcelant  sans 
cesse,  m'a  en  On  arraché  les  derniers  feuillets  de  copie.  Je 
les  remercie  de  leur  bon  concours. 

On  trouvera  étrange  que  le  nom  de  M.  Poncelet,  le 
législateur  en  France  de  la  Mécanique  appliquée,  ne  soit 
pas  prononcé  dans  cet  Ouvrage*,  cela  vient  de  ce  que  j'ai 
du  faire  ici  et  que  j'ai  fait  de  l'analyse,  de  l'équilibre  et 
du  moment  virtuel,  tandis  que  M.  Poncelet  est  le  chef 
d'école  de  la  synthèse,  du  mouvement  et  du  travail. 

Mais  j^ai  pour  M.  Poncelet  une  admiration  sincère,  une 
estime  profonde,  une  affection  reconnaissante  et  j'espère 
lui  causer  bientôt  une  agréable  surprise.  J'ai  dit  que  je 
publierais  la  Mécanique  rationnelle  et  physique  d'Am- 
père -,  or,  la  Mécanique  de  mon  second  maître  fut  et  sera 
un  triomphe  pour  M.  Poncelet.  Ampère  le  comprenait  et 
relevait  à  sa  grande  hauteur,  quand  Cauchy,  empêché 
par  une  différence  énorme  de  tempérament  scientifique, 
hésitait  et  faisait  des  réserves. 

La  Dynamique  analytique  pourra  paraître  prochaine- 
ment en  trois  grosses  livraisons  :  i**  Cinématique]  a**  Dy- 
nanvque  proprement  dite-,  3**  Équations  générales  de 
la  Mécanique,  # 

En  tout  cas  la  Statique  forme  un  tout  complet. 

Au  Cozlen,  près  GuéméDé-sur-Scorff  (Morbihan),  'Sx  août  1867. 
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PREM[ÈRE  PARTIE. 

STATIQUE  DES  POINTS  OU  DES  SYSTÈMES  DE  POINTS  MATKRIKLS, 
ET  DES  CORPS  SOLIDES  OIT  FLEXIBLES. 


PREMIÈRE   LEÇON. 


Définitions  :  Mécanique,  masse,  point  matériel,  résultante,  compo- 
santes. —  Résultante  de  deux  ou  plusieurs  forces  appliquées  à  nii 
point  matériel. 


1 .  La  science  de  la  Mécanique,  qui  sera  l'objet  de  ces 
leçons,  se  divise  en  deux  parties,  la  Statique  et  la  Dyna- 
mique. Dan<ï  la  mécanique  on  suppose  les  corps  sollicites 
au  mouvement  par  des  causes  qu'on  apj>elleybrce5,  et  Ton 
rlierclie  les  conditions  d'équilibre  ou  de  mouvement  de 
«es  mêmes  corps.  La  détermination  des  équations  d'équi- 
libre appartient  à  la  statique,  celle  des  équations  de  mou- 
vement à  la  dynamique. 

2.  On  appelle  masse  d'un  corps  la  quantité  de  matière 
qu'il  renferme.  Cette  quantité  de  matière  peut  être  plus 

1  I 
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OU  moins  considérable  sous  un  volume  donné.  Et  réci- 
proquement, on  peut,  sans  changer  la  masse,  admettre  que 
le  volume  est  augmenté  ou  diminué.  Gela  posé,  concevons 
que,  la  masse  restant  la  même,  les  dimensions  du  volume 
viennent  h  décroître  indéfiniment,  on  finira  par  obtenir 
une  masse  finie  concentrée  sensiblement  sur  un  seul  point, 
ou  ce  qu'on  appelle  un  point  matériel,  A  ce  point  maté- 
riel, pris  dans  Tétat  de  repos,  pourront  être  appliquées 
une  ou  plusieurs  forces  dirigées  suivant  une  ou  plu- 
sieurs droites  données.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 
d'abord  qu'une  seule  force  lui  soit  appliquée,  il  en  résul- 
tera dès  le  premier  instant  une  tendance  au  mouvement 
dans  la  direction  de  cette  force.  Et  si  à  ce  même  instant 
le  mouvement  est  arrêté  par  un  obstacle  fixe,  le  mobile 
exercera  contre  cet  obstacle  un  certain  effet  appelé  pres^ 
sion.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'un  corps  abandonné 
à  Faction  de  la  pesanteur,  et  posé  sur  un  des  bassins  d'une 
balance,  exerce  contre  la  surface  horizontale  de  ce  bassin 
une  pression  k  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  poids. 

3.  Comme  les  pressions  sont  les  seuls  effets  que  les 
forces  produisent  dans  le  cas  d'équilibre,  on  est  convenu, 
en  statique,  de  mesurer  l'intensité  d'une  force  appliquée 
a  un  point  matériel,  par  le  moyen  de  la  pression  que  ce 
point  matériel  exerce  contre  un  plan  fixe  perpendiculaire 
à  la  direction  de  la  force.  Cette  convention  une  fois  ad- 
mise, si  l'on  désigne  par  p  la  pression  que  produit  la 
force  P  appliquée  à  un  point  matériel  donné^  les  pressions 

pourront  résulter,  soit  de  l'application  faite  au  point 
matériel  donné  de  2 ,  3,  49*  •  «^  forces  égales  à  P  et  di- 
rigées dans  le  même  sens,  soit  de  l'application  d'une  force 
unique  que  l'on  prendra  successivement  égale  à 

2P,     3P,     4P,-... 


u 
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De  même,  si  Ton  désigne  par  P,  P',  F', . .  . ,  plusieurs 
iorres  capables  de  produire  séparénienl  les  pressions 

la  pression 

pourra  résulter  soit  de  Tartion  simultanée  des  forces 
P,  P',  P^^ . . . ,  appliquées  au  point  donné,  dans  la  même 
direction,  soit  de  l'action  d'une  force  unique 

P-|-P'-4-P'-|- 

En  général,  lorsque  plusieurs  forces  P,  P',  P'^..., 
sont  appliquées  a  un  point  matériel,  soit  dans  la  même 
direction,  soit  dans  des  directions  différentes,  il  en  résulte 
ane  pression  unique  suivant  une  direction  déterminée. 
La  force  R  qui  serait  capable,  à  elle  seule,  de  produire 
cette  pression  unique,  est  ce  qu'on  appelle  la  résultante 
de  toutes  les  forces  données.  Celles-ci  prennent  le  nom 
de  composantes.  Si  les  directions  coïncident,  la  résul- 
tante R,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  aura  la  même 
direction  et  sera  égale  à  leur  somme,  c'est-à-dire  que  Ton 

aura 

R  =  P  4-  P'  -{-  P'  -h    . . . 

4.  Supposons  maintenant  que  parmi  les  forces  appli- 
quées au  point  matériel  donné,  les  unes 

Pp'       p"       p« 

soient  dirigées  suivant  une  certaine  droite  et  dans  le 
même  sens^  les  autres 

Q,    Q',    Q",  .  , 

suivant  la  même  droite,  mais  dans  le  sens  contraire^ 
concevons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  le  système  des 
forces  P,  P', .  . . ,  réduit  à  la  seule  force  P,  et  le  système 
des  forces  Q,Q',...,  à  la  seule  force  Q.  Si  les  forces 
P,  Q,  dirigées  suivant  la  même  droite,  mais  en  sens  con- 
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traires,  sont  égales  entre,  elles,  le  point  matériel  restera 

évidemment  en  équilibre,  sans  que  Von  soit  obligé  d*ar- 

rèter  son  mouvement  par  un  obstacle  fixe;  et  par  suite  la 

pression  se  trouvera  réduite  à  zéro,  toutes  les  fois  que 

l'on  aura 

P  =  Q. 

Si  au  contraire  les  intensités  des  forces  P  et  Q  sont  inc-' 
gales,  en  sorte  que,  P  désignant  la  plus  grande,  on  ait 

P  =  Q-}-R, 

le  point  matériel  se  trouvera  dans  le  même  cas  que  s'il 
était  sollicité  au  mouvement,  i"  par  deux  forces  Q  égales 
et  agissant  en  sens  contraire,  2?  par  une  force  R  dirigée 
dans  le  sens  de  la  force  P;  on  pourra  faire  abstraction 
des  forces  Q  qui  se  neutralisent  réciproquement,  et  con- 
sidérer le  point  comme  uniquement  soumis  «1  Tactioti  do 
la  force  R  =  P  —  Q. 

Cette  dernière  force  sera  donc  la  résultante  des  deux 
forces  P  et  Q.  La  même  résultante  serait  Q  —  P  et  dirigée 
dans  le  sens  de  la  force  Q,  si  Ton  avait 

Q>P. 

Lorsque  le  point  matériel  est  soumis,  1°  à  l'action  des 
forces  P,  P',  P", .  . .  dirigées  suivant  une  môme  droite  et 
dans  le  même  sens,  n^  à  l'action  des  forces  Q,  Q',  Q'', . . . 
dirigées  suivant  la  même  droite,  mais  en  sens  contraire, 
on  remplace  les  forces  P,  P',  P", . . .  par  une  force  uni- 
que égale  à  P  4-  F  -f-  Ph-  . . .  et  les  forces  Q,  Q',  Q'^ . . . 
par  une  force  unique  égale  à  Q  4-  Q'  -f-  Q"  -h . .  . . 

(^.ela  posé,  les  deux  forces 

p_l_p'4.p^  +  ...      et     Q-f-Q'-hQ"-!-..., 

dirigées  suivant  la  même  droite,  mais  en  sens  contraires, 
auront  une  résultante  égale  à 
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et  dirigée  dans  le  sens  des  forces  P,  P% . . .  5  ou  une  résul- 
tante unique 

QH-Q'-t-Q'     .  ~P  — P'  — P''  — .. 
dans  le  sens  des  forces  Q  j  Q'  5  • .  • ,  suivant  qu'on  aura 

P  -h  F  -f-  P''  -h  . . .  >  Q  4-  Q'  +  Q"  4- . . . 

ou 

QH-Q'-HQ"-f-..->P-+-P'-t-P"-h.... 

En  résuma,  la  résultante  sera  égale  à  la  valeur  numé- 
rique de  la  différence 

PH-P'H-P"4-...— Q  — Q'  — Q"-... 

cl  dirigée  dans  le  sens  des  forces  F,  P',  P", ...  ou  en  sens 
contraire,  suivant  que  cette  di^erence  sera  positive  ou 
négative. 
Si  Ton  avait 

p  -1-  P'  -f.  p'  .+_...=:  Q  4.  Q/  ^  Q'/  ^ ...  ^ 

le  point  matériel  se  trouvant  sollicité  au  mouvement  par 
des  forces  égales  et  directement  opposées,  resterait  en 
équilibre,  et  la  résultante 

R  =  ±(P-hF-f-P''-+-..— Q  — Q'  — Q'— ..   ) 
SL»  trouverait  réduite  à  zéro. 

5.  Considérons  à  présent  un  point  matériel  sollicité 
au  mouvement  par  plusieurs  forces  agissant  dans  des 
directions  différentes;  ce  point  matériel  ne  tendra  à  se 
mouvoir  que  dans  uuo  seule  direction  et  avec  une  cer- 
taine intensité  :  rien  n'empêche  évidemment  d'attribuer 
cette  tendance  au  mouvement  dans  une  direction  uniqtie 
et  avec  une  certaine  intensité  à  l'action  d'une  force 
unique,  apte  par  là  même  k  remplacer  les  forces  primi* 
tives,.  et  qui  sera  letu*  résultante;  les  forces  primitive- 
ment appliquées  seront  a  leur  tour  les  composantes  de  la 
résoltanle  unique. 


f 
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6.  Supposons  que  ces  forces  se  réduisent  à  deux,  appli- 
quées au  point  A;  concevons  que  Ton  représente  l'inten- 
sité de  chaque  force  par  une  longueur  portée  sur  sa  direc- 
tion, à  partir  du  point  où  elle  est  appliquée. 

Soient  AB,  AC  {fig*  i),  ces  longueurs  ou  ces  forces, 
et  R  leur  résultante  :  i^  cette  résultante  sera  dans  le  plan 
ABC  des  deux  forces,  parce  que,  s'il  y  avait  quelque  raison 
pour  que  le  point  A  tendit  à  sortir  de  ce  plan  d'un  côté, 
en  dessus  ou  en  dessous^  la  même  raison  existerait  pour 
quMlen  sortit  de  Tautre  côté  5  2*^  cette  résultante  sera  di- 
rigée dans  Tangle  BAC  formé  par  la  direction  des  deux 
forces,  car  il  n'existe  aucune  raison  pour  que  le  point  A 
tende  à  sortir  de  cet  angle;  au  contraire  la  force  Q  tend 
à  l'éloigner  de  l'angle  BAC,  la  force  P  de  l'angle  B'AC, 
et  les  deux  forces  réunies  de  l'angle  B'AC'5  il  restera  donc 
dans  l'angle  BAC  5  3"  dans  le  cas  où  les  deux  forces  P  et  Q 
seraient  égales,  la  résultante  couperait  évidemment  en 
deux  parties  égales  l'angle  des  deux  forces. 

Lemme  L — Si  Von  désigne  par'K  la  résultante  de  deux 
forces  P  c^  Q  simultanément  appliquées  au  point  A,  et 
par  X  un  nombre  quelconque^  la  résultante  des  deux 
forces  égales  aux  produits  Par,  Qx  et  dirigées  suivant 
les  mêmes  droites  que  les  forces  P  e^  Q,  sera  représentée 
par  le  produit  ^x  et  dirigée  suii^ant  la  même  droite  que 
la  force  R. 

Démonstration .  — Premier  cas,  x  est  un  nombre  entiei* 
m.  Les  deux  forces  Pa:  =  Pm,  Qj:  ==  Qm,  équivalent  à  m 
forces  égales  à  P  ou  Q.  Or  chaque  paire  de  forces  P,  Q. 
a,  par  hypothèse,  une  résultante  R;  donc  les  m  forces 
P,  Q  aiu'ont  m  résultantes  R,  dirigées  toutes  suivant  la 
même  droite  (]ue  R,  qui  s'ajouteront  par  conséquent  et 
donneront  une  résultante  unique  mR  ou  Rx. 

Deuxième  cas,  x  est  une  fraction  -»  n  étant  un  nombre 


n 
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entier.  Appelons  R'  la  résuUauie  des  deux  forces 

P  0 

Px=-  =  P',     Qx  =  ^  =  Q', 

puisque  l'on  a  P  =  /*P,  Q  =  fïQ',  la  rcsultanle  R  des 
forces  P  et  Q  devra  (i*'  cas)  coïncider  en  direction  avec 
R'  et  être  égale  à  nlRf-j  on  aura  donc 

li 

c'est-à-dire  que  la  résultante  des  deux  forces  Pj:,  Qx, 
coïncide  en  direction  avec  la  résultante  R  de  P  et  Q  et  est 
égale  &  Rx. 

Troisième  cas.  x  est  un  nombre  fractionnaire  ~9  m  et  n 

n 

étant  des  nombres  entiers.  Les  forces 

Px  =  — P  =  w  -=/iiP',     Qx  =  — Q  =  /w^=//iQ', 
n  n  n  n 

équivalent  à  n  forces  P',  Q';  or,  si  Ton  appelle  R'  la  ré- 

P  0 

sultante  de  V=  ->    0'=  — >  celle  résultante  R'  (a*  cas) 

aura  la  direction  de  la  résultante  R  des  deux  forces  P,  Q, 

et  sera  ^ale  à  —  •,  d'autre  part  (i"^  cas)  la  résultante  des 

forces  Px  =  m  P,  Qx  =  mQ^^  aura  la  direction  de  R'  et 

sera  ^ale  à  m  R'  =  —  R  =  Kx:  donc  la  résultante  de  Px, 

Qx  coïncide  en  direction  avec  R  et  est  égale  à  Rx. 

Quatrième  cas,  x  est  un  nombre  irrationnel.  On  pourra 
faire  varier  les  nombres  entiers  m  et  n  de  manière  que 

la  fraction  —  converge  vers  la  limite  x,  et  il  est  clair  que, 

dans  ce  cas.  la  résultante  des  forces 9  — ^  »   toujours 

dirigée  suivant  la  même  droite,  et  toujours  égale  h  — 9 
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tendra  de  plus  eu  plus  à  se  confondre  en  grandeur  et  en 
direction  avec  la  résultante  des  forces  Px,  Qx,  Donc  cette 
dernière  résultante  sera  dirigée  suivant  la  même  droite 
que  la  force  R,  et  elle  aura  pour  mesure  la  limite  du  pro- 

duit »  c'est-à-dire  le  produit  Ra*. 

Corollaire.  —  Désignons  par  les  notations  ÎPQ,  PR, 

QR  les  angles  couipris  entre  les  directions  des  deux 
forces  P,  Q  et  leur  résultante  R;  et  concevons  pour 
fixer  les  idées  que  les  forces  P,  Q,  R  soient  représentées 
[fig.  2)  par  les  trois  droites  AB,  AC,  AD.  Menons  par  le 
point  A  la  droite  AE  qui  fasse  avec  AB  ou  P  Tangle 

QR,  et  la  droite  AF  qui  fasse  avec  AC  ou  Q  Tangle  PR. 
Si,  suivant  AD  et  AE,  on  appliquait  deux  forces  Par  et 
Qjc,  elles  auraient  pour  résultante  une  force  Rx  diri- 
gée suivant  AB,   et   comme   rien    n'empêche  de   faire 

RjC  =  p,  x  =  ■«  v^e  qui  donne  Px  =  --»  Qx  ==  -^»  il 

en  résulte  que  la  force  P  peut  être  remplacée  par  deux 

,  P'     .  .  .  ,  PQ 

forces,  Tune  —  dirij^éc  suivant  AD,  l'autre  -~  dirigée 

suivant  AE.  On  prouvera  de  la  même  manière  que  la 

Ibrce  Q  peut  être  remplacée  par  deux  autres,  l'une  ~ 

PO 
dirigée  suivant  AD,   l'autre  -^  dirigée  suivant  AF.  Les 

• 

deux  forces  P,  Q  peuvent  donc  être  remplacées  par  deux 

forces  ~7  ^  avant  la  direction  de  la  résultante  R,  et  par 
R     R     " 

PQ     PO 
deux  fonc.s  égales  -—^   —^  dirigées  suivant  les  lignes  AE 

R        R 

.1  AF. 

Lemme  Jl.   —   Lu  it'.sultantc  R  tfv  thiu-  forces  P,  Q 
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ifui  se  coupent  à  angle  droit,  est  représentée  en  gran^ 
dmur  par  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  deux 
composantes,  en  sorte  qu^on  a 

R^  =  P'  -f-  Q^ 

Démonstration.  —  Concevons  quon  remplace  la  force 

P'      PO 
Ppar  les  deux  composantes  —  et  -^>  qui  forment  avec  elle 

les  angles  PR  et  QR  ou  dirigées  {Jig-  3)  suivant  AD,  AE; 
et  la  force  Q  par  deux  composantes  ^  et  r^»  qui  forment 

avec  elle  les  angles  QR  et  PR  ou  dirigées  suivant  AD,  AF. 
Les  deux  forces  équivalentes  à  -^  formant  chacune  avec 

la  direction  AD  de  R  un  angle  égal  à  PQ,  formeront  entre 
elles  un  angle  égal  au  double  de  PQ.  Donc,  puisque  Tan- 

gle  PQ  est  droit  par  hypothèse,  AF  sera  le  prolongement 

PO 
de  AE,  les  deux  forces  -^  égales,  maïs  directement  oppo- 

P'    O- 
sées,  se  feront  équilibre,  tandis  que  les  forces  ^t'  ^9 

dirigées  suivant  la  même  droite  AD  que  la  résultante  R^ 
s'ajouteront  et  devront  reproduire  R;  on  aura  donc 

R^       Q» 

d'où  l'on  déduit  immédiatement  Téquation 

R'=:  P  -hQ'; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Lemme  111.  —  La  résultante  Q  de  deux  forces  P,  Q. 
fjiù  se  coupent  à  angles  droits^  est  représentée  non-seu- 
lement en  grandeur,  ainsi  guo/i   vient  de  le  prou^cr^ 
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mtUs  encore  en  direction,  par  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  composantes. 

Démonstration,  —  Cette  proposition  est  évidente 
dans  le  cas  où  les  forces  P,  Q,  sont  égales  entre  elles, 
car  alors  la  résultante  R,  devant  nécessairement  diviser 

Taugle  PQ  en  deux  parties  égales,  coïncide  avec  la 
diagonale  du  carré  construit  sur  les  deux  forces,  et  le 
lemme  II  donne 

Le  leinme  III  se  démontre  encore  facilement  dans  le 

cas  où  Ton  suppose  Q'  =  aP',  ou  Q  =  Pv'â.  En  effet, 
(!onsidérous  trois  forces  égales  P  dirigées  suivant  trois 
droites  qui  soient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  Ces 
trois  forces  seront  représentées  par  trois  arêtes  d'un  cube 
qui  aboutiront  à  un  même  sommet.  De  plus,  la  résul- 
tante de  deux  de  ces  forces  étant  égale  à  Py/a,  et  dirigée 
suivant  la  diagonale  d'une  des  faces  du  cube,  la  résul- 
tante R  des  trois  forces  sera  nécessairement  comprise 
dans  tout  plan  qui  renfermera  Tune  des  forces  P,  et  la 
diagonale  du  carré  construit  sur  les  deux  autres.  Or  il 
existe  trois  plans  de  cette  espèce,  et  ces  trois  plans  se 
coupent  suivant  la  diagonale  du  cube.  Donc  la  résultante 
des  trois  forces  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  résul- 
tante des  forces  P  et  P  ^2,  qui  se  coupent  à  angles  droits, 
sera  dirigée  suivant  la  diagonale  du  cube,  laquelle  est  en 
même  temps  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les 

forces  P  et  P  ^2. 

On  prouverait  absolument  de  la  même  manière  que  si 
l'on  désigne  par  m,  un  nombre  entier,  et  si  l'on  suppose 

le  lemmc  IIl  démontré  dans  le  cas  où  Ton  a  Q  =  P  ^/m, 
la  résultante  de  trois  forces  respectivement  équivalentes  à 

P,     P,     Pv^, 
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et  représentées  par  trdis  droites  perpendiculaires  entre 
elles,  sera  dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélipipède 
rectangle  qui  aura  pour  côtés  ces  mêmes  droites.  On  en 
conclut  que,  dans  Thypothcse  admise,  le  I(*mrae  III  sub- 
sistera encore  si  Ton  prend  pour  Q  la  résultante  des 

forces  P  et  P  ^w,  c^cst-à-dire  si  Ton  fait  Q  =  P  ^ni  H-  i . 
D'ailleurs  le  lemmc  III  est  évident  quand  on  a  Q  =  P  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  m  =  i.  Donc  ce  lemmc  subsis- 
tera encore    si    Ton  prend  Q  =  P\/i-f-i=Py'2,  ou 

Q  =  P  V^2  -h  1  =  P  ^ , . . .  ou  en  général  Q  =  P  ^m^ 
m  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Concevons  maintenant  que,  m  et  n  désignant  deux 
nombres  entiers,  on  construise  un  parallélipipèdc  rectan- 
gle qui  ait  pour  côtés  trois  droites  propres  à  représenter 

les  trois  forces 

p,     Pv/m,     Pv^. 

La  résultante  de  ces  trois  forces  sera  évidemment  com- 
prise :  1**  dans  le  plan  qui  renferme  la  force  Pv^/i  et  la 
diagonale  'Py]m  -h  i  du  rectangle  construit  sur  les  forces 
P,  V^m\  tP  dans  le  plan  qui  renferme  la  force  P  ^//i 
et  la  diagonale  P ^//  -H  i  du  rectangle  construit  sur  les 

forces  P,  P  yfn.  Donc  cette  résultante  sera  dirigée  sui- 
vant la  diagonale  du  parallélipipèdc,  et  le  plan  qui  ren- 
ferme la  même  résultante  avec  la  force  P,  coupera  le 

plan  des  deux  forces  V>fni^  P^n  suivant  la  diagonale 
du  rectangle  construit  sur  ces  deux  forces.  Donc  la  ré- 
sultante des  forces  Py^w,  P^n^  qui  doit  évidemment 
être  comprise  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  sera  dirigée  sui- 
vant cette  dernière  diagonale.  Donc  le  Icmnie  III  sub- 
sistera quand  on  remplacera  les  forces  P  et  Q  par  deux 

forces  égales  à  Psîn^  Pv''*?  c'est-à-dire  par  deux  forces 
dont  les  carrés  soienl  entre  eux  dans  le  rapport  de  m  à  /*  ; 
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donc  le  lemme  III  subsistera  enCore  eiilre  les  forces  P 
et  Q  si  Ton  suppose 

P»     /f  ^       y  If 

Soit  maintenant  Q^  =  Vx^  x  désignant  un  nombre 
([uelconque.  On  pourra  faire  varier  les  nombres  entiers 

w  et  w,  de  manière  que  le  rapport  —  converge  vers  la 

limite  x*,  et  il  est  clair  que,  danç  ce  cas,  la  résultante  des 

forces  P,  P  i /  — »  dirigées  suivant  deux  droites  perpen- 
diculaires Tune  à  l'autre,  tendra  de  plus  en  plus  à  se 
confondre  en  grandeur  et  en  direction,  d'une  part  avec 
la  résultante  des  forces  P,  Pa:,  et  d'autre  part  avec  la 
diagonale  du  rectangle  construit  sur  ces  deux  forces.  Donc 
la  résultante  des  forces  P,  Vx  sera  représentée  par  la 
diagonale  dont  il  s'agit. 

Corollaire  /. —  Si  la  force  R  est  représentée  par  la 
longueur  AB  (^g.  4),  portée,  à  partir  de  son  point  d'ap- 
plication, sur  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit,  et  si  Ton 
mène  par  le  point  A  deux  axes  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre,  on  pourra  substituer  à  la  force  R  ou  AB  les  deux 
forces  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
projections  AC,  AD  de  la  droite  AB  sur  les  deux  axes. 

Corollaire II, — Concevons  maintenant  que,  deux  forces 
P,  Q  étant  appliquées  à  un  même  point  A  et  repré- 
sentées par  deux  droites  A  B,  AC  {fig*  5),  qui  forment  entre 
elles  un  angle  quelconque,  on  trace,  dans  le  plan  de  ces 
deux  forces,  deux  axes  dont  l'un  coïncideavec  la  diagonale 
du  parallélogramme  auquel  elles  servent  de  côtés,  et  dont 
l'auti'e  soit  perpendiculaire  à  cette  diagonale  :  on  pourra 
substituer  aux  deux  forces  P,  Q  les  cjuairc  forces  repré* 
semées  en  grandeur  ei  en  direction  par  les  projections 
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AB',  AB^  AC,  AC',  des  dmiies  AB,  AC,  sur  les  deux 
axes.  Or  de  ces  quatre  forces,  deux,  étant  directement 
opposées  et  égales,  se  feront  équilibre;  les  deux  autres, 
dirigées  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme;  s'ajou- 
teront et  donneront  pour  somme  une  force  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  cette  même  diagonale,  puis- 
que AC'=  B'  D.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Théobème  I. — La  résultante  R  de  deux  forces  P,  Q, 
simultanément  appliquées  à  un  point  matériel  A,  et 
dirigées  d'une  manière  quelconque^  est  représentée,  en 
grandeur  et  en  direction j  par  la  diagonale  du  parallé» 
logramme  construit  sur  ces  deux  forces. 

Réciproquement^  une  force  quelconque  R  peut  être 
remplacée  par  deux  autres  forces  P,  Q,  à  la  seule  con- 
dition que  ces  deux  forces  seront  représentées^  en  gran- 
deur et  en  direction,  par  les  côtés  d^un  parallélogramme 
dont  R  serait  la  diagonale. 

Par  cela  même,  en  effet,  que  la  force  R  équivaut  en 
grandeur  et  en  direction  aux  deux  forces  P  et  Q,  les  deux 
forces  P  et  Q  équivalent  à  la  force  unique  R. 

Corollaire  I,  —  Comme  la  diagonale  R  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  forces  P,  Q,  est  en  même 
temps  le  troisième  côté  du  triangle  que  Ton  forme  en 
menant  par  l'extrémilé  de  la  première  force  une  droite 
égale  et  parallèle  à  la  deuxième,  et  que  Tangle  opposé 
dans  ce  triangle  au  côté  R  est  le  supplément  de  l'angle 

PQ,  on  a  nécessairement,  en  vertu  d'une  formule  connue 
de  trigonométrie, 

'i)  R»  =  P»-f-Q'-h  aPQcosPQ. 

Corollaire  H.  —  Dans  le  cas  où  les  fortes  P,  Q  de- 
viennent égales  entre  elles,  leur  rcsullanie  R  est  repré- 
sentée en  grandeur  .et  en  direction  par  la  diagonale  du 
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losange  construit  sur  ces  mêmes  tbrcrs.  Alors  la  for- 
mule (i)  se  réduit  à 

R»=aP»(i-f.cosPQ). 

De  plus,  si  Ton  suppose  PR  =  6,  on  aura  dans  le  cas 
de  deux  forces  égales, 

PQ=20,      R»=  2P'(H-cos2G); 

ci  comme  on  a  cos  20=2cos*0 — ri,  l'équation  qui 
donne  R  devient 

(?.)  R  =  2Pcosô     ou     R=2PcosPR. 

On  peut,  au  reste,  s^assurer  directement  que  le  second 
membre  de  la  formule  (2)  représente  la  diagonale  du 
losange  construit  sur  deux  forces  égales  à  P. 

7.  Il  est  facile  de  démontrer  le  théorème  I  pour  le  cas 
où  les  forces  P,  Q  ont  entre  elles  un  rapport  quelconque, 
quand  une  fois  on  a  établi  ce  théorème  pour  le  cas  où 
l'on  a  Q  =  P,  c'est-à-dire  quand  on  a  établi  la  formule 

(2)  R=2PcosPR. 

Or  on  peut  donner  de  cette  formule  une  démonstration  di- 
recte, déduite  de  l'équation  ros  2  0  =  2  cos*  6  —  i ,  et  très- 
simple. 

Admettons  que  la  formule  (2)  soîi  vérifiée  pour  le  cas 

où  Ion  a  PR  =  r,  r  désignant  un  angle  droit  ou  aigu. 
Je  dis  qu'elle  subsistera  encore  si  Ton  suppose 

PR  =  -      ou      PR  =  ~  —  1. 


,/^ 


En  eflet,  dans  ces  deux  hypothèses  l'angle  PQ,  com- 
pris entre  les  directions  des  deux  forces  égales  P,  Q,  sera 
équivalent  à  l'un  des  angles  t,  tt  —  t,  et  l'on  prouvera,  en 
raisonnant  comme  dans  le  lemme  II,  que  l'on  peut  sub- 
stituer au  système  des  deux  forces  P,  Q,  ou  à  leur  résul- 
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tante  R,  quatre  composantes   égales  à   ^9    parmi  les- 

quelles  deux  seront  dirigées  suivant  la  même  droite  et 
dans  le  même  sens  que  la  force  R,  tandis  que  les  deux 
autres  formeront  chacune  avec  la  résultante  R  un  angle 

équivalent  à  PQ  c'est-à-dire  à  t  ou  tt — t.  Or,  puisque 
Ton  suppose  la  formule  vériûée  dans  le  cas  où  Ton  a 

PR  =  T,  les  deux  dernières  composantes  pourront  évi- 
demment être  remplacées  par  une  force  unique  égale 

pa 

à  a  ~-  cos  r,  et  dirigée  dans  le  sens  de  la  résultante  R  ou 

dans  le  sens  opposé  ;  par  conséquent  on  trouvera  défini- 
tivement 

(3)  j    R  =  ^f  ±^^CûSr  =  ^?[(i±cosr), 

(  R>==atP»(i±cosT), 
le  signe  ±  devant  être  réduit  au  signe  -h  dans  le  cas  où 

l'on  aura   PR  =  -  »  et  au  signe  —  dans  le  cas  où  l'on 

aura   PR  = •  On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule 

cos  2  6  =  2  cos"  6  —  I  î  en  y  posant  successivement 

e  =  -     et     ô== , 

2  2  2 

T  TT  —  r 

I  -h  COST  =  2COS'  ->    1  — COST  =:  2COS' y 

1  2 

l'équation  (3)  donnera  donc  : 
Dans  le  premier  cas 

R  =  2PC0S-J 
2 

Et  dans  le  second 

R  =  2  P  cos • 

2 

Donc  si  l'équation  (2)  subsiste  quand  on  attribue  à  Tangle 
rR  la  valeur  r,  elle  subsistera  encore  quand  on  attri- 
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buera  au  même  ancle  Tune  drs  valeurs  -»    -^ -»  Or 

^  2  2 

«'Ctle  équation  se  vérifie  quand  on  suppose  PR  =  -  ou 


PR  =  7»  car  on  a  évidemment  dans  la  première  hypo- 
thèse R  =  o,  aP  cos  PR  =  2P  cos  -  =  o,  et  dans  la  se- 

2         ' 

conde,  lemme  III, 

R==  P  ^2,       2PcOSPR  =  2PcOS^  =  2P4/-  =  Pv^i 

donc,  et  il  aurait  suffi  de  considérer  le  cas  de  PR  =    , 

2 

Téquation  sera  également  vraie  si  Ton  prend 

24'^8 

donc  elle  sera  encore  vraie  si  l'on  attribue  à  Tangle  PR 
Tune  des  valeurs 


PR  =--==-     on      PR  =  -    ïT  —  _)=r-5-: 

2\         4/       8  ' 


1    ÎT  1t 

28""T6' 

I  Stt        Stt 

2"8"~  76' 


1  /  3ir\         5it 


En  continuant  de  même,  on  piouvera  que  la  formule  (  2) 
a  généralement  lien  lorsque  Tangle  PR  reçoit  une  va- 
leur de  la  forme — 5    n  désignant  un  nombre  entier 

quelconque,  et  am  -f-  i  un  nombre  impair  inférieur  à  2". 
Si  on  représente  par  6  un  angle  aigu  pris  à  volonté,  on 
pourra  faire  varier  les  nombres  entiers  m  et  fi  de  ma- 
nière que  le  rapport —  s'approche  indéfiniment  de» 
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la  limite  0;  ella  résullante  R  tendra  de  plus  en  plus  à  se 
confondre  d'une  part  avec  une  force  équivalente  à  aP  cosd 
et  d'autre  part  avec  la  résultante  de  deux  forces  égales  à  P 
qui  formeraient  entre  elles  un  angle  double  de  0,  Donc 
celle  dernière  résultante  sera  représentée  en  grandeur 
par  2  P  CCS  6  et  vérifiera  encore  la  formule  (  a  )• 

Quand  le  théorème  du  parallélogramme  des  forces  a 
été  démontré  pour  deux  forces  égales,  faisant  entre  elles 
un  angle  quelconque,  on  Télend  facilement  au  cas  de  deux 
forces  inégales  à  l'aide  des  deux  scolies  suivants. 

ScoLiE  I.  — La  résultante  de  deux  forces  rectangulaires 
quelconques  est  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  ces 
deux  forces. 

Soient  P  =  AB,  et  Q  =  AC  {fig,  6)  les  deux  forces, 
construison<!  le  rectangle  ABDC  :  les  deux  diagonales 
AD,  CB  sgnt  égales  et  se  divisent  en  deux  parties  égales. 
Cela  posé,  en  menant  EF  parallèle  à  CB,  la  force  AB  peut 
être  remplacée  par  deux  forces  égales  AO,  AE;  la  force  AC, 
par  les  forces  AO,  AF,  et  les  deux  forces  P  et  Q  par  les 
quatre  forces  AE,  AO,  AF,  AO.  AE,  AF  égales  et  oppo- 
sées se  détruisent,  les  deux  forces  AO  s'ajoutent  cl  équi- 
valent à  une  force  unique  AD  diagonale  du  rectangle 
ABDC.  Donc  le  théorème,  vrai  dans  le  cas  de  deux  forces 
égales,  est  vrai  encore  dans  le  cas  de  deux  forces  rectan- 
gulaires quelconques. 

ScoLiE  II. — La  résultante  de  deux  forces  obliques 
^uelconçues  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  fa  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces 
fieux forces, 

Conslrujsons  [Jig*  7)  le  parallélogramme  ABDC  et 
Dienons  AE  perpendiculaire  à  la  diagonale  AD,  la  force 
P==  AB  peut  (scolie  I)  être  remplacée  par  les  deux  forces 
1.  ->' 


1 
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rectan^laires  AG,  AE,  la  force  Q  par  les  deux  forces  AH, 
AF;  les  forces  égales  AE,  AF  se  détruisent:  restent  les 
forces  AH,  AG  qui  s'ajoutent  et  équivalent,  à  causé  de 
AH  =  GD,à  AD,  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  foires. 

8.  La  construction  géométrique  qui  sert  à  déterminer 
la  résultante  de  deux  forces  P,  Q,  appliquées  à  un  point 
matériel  A,  peut  être  facilement  étendue  à  la  composi- 
tion de  plusieurs  forces  P,  P',  P", . . . ,  appliquées  suivant 
des  directions  quelconques  à  ce  point  matériel.  En  effet, 
après  avoir  composé  entre  elles  les  forces  P,  P',  on  pourra 
composer  de  la  même  manière  la  résultante  des  forces 
P,  P'  avec  la  force  P'',  puis  la  résultante  des  forces  P,  P', 
P",  avec  la  force  P*^, .  .  .;  en  continuant  ainsi,  on  aura 
composé  successivement  toutes  les  forces,  on  arrivera 
à  une  résultante  dernière  qui  les  représentera  et  les  rem- 
placera toutes,  et  Ion  peut  énoncer  la  règle  suivante,  qui 
est  en  même  temps  un  théorème  fondamental. 

Théorème  IL  —  Pour  obtenir  la  dernière  résultante^ 
ou^  ce  qui  revient  au  même,  la  résultante  de  toutes  les 
forces  données,  il  suffra  évidemment  de  mener  par  TeX' 
trénùté  de  la  droite  qui  représente  la  première  force  P, 
une  seconde  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P'5  par 
Fextrémilé  de  cette  seconde  droite,  une  troisième  droite 
égale  et  parallèle  à  la  force  P'';  par  r extrémité  de  la 
troisième  droite,  une  quatrième  droite  égale  et  parallèle 
à  la  force  P'". . .  .  Si  l'on  joint  ensuite  le  point  matériel 
donné  avec  l'extrémité  de  la  dernière  droite j  on  obtiendra 
la  résultante  cherchée,  qui  se  réduira,  dans  le  cas  de  deux 
ou  de  trois  forces,  à  la  diagonale  du  parallélogramme 
ou  du  par,allélipipède  construit  sur  ces  mêmes  forces,  et 
qui,  dans  le  cas  général,  formera  le  dernier  côté  d'un 
polygone  dont  les  autres  côtés  seront  les  forces  données. 
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Propriétés  absolues  et  relatives  des  composantes  et  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  matériel. — Projections. — Moments 
linéaires. —  Relations  entre  les  moments  linéaires  de  la  résultante  et 
des  composantes. 


9.  La  construction  dont  nous  avons  fait  usage  pour  dé- 
terminer la  résultante  de  plusieurs  forces  P,  P',  P' appli- 
quées a  un  point  matériel  A,  subsiste  quelles  que  soient 
les  directions  de  ces  mêmes  forces,  et  par  conséquent  dans 
le  cas  où  elles  sont  dirigées  suivant  une  même  droite, 
les  unes  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  contraire. 
C'est  au  reste  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  à  posteriori. 
En  effet,  la  construction  indiquée  consiste  à  mener  par 
l'extrémité  de  la  droite  qui  représente  la  première  force 
P,  une  deuxième  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P', 
par  l'extrémité  de  cette  deuxième  droite  une  troisième 
droite  égale  et  parallèle  à  la  force  P'',  par  l'extrémité  de 
la  troisième  droite  une  force  égale  et  parallèle  à  la  force 
P"^, . ...  Si  Ton  joint  ensuite  le  point  matériel  donné 
avec  l'extrémité  de  la  dernière  droite,  on  obtiendra  la  ré- 
sultante cherrliée,  qui  se  réduit  dans  le  cas  de  deux  ou 
de  trois  forces  à  la  diagonale  du  parallélogramme  ou  du 
parallélipipède  construit  sur  ces  mêmes  forces,  et  qui, 
dans  le  cas  général ,  forme  le  dernier  côté  d'un  polygone 
dont  les  antres  rôles  sont  les  forces  données.  Or,  si  l'on 
construit  de  cette  manière  la  résultante  de  plusieurs  forces 
P,  P',  P", .  .  . ,  Q,  Q',  Q"^ .  .  . ,  dirigées  suivant  une  même 
droite,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  contraire, 
on  trouvera  que  c^ette  résultante  est  égale  à  la  somme  des 
forces  qui  agissent  dans  un  sens,  moins  la  somme  des 

2. 


aO  STATIQUE. 

forces  qui  agisseiu  daus  Tautre  sens,  ei  qu  elle  est  dirigée 
dans  le  sens  des  forces  qui  composent  la  plus  grande 
somme,  ce  qui  devait  être.  Ainsi,  par  exemple,  pour  ob- 
tenir la  résultante  de  deux  forces  P,  Q,  appliquées  au 
point  A  et  dirigées  suivant  la  même  droite,  il  suffi  rade  por- 
ter sur  celle  droite,  à  partir  du  point  A,  AB=P  [fig^  8), 
dans  le  sens  de  la  première  force,  puis,  à  partir  du  point 
B,  BD  ou  BD'  =  Q,  dans  le  sens  de  l'autre  force.  La  force 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  droite 
AD  ou  AD',  force  évidemment  égale  à  la  valeur  numé- 
rique de  P  -h  Q,  dans  le  cas  où  les  deux  forces  sont  diri- 
gées dans  le  même  sens,  ou  à  la  valeur  numérique  de 
P  —  Q,  et  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  forcés 
quand  elles  agissent  en  sens  contraire,  sera  précisément 
la  résultante  cherchée.  Ce  qui  s'accorde  avec  les  prin- 
cipes développés  précédemment. 

10.  Conventions,  définitions.  — Lorsqu'une  force  P, 
appliquée  au  point  matériel  x\,  est  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  une  certaine  longueur  AB  com- 
prise entre  le  point  A  et  le  point  B,  si  Ton  projette  la 
longueur  AB  sur  un  plan  ou  sur  une  droite,  la  projection 
pourra  être  censée  représenter  en  grandeur  et  en  direction 
une  nouvelle  force  dirigée  de  la  projection  du  point  A 
vers  la  projection  du  point  B.  Cette  nouvelle  force  est  ce 
qu^on  appelle  la  projection  de  la  force  donnée  P  sur  le 
plan  ou  sur  la.  droite  que  Ton  considère.  Cela  posé,  con- 
cevons que  tous  les  points  de  l'espace  étant  rapportés  à  trois 
axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ  (fig-  9),  des  x,  }-,  z^  on 
projette  successivement  la  force  P  sur  trois  parallèles  à 
ces  trois  axes  menées  par  le  point  A.  Les  trois  projections 
seron^  évidemment  les  côtés  d'un  parallélipipède  rectan- 
gle qui  aura  la  force  P  pour  diagonale^  par  conséquent 
U  force  P  sera  la  résultante  dos  trois  forces  représentées 
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par  les  projeclîons  doul  il  s'agit.  Ces  trois  forces'se  nom-' 
ment  par  cette  raison  les  composantes  rectangulaires  de 
la  force  donnée,  parallèles  aux  axes.  Comme  les  projec- 
tions d'une  longueur  sur  deux  droites  parallèles  sont  né- 
cessairement égales,  il  est  clair  que  les  projections  de  la 
force  P  sur  les  axes  mêmes  des  coordonnées  doivent  être 
égales  en  intensité  à  ses  composantes  rectangulaires.  Lors- 
que la  force  P  est  dirigée  suivant  une  droite  comprise 
dans  Tun  des  plans  coordonnés,  ou  dans  un  plan  paral- 
lèle, par  exemple  dans  le  plan  xy^  cette  force  a  seule- 
ment deux  composantes  rectangulaires  parallèles,  Tune  à 
l'axe  des  x,  l'autre  à  Taxe  des  j^  et  se  réduit  à  la  diago- 
nale du  rectangle  construit  sur  ces  deux  forces. 

Les  conventions  ou  définitions  précrédentes  admises, 
concevons  que  plusieurs  forces  P,  P',  P'', . . . ,  dirigées 
dans  l'espace  d'une  manière  quelconque,  soient  appli- 
(|uées  simultanément  au  point  matériel  A,  et  que  Ton 
cherche  :  i°  la  résultante  de  ces  forces,  a**  la  résultante 
de  leurs  projections  sur  un  plan  fixe,  3^  la  résultante  de 
leurs  projections  sur  un  axe  fixe. 

Pour  obtenir  ces  trois  résultantes,  il  faudra,  d'après  la 
règle  trouvée  précédemment,  porter  à  la  suite  les  unes 
des  autres  à  partir  du  |)oint  A  ou  de  ses  projections  : 
i**  des  droites  égales  et  parallèles  aux  forces  P,  P', . . ., 
1^  des  droites  égales  et  parallèles  à  leurs  projections  sur 
le  plan  fixe,  3^  des  droites  égales  à  leurs  projections  sur 
Taxe  fixe  et  dirigées  dans  le  même  sens.  En  joignant  le 
point  A  ou  ses  projections  avec  les  extrémités  des  der- 
nières droites,  on  obtiendra  dans  chaque  cas  la  résultante 
cherchée.  Or,  les  droites  ainsi  construites  sur  le  plan  ou 
sur  l'axe  fixe  étant  évidemment  les  projections  des  droites 
construites  dans  l'espace,  on  doit  nécessairement  conclure 
que  la  résultante  des  projections  des  forces  P,  P',  P'^, . . . , 
surre  plan,  ou  sur  cet  axe,  est  précisément  la  projection 
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de  la  récitante  de  ces  mêmes  forces.  On  peut  donc  énon- 
cer le  théorème  suivant. 

Théorème  I.  —  Plusieurs  forces  P,  P',  P", . . . ,  étant 
appliquées  au  même  point  suivant  des  directions  quel- 
conques, si  on  les  projette,  ainsi  que  leur  résultante  R, 
sur  un  plan  ou  sur  un  axe  donné,  la  projection  de  cette 
résultante  ne  sera  autre  chose  que  la  résultante  de  leurs 
projections. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  suppo- 
sons que  Ton  projette  à  la  fois  sur  l'un  des  plans  coor- 
donnés une  force  et  ses  trois  composantes  rectangulaires: 
comme  parmi  les  projections  de  ces  trois  composantes 
l'une  s'évanoaira,  les  deux  autres  projections  respective- 
ment égales  aux  composantes  qui  leur  correspondent,  au- 
ront nécessairement  pour  résultante  la  projection  de  la 
force  donnée. 

11 .  Il  est  facile  de  traduire  eu  analyse  les  résultats  que 
nous  venons  d'obtenir,  nous  allons  tout  à  l'heure  en 
donner  les  moyens^  mais  auparavant  il  est  nécessaire  de 
iixer  le  sens  de  certaines  expressions  dont  nous  ferons  un 
fréquent  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 

Pour  que  reilet  d'une  force  soit  complètement  déter- 
miné, il  ne  suffit  pas  de  connaître  sou  intensité,  sou  point 
d*application  et  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit,  il  faut 
connaître  de  plus  dans  quel  sens  elle  est  dirigée  suivant 
cette  droite,  ou,  en  d'autres  termes,  quelle  est  sa  dircctiou; 
car  deux  forces  qui  agissent  suivant  ime  même  droite, 
peuvent  être  dirigées  en  sens  contraires.  On  ne  sera  donc 
point  étonné  de  nous  entendre  dire  qu'une  seule  droite 
compreud  deux  directions  dillereuies.  On  n'obtient  qu'une 
seule  de  ces  deux  directions,  lorsqu'à  partir  d  un  point 
donné  on  prolonge  indéfiniment  celle  droite  dans  un  sens 
déterminé. 
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Souvent  on  appelle  ajre  une  Ji-oiir  menée  |ïai*  un  poiut 
quelconque  dans  l'espace  et  prolongée  indéfiniment  dans 
les  deux  sens.  Nous  dirons  quun  axe  de  cette  espèce  se 
divise  en  deux  demi-axes  aboutissant  au  point  que  l'on 
considère,  et  dont  chacun  se  prolonge  indéfiniment  dans 
un  seul  sens.  Par  conséquent  chacun  de  ces  deux  demi- 
axes  aura  toujours  une  direction  déterminée.  Si  Ton  con- 
sidère trois  axes  rectangulaires,  OX,  OY,  OZ  (fig'  9)^ 
desx,  desj^,  des  z^  chacun  d*cux  sera  di\isé  à  Torigine  en 
deux  demi-axes  sur  Tun  desquels  se  compteront  les  coor- 
données positives,  tandis  que  Ton  comptera  sur  Tauti-e  les 
coordonnées  négatives. 

D'après  ces  définitions,  il  est  clair  que  si  l'on  tient 
compte  seulement  des  angles  qui  renferment  au  plus 
180^,  deux  axes  ou  deux  droites  tracées  de  manière  a 
se  couper  formeront  toujours  Tune  avec  Tautre  deux 
angles,  Tun  aigu,  l'autre  obtus,  tandis  que  deux  direc- 
tions ou  deux  demi -axes  aboutissant  h  un  point  donné 
formeront  un  seul  angle  tantôt  aigu^  tantôt  obtus.  Lorsque 
deux  droites  ou  deux  demi -axes  aboutiront  à  deux  points 
diilérents  de  l'espace,  ils  seront  censés  former  entre  eux 
le  même  angle  que  formeraient  deux  demi- axes  parallèles 
et  prolongés  dans  le  même  sens,  à  partir  d^un  point  uni- 
que. Cela  posé,  Tangle  que  deux  forces  formeront  entre 
elles  sera  toujours  complètement  déterminé,  et  Ton  eu 
pourra  dire  autant  des  angles  formés  par  une  force  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Soient  a,  c,  y,  ces  trois  angles  pour  une  certaine  force, 
en  sorte  que  or,  6,  y  désignent  les  angles  formés  par  la 
direction  de  cette  force  avec  les  demi-axes  des  x,  j,  z  po- 
sitives, il  est  clair  que  la  direction  de  la  force  P  sera 
complètement  déterminée  si  l'on  connaît  son  point  d'ap- 
plication avec  les  angles  a,  6, 7.  En  effet,  menez  par  le 
point  d'application  trois  demi-axes  parallèles  à  ceux  des 
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coordonnées  positives,  et  construisez  ensuite  autour  de  ces 
demi-axes  trois  cônes  droits,  dont  les  génératrices  forment 
respectivement  avec  ces  mêmes  demi-axes  les  angles  a,  S, 
y,  La  direction  de  la  force  P  devra  être  celle  d'une  géné- 
ratrice commune  aux  trois  cônes  ;  or  il  est  bien  vrai  que 
les  surfaces  des  deux  premiers  cônes  se  coupent  suivant 
deux  génératrices,  mais  on  doit  observer  que  ces  généra* 
trices  formant  avec  le  troisième  demi -axe  deux  angles 
dillerents,  Tun  aigu,  Tautrc  obtus,  une  seule  se  trouve 
comprise  dans  la  surface  du  troisième  cône. 

Lorsque  les  angles  a,  o,  y  sont  connus  avec  Tinlensité 
de  la  force,  on  en  déduil  encore  les  valeurs  des  compo- 
santes rectangulaires  de  la  force  ou,  ou  d'autres  termes, 
ses  projections  sur  les  axes,  et  même  le  sens  dans  lequel 
chacune  de  ses  projections  est  dirigée.  Considéix>ns,  par 
•exemple,  la  projection  de  la  force  P  sur  Taxe  desjr; 
elle  sera,  diaprés  un  théorème  de  trigonométrie,  égale  au 
produit  de  cette  force  par  le  cosinus  de  Taugle  aigu  qu'elle 
forme  avec  l'axe  dont  il  s*agit.Or  la  direction  de  la  force 
P  forme  avec  les  deux  demi-axes  des  x  positives  et  des 
X  négatives  deux  angles  suppléments  l'un  de  Tauti^c,  dont 
le  premier  est  représenté  par  a  et  le  second  par  n —  a. 
En  conséquence  la  projection  de  la  force  P  sur  l'axe  des  x 
se  trouvera  représentée,  si  T angle  a  est  aigu,  par  le  pro- 
duit Pcos  a,  et,  si  l'angle  est  obtus,  par 

P  cos  (  ïT  —  a  )  =  —  P  ces  a, 

r'est-à-dire  dans  les  deux  cas  par  la  valeur  numéri({uc 
du  produit  P  cos  a. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  cette  projection  sera  dirigée 
dans  le  sens  des  x  positives  si  Tangle  a  est  aigu,  dans  le 
sens  des  x  négatives  si  Tangle  a  est  obtus,  et  que  le  pro- 
duit Pcos  a  sera  positif  dans  le  premier  cas,  négatif  dans 
le  siîcond.  En  résunir,  le  produit  P  ros  a  s<Ta  équivalent 
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à  ia  projecliou  de  la  force  P  sur  Taxe  des  Xj  prise  avec  le 
signe  4-  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  celle  projection 
sera  dirigée  dans  le  sens  des  .r  positives  ou  des  x  néga- 
tives. 

De  même  les  produits  Pcos  S,  P  cos  y  seront  respecti- 
vement égaux  aux  projections  de  la  force  P  sur  les  axes 
des  y  et  des  z,  prises  tantôt  avec  le  signe  +9  tantôt  avec 
le  signe  — ,  suivant  que  chacune  de  ces  projections  sera 
dirigée  dans  le  sci:s  des  coordonnées  positives  ou  né2;a- 
tives. 

ta.  X.('S  trois  produits  Pcos  a,  PcosS,  Pcos  y,  dont 
nous  connaissons  maintenant  la  signification,  sont  ce  que 
nous  appellerons  désormais  les  projections  algébriques  de 
la  force  P  sur  les  axes  des  x,  des  j,  des  z.  Comme  les  va  - 
leurs  numériques  de  ces  trois  produits  représentent  pré- 
cisément les  composantes  rectangulaires  de  la  force  P,  et 
que  ces  trois  composantes  sont  les  arêtes  d'un  paralléli- 
pîpède  rectangle  qui  a  la  force  elle-même  pour  diagonale, 
il  est  clair  que  la  somme  des  carrés  de  ces  produits  doit 
être  égale  au  carré  de  P.  On  a  donc 

P^=:  P'cos'a  4-  P'cos'ê  -+-  P*cos  7. 
On  en  conclut,  en  divisant  par  P*. 

I  =  cos-  a  -H  ces'  6  -H  cos'  7. 

Cette  dernière  équation,  (|u'on  pouvait  écrire  à  pnori\ 
(exprime  que  a,  ë,  y  sont  trois  angles  formés  par  une 
munie  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 

13.  Considérons  à  présent  plusieurs  forces  P,  P,  P", . . . , 
simultanément  appliquées  à  un  point  matériel  A.  Soit  B 
It'ui' résultante,  et  supposons  que  les  forces  P,  P',  P", .  .-.  R. 
t'>rra«ml   respectivenieni   avec  les  demi -axes  tics  .r,  des  ) 
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et  des  z  positives  des  angles 

/  f  ^  .  £i       fit        /»//  I     .  t  tt 

a,  a  ,  a  , .  .  . ,  /i  ;      Ç,  5  ,►>,...,  ^  ;      7,7,7,    . . ,  r. 

Si  l'on  projette  ces  diiiérentes  forces  sur  Taxe  des  or, 
la  projection  de  la  résultante  R  étant  la  résultante  des 
projections  P,  P',  P'', . . .,  sera  équivalente  à  la  somme 
de  ces  dernières  projections  prises  tantôt  avec  le  signe  H-, 
tantôt  avec  le  signe  — ,  suivant  qu'elles  seront  dirigées 
dans  le  même  sens  on  dans  le  sens  opposé.  D^ailleurs  la 
somme  ainsi  obtenue  sera  évidemment  égale  au  signe 
près  à  la  somme  des  projections  algébriques  des  forces 
P,  P',  P', . .  .,  c'est-à-dire  à 

P  cos  a  H-  P'  cosa'  -f-  P"  cos  a"  H-  ... , 

puisque  dans  cette  seconde  somme  deux  forces  dont  les 
projections  sont  dirigées  en  sens  contraire  fournissent 
toujours  deux  termes  de  signes  différents.  Ajoutons  que 
les  deux  sommes  seront  affectées  du  même  signe  ou  de 
signes  contraires  suivant  que  la  projection  de  la  résul- 
tante agira  dans  le  sens  des  x  positives  ou  dans  le  sens 
des  X  négatives.  Cette  projection  étant  elle-même  égale  à 
R  cos  a  pris  avec  le  signe  H-  dans  le  premier  cas,  avec  le 
signe  — dans  le  second,  on  doit  en  conclure  que  les  deux 
quantités  R  cos  a,  et  P  cosa  -h  P'  cosa'  -f- . . . ,  auront 
non-seulement  la  même  valeur  numérique,  mais  encore 
le  même  signe.  On  aura  donc 

R  coSû  =  P  cosa  -h  P'  cos  a'  H-  ...  . 

En  d'autres  termes,  la  projection  algébrique  de  la  ré- 
sultante sur  l'axe  sera  équivalente  à  la  somme  des  pro- 
jections algébriques  des  composantes  sur  le  même  axe. 
La  .même  relation  devani  évidemment  subsister  entre  les 
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projections  algébriques  des  forces 

r,      P,       1,...,       li, 

sur  les  axes  des  y  et  des  2,  il  est  clair  qu'à  réqualion 
précédente,  on  pourra  joindre  celles  qui  suivent  : 

R  cos  6  =  P  ces  6  H-  P'  cos  €'-!-».., 
R  cos  c  =  P  C0S7  -»-  P'  cos  7'  -h  .  . . . 

Lorsque  les  forces  P,  P',  P", ...,   sont   connues   on 
grandeur  et  en  direction,  les  trois  équations 

IR  cos  <7  =  P  cos  a  -»-  P'  cos  a'  -4-  .  . , 
R  cos^  =  P  cos6  -h  P'  cosê'  H-  .  .  . , 
R  cos  c  =  P  C0S7  -h  P'  cos  7'  -h  ... , 

servent  à  déterminer  la  grandeur  et  la  direction  de  la 
résultante.  En  effet,  on  connaît  alors  les  seconds  mem- 
bres des  équations  dont  il  s'agit,  et  si,  pour  abréger,  on 
les  désigne  par  X,T,  Z,  on  aura  simplement 

(a)  Rcoso  =  X,     RcosA  =  Y,     Rcos<r  =  Z; 

or  on  tire  de  ces  dernières  équations 

R»(cos^  a  H-  cos'  h  H-  cos'c)  ==  X' 4-  Y^  -h  Z% 

ou,  puisque  les  angles  a,  6,  c,  sont  assujettis  à  réquatiun 
de  condition  cos'  a  -f-  cos'  h  -h  cos'c  =  1 , 

(3)  R'  =  X'H-Y'+Z% 


R  =s/XM-YM-Z^. 

1 4.  La  valeur  de  R  étant  ainsi  déterminée,  on  obtiendra 
les  angles  a,  &,  c,  dont  chacun  renferme  au  plus  180^,  par 
le  moyen  des  équations 

X  Y  Z 

'  4 1  ^os  n  =  — -  »      «os  h  -=.  -^- ,      cos  <•=--• 

R  R  H 

On  voit  par  ces  équations  «pu*  le?»  cosinus  des  angles 
'herchés  soni  positifs  ou  négatifs  en  même  lenips  que  Ic'- 
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quantités  X,  Y,  Z  qui  leur  correspondent  i^spectivemcnl. 
Par  suite  les  angles  a^  &,  c  seront  aigus  ou  obtus  suivant 
que  les  quantités  X,  Y,  Z  seront  positives  ou  négatives. 

Lorsque  dans  la' formule  (3)  on  substitue  pourX,  Y,  Z 
leurs  valeurs  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition 

• 

ces' a  •+■  ces' 6  -h  cos'7  =  1 , 
ces* a'  H-  cos'6'  -»-  cos'y'  =  1 , 


on  Irouve 

R'  =  P'  +  P"-l-P"^-f-... 

I    -h  2  PP'  (  ces  a  cos  a'  H-  ces  ê  ces  6'-+-  ces  7  C0S7'  ) 

2PP"(cosa  cosa"-+-cosêcos6"-t-  cos  7  €057")-+-... 


[  -h  2P'P"(cosa'cosa"+cos6'cos6''-l-cos7'cos7")-h.... 

Dans  le  cas  particulier  où  la  résultante  est  formée  seu- 
lement par  la  composition  des  deux  forces  P,  P',  Téquation 
précédente  se  réduit  à 

R'  =  P-  H-  P"  -h  2  PP'  i  cos  a  cos  x'  -h  cos  6  cos  6'  H-  COS7  cos  7'  ). 

Mais,  (t'apiès  ce  qui  a  été  dit,  on  doit  avoir  aussi 

/^ 
R'  =  P»  -h  P"  -h  2PP'cosPP'. 

Les  deux  valeurs  de  R'  devant  être  égales,  on  en  conclut 

cos  PP'  =  cos  a  cos  a'  -h  cos  ê  COS  ê'  -+-  COS  y  COS  7' . 

Par  conséquent,  pour  obtenir  le  cosinus  de  Tangle  com- 
pris entre  deux  directions,  il  suffit  de  multiplier  deux  à 
deux  les  cosinus  des  angles  que  ces  mêmes  directions  for- 
ment avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives,  et 
d'ajouter  les  produits  :  ce  qui  forme  un  théorème  connu 
d'analyse  appliquée.  En  vertu  de  ce  théorème,  on  aura 
(Micorc,  dans  \r.  ras  général  cl  quel  qn(^  soit  \o  nombrr  des 
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forces  P,  P',  F, . . . 

cos  PP'^  =  cosa  cos  %"  -4-  cos6  cos6*  H-  ros'/  tosy", 
ces  P'P''  =  cos  a'  cos  a"  H-  cos6'cos  6"  -\-  C0S7'  COS7.", 

par  suite  réquation  (5)  se  trouvera  réduite  à 

(6)  \  H-2PP'cosPP'-+-aPP''cosPP''-+-... 

4-2P'P"cosP'P''-f- 

Ainsi  le  carré  de  la  résultante  dr  plusieurs  fondes  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  composantes,  plus  la 
somme  de  leurs  doid)les  produits  respectivement  multi- 
pliés par  les  cosinus  des  angles  compris  entre  les  direc- 
tions de  ces  mêmes  forces  composées  deux  à  deux. 

Les  composantes  rectangulaires  de  la  résultante  R  ou 
ses  projections  sur  les  axes  des  x,  j*,  z  étant  précisément 
égales  aux  valeurs  numériques  des  quantités  X,  Y,  Z,  il 
est  facile  d'en  conclure  que  les  projections  de  cette  résul- 
tante sur  les  plans  coordonnés  respectivement  perpendi- 
culaires aux  mêmes  axes,  c'est-A-dire  sur  les  plans  y  z, 
zx  et  xy,  seront  représentées  par  les  expressions 

15.  Après  avoir  exposé  les  propriélé"s  d'une  résultante 
relativement  aux  projections,  nous  passons  à  celles  qui 
regardent  les  moments. 

Si  d'un  point  O  {fig*  9)  pris  dans  Tespace,  «à  volonté,  on 
^isse  la  perpendiculaire  OE  sur  la  direction  d'une  force 
donnée  AB  =  P,  le  produit  de.  celte  perpendiculaire  par 
«force  elle-même  représentera  le  double  de  la  surface  du 
Sangle  AOB  qui  a  pour  base  la  force  AB,  et  pour  sommet 
'cpoînt  O.  Ce  même  produit,  équivalent,  comme  on  vient 
J*  le  dîre^  au  double  de  la  surface  OAB,  est  ce  qu'on 
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appelle  le  moment  de  la  force  P  par  rapport  au  poiiil  O. 
De  plus,  le  plan  du  triangle  OAB,  ou,  en  d'autres  termes, 
le  plan  qui  passe  par  le  point  O  et  par  la  force  AB  est  ce 
qu'on  nomme  le  plan  du  moment.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  le  moment  d'une  force  AB  reste  le  même,  lorsque, 
sans  changer  Tintensité  et  la  direction  delà  force,  on  dé- 
place le  point  d'application  A,  de  manière  à  le  transporter 
en  un  autre  point  A'  {fig^  lo)  de  la  direction  dont  il  s'a- 
2^it.  Eu  eflct,  si  sur  la  droite  AB  prolongée  on  prend 
A'B'=  AB,  les  deux  triangles  OAB,  OA'B',  ayant  même 
base  et  mftme  hauteur,  auront  é\idemment  des  surfaces 
égales. 

16.  Le  moment  d'une  force  n'étant  autre  chose  que  le 
produit  de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  donné  sur  sa  direction,  le  point  à  partir  duquel 
on  abaisse  la  perpendiculaire  s'appelle  l'origine  ou  le 
centre  des  moments.  Le  plus  souvent  on  place  le  centre 
des  moments  à  l'origine  môme  des  coordonnées.  La  droite 
OA  menée  du  centre  des  moments  au  point  d'application 
de  la  force  sera  désignée  sous  le  nom  de  rayon  vecteur.  Ce 
rayon  vecteur  est  l'un  des  côtés  du  triangle  OAB  dont  la 
surface  doublée  équivaut  au  moment  de  la  force  AB; 
d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  l'on  obtiendra  encore  im 
produit  égal  a  ce  moment,  si  l'on  multiplie  le  rayon  vec- 
teur OA  par  la  perpendiculaire  BC  (fig*  a)  abaissée 
du  point  B  sur  ce  rayon  vecteur,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  la  projection  A  B'  de  la  force  AB  sur  un  plan 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

17.  Si  l'on  projette  sur  un  plan  quelconque  le  centre 
des  moments  et  la  force  AB,  on  obtiendra  en  même  temps 
pour  projection  du  triangle  OAB  un  nouveau  triangle 
qui  aura  pour  sommet  la  projection  du  point  O,  et  pour 
base  la  projection  de  la  force  AB.  Ce  nouveau  triangle 
sera  donc  celui  dont  la  surface  doublée  mesure  le  moment 
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de  la  force  projetée  par  rapport  à  la  projertioii  du  ceuln* 
(les  moments.  Ainsi  le  moment  de  la  projection  d'une 
force  sur  un  plan  quelconque  est  égal  à  la  projection  sur 
ce  même  plan  d'une  surface  équivalente  au  moment  de 
la  force  donnée  et  comprise  dans  le  plan  du  moment. 
Cest  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  le  moment 
de  la  projection  d'une  force  ne  diffère  pas  de  la  pro^ 
jection  de  son  moment. 

18.  Le  plan  du  moment  d'une  force  AB=P  peut 
tourner  dans  deux  sens  différents  autour  du  centre  des 
moments.  Si  l'on  vient  à  fixer  ce  même  rentre,  et  que  le 
rayon  vecteur  se  change  en  une  droite*  rigide,  la  force 
appliquée  à  Vextrémîté  mobile  de  cette  droite  tendra  évi- 
demment à  imprimer  au  plan  du  moment  un  seul  des 
deux  mouvements  de  rotation  qu'il  peut  recevoir.  Sup- 
posons que  ce  mouvement  ait  lien,  et  que  Ton  ait  élevé  par 
le  centre  des  moments  un  demi-axe  perpendiculaire  au 
pian.  Un  spectateur,  qui  aurait  les  pieds  posés  sur  ce  plan, 
et  qui  serait  appuyé  contre  le  demi-axe,  verrait  les  diflTé- 
renis  points  du  plan  se  mouvoir  en  passant  devant  lui,  de 
sa  droite  à  sa  gauche,  ou  de  sa  gauche  à  sa  droite,  ce  que 
nous  exprimerons  en  disant  que  le  mouvement  do  rotation 
a  lieu  dedi-oite  à  gauche  ou  de  gauche  n  droite.  On  doit 
observer  au  reste  que  si  par  le  centre  des  moments  on 
élevait  à  la  fois  deux  demi-axes  per{)endicnlaires  au  plan 
du  moment,  le  même  mouvement  de  rotation  paraîtrait 
sefiectuer  autour  de  Tun  de  ces  demi-axes  de  droite  h 
gauche,  et  autour  de  l'antre  de  gauche  A  droite.  Revenons 
maintenant  au  cas  où  l'on  trace  un  seul  demi-axe, et  su])- 
posons  que  ce  soit  précisément  celui  autour  duquel  \v 
mouvement  de  rotation  s'efTectue  de  droite  à  gauche.  Si 
à  partir  du  centre  des  moments  on  porte  sur  ce  demi-axe 
une  longueui  numériquement  égale  au  moment  de  la  force 
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P,  on  obtiendra  ce  que  nous  appellerons  le  moment  //- 
néaire  de  cette  force,  La  direction  de  ce  moment  linéaire 
sera  celle  du  demi-axe  sur  lequel  il  se  compte^  et  son 
intensité SiursL  pour  mesure  le  moment  même  de  la  force  P. 

19.  Concevons  à  présent  que  dans  le  plan  du  moment 
de  la  force  P  ou  AB  {fig*  12)  on  fasse  varier  cette  force 
en  grandeur  et  en  direction,  de  sorte  qu^clle  se  change 
en  une  nouvelle  force  P'  ou  AB'  toujours  appliquée  au 
point  A,  et  propre  à  faire  tourner  le  plan  dans  le  même 
sens  que  la  première  autour  du  centre  des  moments.  Les 
moments  linéaires  des  deux  forces  P  et  P'  devront  être 
portés  sur  le  même  demi -axe;  et  si  l'on  projette  ces  deux 
forces  AB,  AB'  sur  un  plan  mené  par  le  point  A  perpendî* 
culairement  au  rayon  vecteur,  les  projections  AC,  AC 
auront  encore  la  même  direction.  Imaginons  ensuite  que 
le  plan  .du  moment  de  la  force  P'  vienne  à  se  détacher  du 
plan  du  moment  de  la  force  P  en  tournant  d\ine  certaine 
quantité  autour  du  rayon  vecteur.  Pendant  ce  mouvement 
deux  demi-axes  perpendiculaires  au  rayon  vecteur,  abou- 
tissant à  deux  points  différents  de  ce  rayon,  et  assujettis 
à  tourner  autour  de  ces  points  avec  le  plan  du  moment 
de  la  force  P',  décriront  évidemment  des  angles  égaux.  Or, 
comme  on  peut  supposer  que  ces  deux  demi-axes  coïnci-r 
dent  le  premier  avec  la  projection  AC  de  la  force  P'  sur  le 
plan  mené  par  le  point  A  perpendiculairement  au  rayon 
vecteur,  le  second  avec  le  demi-axe  OL'  mené  par  le 
point  O,  et  sur  lequel  on  compte  le  moment  linéaire  de 
la  même  force,  nous  devons  conclure  qu'après  l'arrivée 
de  la  force  P'  dans  sa  nouvelle  position  les  moments  li- 
néaires OL,  OL'  des  forces  P',  P  comprendront  entre  eux 
le  même  angle  que  les  projections  AC,  AC  de  ces  forces 
sur  le  plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  Il  est  d'ail- 
leurs essentiel  d'observer  qu'il  suffit  de  choisir  convena- 
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blomrnt  rintensité  do  la  force  P,  sa  direction  par  rapport 
au  rayon  vecteur  dans  le  plan,  et  la  quantité  dont  on  fait 
tourner  ce  même  plan,  pour  que  cette  force  parvenue 
dans  sa  nouvelle  position  coïncide  avec  une  force  quel- 
conque nienée  par  le  point  A.  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  IL  —  Si  deux  forces  quelconques  appli^ 
quées  au  point  A  sont  projetées  sur  un  plan  perpendi-- 
culaire  au  rayon  vecteur^  qui  joint  le  point  A  avec  le 
centre  des  moments j  les  projections  formeront  entre 
elles  le  même  angl^  que  les  moments  linéaires  des  forces 
données, 

20.  Considérons  maintenant  avec  doux  forces  P,  P^ 
simultanément  applicfuées  au  point  A,  la  résultante  de 
ces  deux  forces.  Soient  O  le  point  pris  pour  origine  des 
moments,  OA  le  rayon  vecteur-,  et  supposons  que  Ton 
construise  tout  à  la  fois  les  moments  linéaires  des  forces 
P,  P',  R,  aveo  les  projections  de  ces  forces  sur  le  plan 
mené  par  le  point  A  perpendiculairement  au  rayon  vec- 
teur. Diaprés  ce  qu  on  vient  de  dire,  les  moments  linéaires 
formeront  entre  eux  les  mêmes  angles  que  les  projections 
des  forces  correspondantes;  et,  de  plus,  ces  moments  se- 
ront, en  vertu  de  leur  définition  même,  respectivement 
égaux  aux  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  le  rayon 
vecteur  par  les  projections  dont  il  s'agit.  Cela  posé,  con- 
cevons :  i**  que  les  droites  AB,  AC,  AD  représentent  en 
j:randeur  et  en  direction  les  projections  des  forces 
P,  P',  R;  2**  que  les  droites  OE,  OF,  OG  représentent 
en  grandeur  et  en  direction  leurs  moments  linéaires.  Ces 
trois  dernières  droites  seront  proportionnelles  aux  trois 
premières,  puisque  l'on  a 

0E  =  OAXAB,     OFmOAxAC,     OG  =  OAXAD; 

ft,  prises  deux  à  doux,  rllrs  formeront  entre  elles  les 
1.  3 
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niômes  angles.  Par  suite  les  deux  Usures  ABCD,  OEFG 
seront  des  figures  semblables.  Or  la  force  projetée  AD 
étant  la  résultante  des  forces  projetées  AB,  AC,  puisque 
(n^  8)  la  projection  de  la  résultante  est  aussi  la  résultante 
des  projections,  la  figure  ABCD  est  nécessairement  un 
parallélogramme,  donc  la  figure  OEFG  en  sera  un  éga- 
lement. Donc  le  moment  linéaire  OG  de  la  résultante  R 
sera  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les 
moments  linéaires  des  composantes^  et  pour  l'obtenir  il 
suffira  de  mener,  par  Textrémité  du  moment  linéaire  de 
la  force  P,  une  droite  égale  et  parallèle  au  moment  de  la 
force  P',  puis  de  joindre  le  centre  des  moments  avec 
Textrémité  de  cette  droite.  Ainsi  les  moments  linéaires  se 
composent  comme  les  forces  elles-mêmes  et  à  Taide  de 
la  même  construction.  Cette  remarque  ne  se  borne  pas 
au  cas  où  Ton  considère  deux  composantes^  elle  s'étend  à 
un  nombre  quelconque  de  forces  P,  P',  P'', . . .  ;  car  il  est 
clair  qu'en  répétant  plusieurs  fois  de  suite  la  construc- 
tion indiquée,  d'une  part  sur  les  forces  combinées  deux  à 
deux,  de  l'autre  sur  les  moments  linéaires  correspon- 
dants, on  obtiendra  par  le  même  procédé:  i^  la  résultante 
de  toutes  ces  forces  5  2**  le  moment  linéaire  de  cette  résid- 
tante.  Enfin  la  remarque  subsiste,  quelles  que  soient  les 
directions  des  forces  données,  et  celles  de  leurs  moments 
linéaires  respectifs,  et  par  conséquent  dans  le  cas  même 
où  quelques-unes  de  ces  directions  viendraient  à  coïn- 
cider. 

Pour  indiquer  que  lé  moment  linéaire  de  la  résultanle 
de  plusieurs  forces  P,  P',  P'', . . . ,  résulte  de  la  composi- 
tion de  leurs  moments  linéaires,  nous  le  désignerons  dé- 
sormais sous  le  nom  de  moment  linéaire  résultant. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  des  moments  de  deux 
forces  coïncide,  c'est-à-dire  lorsqu'un  seul  plan  ren- 
ferme h  la  fois  le  centre  des  momenis  el  les  deux  forces, 
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leurs  moments  linéaires  se  comptent  évidemment  sur  un 
seul  axe  perpendiculaire  au  plan  dont  il  s'agit.  De  plus, 
ils  se  comptent  sar  cet  axe,  dans  le  même  sens  ou  dans 
des  sens  opposés,  suivant  que  les  forces  données  tendent 
à  faire  toucner  le  plan  qui  les  renferme  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraires.  Si  toutes  les  forces  P,  P',  P'', . . . , 
appliquées  au  point  matériel  A  se  trouvaient  comprises 
avec  le  centre  des  moments  dans  un  plan  unique,  tous 
les  moments  linéaires  se  comptant  alors  sur  le  même  axe, 
le  moment  linéaire  de  la  résultante  serait  égal  à  la 
'  somme  des  moments  linéaires  des  composantes,  pris  avec 
le  signe  -+-  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  les  forces  cor- 
respondantes tendraient  à  faire  tourner  le  plan  de  tous 
les  moments  dans  le  même  sens  ([ue  la  résultante  ou  en 
sens  inverse. 

21 .  Revenons  au  cas  où  les  moments  linéaires  des  forces 
P, P',.. . .,  ont  des  directions  quelconques.  Dans  ce  cas, 
au  lieu  de  construire  géométriquement  le  moment  linéaire 
delà  résultante,  on  pourrait  déterminer  analytiquement 
son  intensité  et  sa  direction.  En  eflet,  soit  R  cette  résul- 
tante et  désignoiis  par 

les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  moments  sur 
les  directions  des  forces 

P   P'   P"  R 

leurs  moments  linéaires  seront  représenlés  par 

P//,  P>',  PV\-.R^ 

et  si  Ton  suppose  que  les  directions  de  ces  roomenls  li- 
néaires forment  respectivement,-  avec  le  demi-axe  des  x 
positives  les  angles 

\  y  \"        i 
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avec  le  demi-axe  des  /  positives  les  angles 


f*,  f*Sp'S--5'W, 


avec  le  demi -axe  des  z  positives  les  angles 


V,  v',  v",.  ..,/?, 


les  produits 

P/?cosX,     P'/>'cosÀ',     P"//'cos V,. .  . ,     Rrcos/, 
P/7COSfA,     Vp'cositfy     V" p"  co%  \t!\  .  , .  ^     Rrcosm, 
Vp  ces  V ,     V'p'  ces  v' ,     P"/?"  ces  v" , . . .  ,     R  r  cos  /i, 

seront  ce  qu  on  peut  appeler  les  projections  algébriques 
des  moments  linéaires  dont  il  s'agit  sur  les  axes  x^  y^  z. 
Cela  posé,  puisque  le  moment  linéaire  R  r  est  à  Tégard 
des  autres  ce  qu^est  la  résultante  R  à  T égard  des  forces  P, 
P',  P",...,les  relations  trouvées  entre  les  projections  algé- 
briques des  forces  P,  P,  P'^, . . . ,  R  subsisteront  entre  les 
projections  algébriques  des  moments  linéaires  P/?,  P'/?', 
P'  p^\ . . .  ,R  r.  En  conséquence  la  projection  algébrique  sur 
chaque  axe  du  moment  linéaire  résultant  sera  égale  à  la 
somme  des  projections  algébriques  sur  le  même  axe  des 
moments  linéaires  des  composantes.  On  aura  donc  les 
trois  équations 


R  r  cos  /  =  Vp  cos  \  •+■  P'/?'  cos  V  H-  P  V'  cos  X"  -t-  . .  • , 

(i)     \  Rrcos/w  =  P/>cosp-{- P'/?'cosfx'-|-PY'c«Sfi"-f-. . . , 

Rrcos  /i  =  Vp  cos  v  -f  V  p'  cos  v'-|-  Py  cos  v"-i-. . . . 

Si  à  ces  trois  éc{uations  on  réunit  la  suivante, 

(  2)  cos'/  H-  cos' m  -h  cos' /ï  =  i , 

on  obtiendra  quatre  équations  suffisantes  pour  détermi- 
ner les  valeurs  des  quatre  inconnues  Rr,  /,  w,  /z,  c'est-à- 
dire  la  direction  et  l'intensité  du  moment  linéaire  résul- 
tant, toutes  les  fois  qu'on  connaîtra  en  grandeur  et  en 
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direction  les  moments  linéaires  des  forces  P,  P',  P'', 

Les  seconds  membres  des  équations  (i)  étant  dans  cette 
hypothèse  des  quantités  connues,  si,  pour  abréger,  on  les 
désigne  par  L,  M,  N,  on  aura 

(3)       Rrcos/=:L,     R  r ces  m  =  M ,     Rrcos«  =  N. 

Or  on  lire  de  ces  dernières  équations,  en  ayant  égard  à  la 
formule  (2), 

Donc,  par  suite, 

(4)  ^r  =  v^L»^-^p^-^•^ 

L'intensité  Rr  ou  la  grandeur  du  moment  linéaire  ré- 
sultant étant  ainsi  déterminée,  on  obtiendra  les  angles 
/,  171,  71,  que  sa  direction  forme  avec  les  axes  des  coordon- 
nées positives,  par  le  moyen  des  équations 

(5.  cOSy=:— ,        COS ///  =  —,         COS/l  =  — ; 

f-es  angles  seront  aigus  ou  obtus,  suivant  que  les  quantités 
L,  M,  N  seront  positives  ou  négatives. 

22.  Les  calculs  qui  précèdent  subsistent  quel  que  soit 
le  point  de  l'espace  qu'on  ait  pris  pour  centre  des  mo- 
ments. Dans  le  cas  particulier  où  ce  centre  coïncide  avec 
l'origine  des  coordonnées,  ou  peut  exprimer  les  projections 
algébriques  du  moment  linéaire  de  chaque  force  au  moyen 
de  Tintensitéde  cette  force^  des  coordonnées  de  son  point 
d'application  et  des  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives.  On  y  parvient  faci- 
lement à  Taide  des  considérations  suivantes. 

Le  moment  de  la  force  P  appliquée  au  point  A,  savoir 
Pp,  représente,  comme  on  Ta  dit  ci-dessus,  le  double  de 
la  surface  du  triangle  OAB,  qui  a  pour  base   la   forn* 
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A6  =  P,  et  pour  sommet  le  |K)int  O  centre  des  moments, 
c^est-à-dirc  dans  le  cas  présent  Toriginc  des  coordonnées. 
J^a  surface  de  ce  triangle  est  donc  ^  P  ;?.  En  la  multipliant 
par  cos  X,  c'est-à-dire  par  le  cosinus  de  l'angle  que  forme 
la  direction  du  moment  linéaire  avec  le  demi-axe  des 
X  positives,  on  obtient  la  moitié  de  la  projection  algébri- 
que de  .ce  moment  linéaire.  Or  li:  moment  linéaire  se 
comptant  sur  Tun  .des  deux  demi-axes  perpendiculaires 
au  plan  du  moment  P/?,  et  Taxe  des  x  élant  perpendicu- 
laire au  plan  des  yz^  Tàngle  X  sera  évidemment  Tun  des 
angles  que  le  plan  des  moments  fait  avec  le  plan  desyr, 
angles  qui,  étant  suppléments  Tun  de  T autre,  ont,  au 
signe  près,  le  même  cosinus.  D'ailleurs  si  l'on  multiplie 
une  surface  plane  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris 
entre  le  plan  qui  la  renferme  et  un  autre  plan  pris  à  vo- 
lonté, on  aura  pour  produit  la  projection  de  la  surface 
plane  sur  ce  dernier  plan.  Donc  le  produit  j  P/?  cos  X  sera 
égal,  au  signe  près,  à  la  projection  du  triangle  OAB  sur 
le  plan  des  jz.  Donc,  par  suite,  la  projection  algébrique 
du  moment  linéaire,  savoir  Pp  cosX,  sera  égale,  au  signe 
près,  au  double  de  la  surface  du  triangle  projeté,  ou,  en 
d'autres  termes,  au  moment  de  la  force  P  projetée  elle- 
même  sur  le  plan  djesy^.  Ajoutons  que  le  produit  P^  cos  A 
sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  Tangle  X,  formé  par  la 
direction  du  moment  linéaire  avec  le  demi-axe  des  x  po- 
sitives, sera  aigu  ou  obtus,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
suivant  que  la  force  P  tendra  à  faire  toui^ner  le  plan  de 
son  moment  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  n  droite,  au- 
tour du  demi-axe  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  qui  forme 
avec  le  demi-axe  des  x  positives  un  angle  aigu.  Or  il  est 
clair  que  la  projection  de  la  force  P  sur  le  plan  des  yz 
tendra  ellc-mùme  a  faire  tourner  ce  dernier  plan  autour 
du  demi-axe  des  a:  positives,  de  droite  à  gauche  dans  le 
premier  cas.  <»l  de  gauche  à  droite  dans  le  .second.  Ou 
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peut  donc  conclure  que  le  produit  Vp  cos  X,  c'esl-à-dire  la 
projection  algébrique  du  moment  linéaire  de  la  force  P 
sur  Taiie  des  x,  sera  égal  au  moment  de  la  force  projetée 
sur  le  plan  des  yz^  ce  dernier  moment  étant  pris  avec  le 
signe  -h  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  la  force  projetée 
tendra  à  faire  tourner  le  plan  des  yz  de  droite  à  ganche 
ou  de  gauche  à  droite  autour  du  demi-axe  des  x  positives. 
On  prouvera  de  même  que  la  projection  algébrique  du 
moment  linéaire  de  la  force  P  sur  Taxe  des  y  ou  des  z  est 
égale  au  moment  de  la  force  projetée  sur  celui  des  plans 
coordonnés  auquel  cet  axe  est  perpendiculaire,  le  dernier 
noioment  étant  pris  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe  — :, 
suivant  que  la  force  projetée  tend  à  faire  tourner  le  plan 
dont  il  s'agit  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite 
autour  du  demi-axe  àcsy  ou  des  z  positives. 

^.  Considérons  maintenant  Tangle  solide  trièdre  qui 
a  pour  arêtes  les  trois  demi -axes  des  coordonnées  po- 
sitives, et  concevons  qu'un  rayon  mobile  d'une  lon- 
gueur indéfinie,  mené  par  Torigine,  fasse  le  tour  de  cet 
angle  solide  en  s*appliquant  successivement  sur  ses  trois 
faces.  Son  mouvement  sur  chaque  face  sera  un  mouve- 
ment de  rotation ,  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à 
droite,  autour  de  Farêle  perpendiculaire  à  cette  face.  De 
plus,  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  mouvements  de  rota- 
lion  sur  les  trois  faces,  c'est-à-dire,  en  d^autres  termes, 
sur  les  trois  plans  coordonnés  seront  de  même  espèce. 
Par  exemple,  si  la  disposition  des  demi-axes  des  coordon- 
nées positives  est  celle  que  représente  \di  fig.  i^^  et  qui 
se  trouve  la  plus  usitée,  les  trois  mouvements  de  rotation 
auront  lieu  de  droite  à  gauche,  autour  de  ces  trois  demi- 
axes,  lorsque  le  rayon  mobile,  faisant  le  tour  de  Tanglc 
soh'de,  passera  successivement  de  la  position  OX  à  la  po- 
sition OY  et  de  celle-ci  à  la  pc>silion  OZ,  pour  revenir  en- 
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suiie  à  la  position  OX.  Si  le  deiui-axc  des  z  positives  se 
trouvait  transporté  de  l'autre  côté  du  plan  des  x/,  alors 
les  mouvements  do  rotation  auraient  lieu  de  droite  à 
gauclie,  dans  le  cas  où  le  rayon  mobile  prendrait  succes- 
sivement les  trois  positions  OX,  OZ,  OY  (J^g»  i5),  pour 
revenir  ensuite  directement  de  la  position  OY  à  la  posi- 
tion OX. 

Afin  de  bien  distinguer  les  deux  espèces  de  mouvement 
que  peut  prendre  un  rayon  mobile,  assujetti  à  passer 
par  Torigine  et  à  parcourir  Tune  après  Tautre  les  trois 
faces  de  Tangle  solide  OXYZ,  nous  dirons  que  ce  rayon 
mobile  a  dans  chacun  des  trois  plans  coordonnés  un  mou- 
vement direct  de  rotation,  s'il  passe  successivement  de  la 
position  OX  à  la  position  OY  et  de  celle-ci  à  la  posi- 
tion OZ.  Nous  dirons  dans  le  cas  contraire  que  le  rayon 
a  un  mouvement  de  rotation  rétrograde.  Cela  posé,  si 
Ton  adopte  la  disposition  la  plus  ordinaire  pour  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  les  mouvements  directs 
de  rotation  autour  de  ces  demi-axes  auront  lieu  de  droite 
à  gauche  et  les  mouvements  rétrogrades  de  gauche  à 
droite,  c'est-à-dire  que  dans  celte  disposition  le  mouve- 
ment est  direct  lorsqu'il  se  fait  dans  Tordre  des  lettres. 

2i.  La  force  P  pouvant  être  remplacée  par  ses  trois 
composantes,  la  projection  algébrique  de  son  moment 
linéaire  sur  Taxe  des  x  sera  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions algébriques  sur  le  même  axe  des  moments  linéaires 
de  ces  trois  composantes,  ou,  en  d'autres  termes,  à  la 
somme  des  moments  des  mêmes  composantes  projetées 
sur  le  plan  des  yz^  ces  derniers  moments  étant  pris  avec 
le  signe  -H  ou  avec  le  signe  —  suivant  que  les  forces  pro- 
jetées tendront  à  imprimer  au  plan  des  yz  un  mouve- 
ment de  rotation  direct  ou  rétrograde.  Or  les  compo- 
santes de  la  force  P  parallèles  aux  axes  des  a\  7",  r,  sont 
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respertivement  égales  aux  valeurs  numériques  des  trois 
produits  Pcos a,  Pcoso,  Peosy.  Quand  on  les  projelle 
sar  le  plan  des  y^,  le  premier  se  réduit  à  zéro,  tandis 
que  les  deux  autres  conservent  leurs  intensités  respec- 
tives. De  plus,  les  projections  des  deux  dernières  compo- 
santes agissent  évidemment  suivant  des  droites  menées 
parallèlement  aux  axes  des  y  et  des  z,  par  la  projection 
(lu  point  d^applîcation  de  la  force  P.  Soient  x.  y  y  z  les 
cooi*données  de  ce  point  dans  Tespace.  La  projection  de 
la  composante  parallèle  à  Taxe  des  z  aura  un  moment 
égal  au  produit  de  son  intensité  par  la  perpendiculaire 
abaissée  de  Torigine  sur  sa  direction,  c'est-à-dire  par  la 
Taleur  numérique  dey .  Ce  moment  sera  donc  représenté 
par  la  valeur  numérique  du  produit  Pcosy.j^.  On  trou- 
vera de  même  que  la  projection  de  la  composante  paral- 
lèle à  Taxe  des  j  a  un  moment  représenté  par  la  valeur 
uumérique  du  produit Pcoso.z.  Ajoutons  que  des  deux 
prejcctions  dont  il  s'agit,  la  première  tendra  à  produire 
un  mouvement  de  rotation  direct  si  Pcosy  et  y  sont  de 
même  signe,  c'est-à-dire  si  le  produit  Pcosy.y  est  positiK 
la  deuxième  si  Pcosê  et  z  sont  de  signes  diiléreuts,  c'est- 
à-dire  si  le  produit  Pcosê .  z  est  négatif.  Les  mouvements 
de  rotation  deviendront  rétrogrades  dans  les  suppositions 
contraires.  Par  suite,  pour  obtenir  les  projections  algé- 
briques sur  Taxe  des  x  des  moments  linéaires  que  four- 
nissent les  deux  composantes  de  la  force  P  parallèles  aux 
axes  desz  et  des  y^  il  faudra  prendre  le  produit  Py  coso 
avec  le  signe  4-  et  le  produit  Pjs  cos  S  avec  le  signe  — .  La 
somme  des  deux  résultats,   savoir  P(ycosy — zcoso), 
devant  être  équivalente  à  la  projection  algébrique  sur 
l'axe  des  x  du  moment  linéaire  de  la  force  P,  on  aura 
iiécessaircjnent 

P//  cos  X  m  P  (r  cos  7  —  z  cas  ôj. 
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On  trouverait  de  même  en  projetant  les  moments  linéaires 
de  la  force  P  et  de  ses  composantes  sur  les  axes  des  y  et 
desj; 

P/7co5tt=P(zco$a — XC0S7},     P/7cosv  =  P(xcos6 — ^-cosa). 

Il  est  au  reste  essentiel  d'observer  que  les  trois  équations 

IPyy  ces  \-=V  [y  cos  7  —  i  o)s  €) , 
V p  ces  u  =r  P  (  z  cos  a  — jr  cos"7  ) , 
•  P/x'OS  V  =  P(j:cos  6  — ^-cosa), 

ont  lieu  seulement  dans  le  cas  où  Ton  adopte  pour  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  la  disposition  la 
plus  ordinaire,  c*est-à-dii^  lorsque  les  mouvements  de 
rotation  de  droite  à  gauche  autour  de  ces  demi-axes  sont 
en  même  temps  des  mouvemcnls  directs  et  tendent  à  faire 
passer  un  rayon  mobile  : 

dans  le  plan  yz  de  la  direct,  des/  posit.  à  la  direct,  des  z  posit., 
dans       »za:         d»  z»         »w  x      * 

dans        w       xY  »        »  .r         »  »j        «  V       » 

Si  les  mouvements  de  rotation  de  droite  à  gauche  au- 
tour des  mêmes  demi-axes  devenaient  rétrogrades,  alors 
il  faudrait  rempla<'er  les  formules  (6)  par  les  suivantes: 

IVp  cos  X  =  P  (s  cos  6  —  )  cos  7  ) , 
a 
Vp  cos  u  =•  p  (  j  cos  7—2  cos  a  ) , 
V p  cos  V  =  r  (  >■  cos  3c  —  .r  cos  G) . 

Lorsque  dans  chacune  des  équations  (6)  et  (7)  on  sup- 
prime le  facteur  P,  commun  aux  deux  membres,  elles  se 
réduisent  à 

/  /;  cos  >  =  /  c(js  7  —  z  cos  ? , 
^  8  )  <  p  cos  iLz=i  z  cos  a  —  .r  cos  7  , 

!  p  cos  V  rr  .1;  cos  o  —  >  co,  / , 
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et 

/  p  cos  X  =:  2  cos  6  — y  cos  7 , 
[9)  •  *  j}  cos  f*  =  or  cos  7  —  z  cos  a , 

f  /l  cos  V  =r  j  cos  a  —  jr  COS  6  . 

Enfin  on  peut  comprendre  les  équaiions  (8)  et  (9)  dan» 
la  seule  formule 

,   ^    /C0S7— scos6      zcosa — .rco57      a:coso — ^cosa  ■ 

(10) = = =db/7. 

ros  A  cos  pi  cos  V  ' 

On  peut  retrouver  au  besoin  ces  formules  par  une  règle 
de  mnémonique  très-simple:  ou  écrit  deux  fois  sur  une 
première  ligne  x^y^  z,  deux  fois  sur  une  seconde  ligne 
et  au-dessous  de  x^y^  z,  cos  a,  cos  6,  cos  y  : 

r.  y  z  X  y  z 

COS  a     cos  6      cos  7     cos  a      cos  6     cos  7 

^parant  cette  suite  de  termes  en  trois  groupes  de  deux 
tomes  chacun,  on  multiplie  en  croix  Tun  par  l'autre  les 
«eux  termes  supérieurs  de  chaque  groupe  par  les  deux 
termes  inférieurs,  et  Ton  retranche  le  second  produit  du 
premier.  On  obtient  ainsi  les  dilïérences 

•rcosC  —  y  cos  a,     zcosa — j:cos7,     J^coS7  —  zcosS, 

lui  sont  les  numérateurs  des  trois  fractions  (10).  On  donne 
pour  dénominateur  à  chaque  numérateur  le  cosinus  re- 
latif à  Taxe  qui  n'apparaît  dans  le  numérateur  ni  par  la 
lettre,  ni  par  le  cosinus,  cos  v  au  premier  numérateur, 
cosji  au  second,  cos  \  au  troisième,  et  Ton  égale  enfin  les 
fractions  les  unes  aux  autres  et  à  itip;  le  signe  4-  étant 
ï^atif  au  cas  où  les  mouvements  de  rotation  directs  ont 
«eu  de  droite  à  gauclie  autour  des  demi-axes  des  coor- 
données positives,  et  le  signe  —  au  cas  contraire;  ajoute/ 
iwdan.s  l'un  el  l'autre  cas  on  tirera  des  é«[uation5  (8) 
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«i  (9) 

1/;^=  [X  COS7  —  3cos6)'4-(2COSa  —  .r  C0S7)* 
-♦-(j:'C0s6— ^cosa)* 
=  j?'-i-j'-|-z' —  (xcosa-f- jcos6  -f-zcosy)* 

On  trouvera  par  suite  pour  l'expression  de  la  perpe 
culaire  abaissée  du  centre  des  moments  sur  la  direc 
de  la  force  P 

pz=[(jr  cosy  —  zcos6)^H-(«cosa — xços7)'4-(xcos6 — ^co5< 

z=[x^  4-^2-1-  s» — (xcosa+ jcosê  H-zcosy)']» . 

25.  Diaprés  ce  qui  a  été  dit,  si  l'on  nomme  P  une  i 
appliquée  au  point  quelconque  A  ;  x,  y,  z  les  coorc 
nées  du  point  A  ;  a,  6,  y  les  angles  que  forme  la  direc 
de  la  force  avec  les  demi- axes  des  coordonnées  positi 
p  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  direction  de  1 
gine  des  coordonnées  prise  pour  centre  des  mome 
A,  jx,  V  les  angles  que  forme  la  direction  du  mon 
linéaire  Pp  avec  les  demi-axes  mentionnés  plus  haut 
aura 

[   Pp  COS  \  =  ±V(f  COS  7  —  s  C(»S  n)j 

(6)  '.  P/;cosfA  =  dbP(  zcosa  —  0:0087), 

(  Pyy  cos  V  =:  rh  P  ( j:  ces  6 — j^cosa), 

cl  par  suite 

/  p  COS  X  =  db  (  j-*  COS  7  —  z  cas  6), 
(  7  )        i  p  ces  fx  =  rt  (  z  ces  a  —  X  COS  7  ) , 

(  p  cos  V  =  d-  { X  ces  6  —  X  ces  a) , 

011,  ce  qui  revient  au  môme, 

,     ,  rcosv — zcosB      scosa — j:cos7       otcosS — rcosa 

ho)' — ^  = = = 

cos  A  cos  fX  cos  V 

le  signe  supérieur  doant  être  adopté  dans  le  der; 
membre  de  chaque  formule  toutes  les  fois  c|ue  les  moi 
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menlsde  droite  a  gauche  autour  des  deuii-axcs  des  coor- 
données positives  soiil  des  mouvements  diitnets,  et  le  signe 
inférieur  dans  le  cas  contraire. 
Si  aux  équations  (7)  on  numit  la  suivante 

ms'  A  -h  ros*  pi  H-  eos'  v  =  i , 

on  en  tirera 

p^  =  {jc^ -i- Y' -h  2')  —  (jt  ros  2 -f- )■  cos Ç  4-  zco$7)% 

(11)    p  =[(x*-4-7=-4-  «*) —  (xcosa  -H/cosS-h  tcosy)']  »  , 

et  après  avoir  ainsi  déterminé  la  valeur  de/;,  on  obtiendra 
celle  des  angles  A.  ^,  y,  par  le  moyen  des  formules  : 

/       ,       _,   rcosv — scosC                      ^zrosa — xcosv 
lcosX  =  ±' 9     cosu=it: -9 

(12)/ 

-  xcos6 — rcosa 
cos  V  =  it :- ;• 

\  P 

Les  valeurs  précédentes  de  cos  A,  cos  /x,  cos  v,  satisfont 
évidemment  aux  deux  équations  de  condition 

cos  a  cos  \  +  cos  6  cos  fx  -f-  cos  7  cos  V  =r  o , 
j:cos>4-/cosfAH-  zcosv  =  o. 

Or  comme  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  forment 
'es  angles  a,  6,7,  avec  la  direction  de  la  force  P,  et  les 
angles  X,  (z,  V,  avec  la  direction  de  son  moment  linéain? 
P/',  la  somme 

cos  a  cos  A  H-  cos  6  cos  f*  -H  cos  7  cos  v 

représente  nécessairement  le  cosinus  de  Tanglc  compris 
mire  les  deux  directions  ;  donc  la  première  équation  de 
•édition  exprime  que  ce  cosinus  est  nul,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  que  les  deux  directions  se  coupent  à  angles 
droits.  De  même,  puisque  le  rayon  vecteur  mené  de  Toii- 
Sineau  point  d^application  de  la  force  P  a  pour  projections 
.algébriques  sur  les  axes  les  coordonnées  x^y.  r,  et  forme, 
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.  par  conséquent,  avec  les  demî-axes  des  roordonnéos  po 
sitives  des  angles  qui  ont  pour  cosinus  respectifs 


/ 


V^x»  -h  J-'  -H  2^        \/-»^'  H-  .>'  H-  *'         V^-r'  -♦-  v'  H-  s* 

Tanglc  compris  entre  la  direction  de  ce  rayon  vecteur  cl 
celle  du  moment  linéaire  aura  aussi  évidemment  pour 

cosinus 

.r  cns  >  H-  y  ces  p  -f-  2  cos  v 

Donc  la  deuxième  équaiion  de  condition,  que  Ton  obtient 
en  égalant  ce  cosinus  à  zéro,  exprime  que  la  direction  du 
moment  linéaire  se  compte  sur  une  droite  en  même  temps 
perpendiculaire  à  la  force  P  et  au  rayon  vecteur.  On 
«lurait  pu  immédiatement  poser  ces  deux  équations,  des- 
quelles on  déduit  la  formule 

r  cos 7  —  z  cos  6       z cos  oL^^.r  cos  7       x  cos  6  —  y  cos  a 
cos  \  cos  /A  cos  V 

par  Tel  i  mi  nation  successive  des  trois  coordonnées  x,  y,  x. 
Ajoutons  que  l'équation  (11)  peut  elle-mùme  se  démon- 
trer directement.  En  eifet,  le  rayon  vecteur  mené  de  rori- 
gine  au  point  d'application  de  la  force  P  est  représenté 

par  Vx'-^-r'-H-z*?  ^t  Tangle  que  forme  la  direction  de 

ce  rayon  vecteur  avec  celle  de  la  force  P,  ayant  pour  co- 

X  cos  a  4-  r  cos  6  4-  z  cqs  7 
sinus = —  — j  aura  nécessairement i)Our 

v/x'4-7"+z' 


sinus 


I 

[{x  cos  a  -4-  r  <'OS  Ç  H-  z  cos  7)1' 

fx'-+-^'-l-  z' —  (xcos  a  -4- ^r  cos  6  4-  s  cos  7)*]"* 

et,  en  multipliant  ce  sinus  par  le  raycm  vecteur  Ini-nième, 
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on  obtiendra  évidemment  la  valeur  de  la  perpendiculaire 
p  et  par  conséquent  Téquation  (i  i). 

Des  formules  (ii)  et  (la)  réunies  on  déduit  facilement 
la  formule  (lo).  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer 

que  si  plusieurs  fractions  données  ft  t7>  -jj,^  . . . ,  sont 
équivalentes  entre  elles  et  ont  des  dénominateurs  de 
mème^igne,  la  fraction  7 — /  '  '  sera  encore  équi- 
valente à  toutes  les  autres;  d'où  il  résulte  que  la  formule 

-  — ^  — f! 

entraîne  toujours  la  suivante: 
a^  __  #1'»  _  a"^ 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'on  tirera  des  formules  (i  1)  et  (i  3) 
réunies 

X  ces  7  —  z  cos  6       z  CCS  a  —  x  cos  7        x  cos  6  —  y  cos  a 
ces  X  cos  ft  cos  V 

fx'  +  y*  -^-  z'  —  {x  cos  a  -4-  J  cos  64-2  cos  7 )  1  '         _, 
=  i 1 i ^—  =  ±  », 

1  ' 

• 

Mais  il  importe  de  faire  remarquer  que  la  méthode  à 
Taide  de  laquelle  on  vient  de  trouver  la  formule  (10),  no 
donne  pas  le  moyen  de  décider  quel  signe  on  doit  attri- 
buer dans  cette  formule  à  la  quantité  p. 

26,  Concevons  maintenant  que  plusieurs  forces  P,  F, 
P'',.  • . ,  se  trouvent  simultanément  appliquées  au  point  A, 
qui  a  pour  coordonnées  x,  /,  z, . . .  ;  désignons  par  R  leur 
résultante,  et  supposons  que  les  forces  P,  P\  P'', . . .  ,R, 


«» 

-4- 

rt'» 

-f- 

^'". 

•    • 

~  b' 

4- 

//2 

-h 

//'=. 

•    • 

)/(i^ 

-1- 

«'• 

-h 

• 
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forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les 
angles  a,  o/,  a", . . .  ,a,  6,  ê',  6'^, . . . ,  6,  7>  /?  /'j  •  •  •  >  ^'• 
Si  Ton  exprime  les  projections  algébriques  des  moments 
linéaires  de  ces  mêmes  forces  sur  les  axes  des  coordonnées 
en  fonction  des  diverses  quantités  que  nous  venons  de  re- 
présenter par  des  lettres,  el  si  Ton  égale  ensuite  la  pro- 
jection algébrique  sur  chaque  axe  du  moment  linéaire  ré- 
sultant à  la  somme  des  projections  algébriques  des  mo- 
ments linéaires  des  comix>sanies,  on  obtiendra  les  trois 
équations 

R  [y  cos  r  —  z  ces  ^)  =  P  (y  ces 7  —  z  cos  6) 

-4-  P'  (/  cos  7'  —  z  cos  €')  H 

«        ;  R(2COS«  —  j;cosr)  =  P  (z  cosa  —  XCOS7) 
^'    ^      ^  -f-P'(zcosa'— xcoS7')-h.  .  . 

R  {xcosb  —  jcosfl)=  P  (jTCOs  6  —  jcosa) 

-h  P'(-ccos  Ç' — j  cos  a')  4-.  . .  . 

Or  si  Ton  fait  varier  le  point  d'application  de  toutes  les 
forces,  en  transportant  toutes  ces  forces  parallèlement  à 
elles-mêmes,  les  seules  quantités  x,  y^  z^  varieront  dans 
les  équations  (i3).  Ces  équations  doivent  donc  subsister, 
lorsqu'on  y  considère  les  ordonnées  x,  y^  Zf  comme  indé- 
terminées ;  et  par  conséquent  les  coefficients  de  x,  y,  z, 
doivent  avoir  les  niêmos  valeurs  dans  les  seconds  membres 
de  chaque  formule.  En  égalant  deux  à  deux  ces  coefii- 
cients,  on  retrouve  les  équations 

i'  R  cos  fl  =  P  cos  a  -h  P'  cos  a'  -+- .  . . , 

(i4)  •   RcosA  =  Pcos6  H- P'cos6'  +  .  .  ., 

(  R  cos  c  =  P  cos  7  -f-  P'  cos  7'  -h ... , 

déjà  obtenues  précédemment.  Ainsi  les  trois  équations  re- 
latives aux  moments  des  forces  entraînent  celles  qui  se 
rapportent  aux  projections.  Réciproquement,  les  équa- 
tions (i4)  étant  données,  il  est  clair  qu*on  en  déduira 
immédiatement  les  équations  (i3). 
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27.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  suppose  que  It^ 
point  O,  centre  des  moments,  coïncidait  avec  Torigine 
des  coordonnées.  Imaginons  à  présent  que  Ton  transporte 
ce  même  centre  en  un  point  Oo  dont  les  coordonnées 
soient  respectivement  jTo,  /05  ^oj  et  cherchons  à  exprimer 
les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la 
force  P  par  le  moyen  des  quantités  P,  a,  6,  y,  x,  y,  z; 

Pour  y  parvenir,  on  observera  que  si  Ton  transportait 
n  la  fois  le  centre  des  moments  et  Torigine  des  coordon- 
nées au  point  Oo,  les  coordonnées  du  point  A  par  rapport 
à  cette  nouvelle  origine  étant  alors  exprimées  par  les 
iliflTérences  x  —  J^o  ?  y  — yo  ?  ^  —  ^0  ?  I<?s  projections  algé- 
briques du  moment  linéaire  de  la  force  P,  par  rapport  n 
la  même  origine,  seraient  égales,  au  signe  près,  aux  trois 
produits 

I  P[(r  — /•)  <^os7  — (2 — s.'cos6], 
,i5)  /   P[:3  —  «,)cosa  — (x  —  j^»)cos7|, 

f  P[(.r — x,)cos6  —  (y — ^„)cosa]. 

Ces  trois  derniers  produits,  pris  avec  le  signe  -f-  dans 
les  cas  où  les  mouvements  de  rotation  directs  ont  lieu  de 
«Iroite  &  gauche  autour  des  demi-axes  des  coordonnées 
positives,  et  avec  le  signe  —  dans  le  cas  contraire,  repré- 
sentent donc  les  projections  algébriques  du  moment  li- 
néaire de  la  force  P,  par  rapport  au  point  O©. 

28.  Si  Ton  donne  à  la  fois  les  projections  algébriques 
d'une  force  et  les  projections  algébriques  de  son  moment 
linéaire,  on  connaîtra  par  suite  T intensité  de  la  force,  la 
droite  suivant  laquelle  elle  agit,  et  le  sens  dans  lequel  elle 
est  dirigée.  En  eflet,  soit  P  la  force  en  question,  Fp  son 
moment  linéaire,  et  a,  6,  7,  i,  fi,  v,  les  angles  que  la  force 
et  son  moment  linéaire  font  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives.  Si  Ton  suppose  données  les  six  quan- 

I.  4 
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tités 

Pcosa,   PcosS,   PCOS'/, 

P/ICOS>,    P^COSa,    P/7COSV, 

on  en  déduira  immédiatement  les  valeurs  des  suivantes 

P>  a,  6|  7;     ^Py  ^>  f*»  V, 

c^est-à-dire  les  intensités  de  la  force  et  du  moment  li- 
néaire avec  les  angles  qui  déterminent  leurs  directions 
respectives.  On  pourra  donc  construire  :  1^  le  moment  li- 
néaire en  grandeur  et  en  direction;  1^  une  force  non- 
seulement  égale  et  parallèlie  à  la  force  P,  mais  encore 
dirigée  dans  le  même  sens.  En  menant  par  le  centre  des 
moments  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  du  mo- 
ment linéaire,  on  obtiendra  le  plan  du  moment  delà  force 
P,  plan  qui  devra  contenir  cette  force  (on  pourrait  sup- 
poser que  la  force  égale  et  parallèle  à  P  est  construite, 
comme  le  moment  linéaire,  à  partir  du  centre  des  mo- 
ments; alors  la  force  construite  se  trouverait  dans  le  plan 
du  moment  de  la  force  P)  :  ce  plan  devra  donc  être  paral- 
lèle à  la  force  construite,  ce  qui  aura  lieu  si  la  direction 
du  moment  linéaire  et  celle  de  la  force  construite  com- 
prennent entre  elles  un  angle  droit,  ou,  en  d^ autres  termes, 
si  Téquation  de  condition 

(  16)  cosa  cos^  -h  cos  6  cosp  4-  cosy  cosv  =  o 

est  satisfaite. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  on  divisera 
Tintensité  Tfp  du  moment  linéaire  par  l'intensité  de  la 
force  P,  pour  obtenir  la  perpendiculaire  p  abaissée  sur 
la  direction  de  cette  force  du  centre  des  moments;  puis 
on  tracera  dans  le  plan  du  moment  de  la  force  P  deux 
droites  parallèles  à  la  force  construite  et  situées  départ 
et  d'autre  du  centre  des  moments  à  la  distance  p.  Cela 
posé,  il  ne  restera  plus  qu'à  transporter  la  force  construite 
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parallèlement  à  elle-mèmey  de  manière  qu'elle  agisse 
suivant  l'une  de  ces  droites,  et  tende  i  faire  tourner  leur 
plan  de  droite  à  gauche  autour  du  centre  des  moments. 
L'obligation  où  Ton  est  de  satisfaire  à  cette  dernière  con- 
dition déterminera  quelle  est  la  parallèle  que  Ton  doit 
préférer.  Quant  au  point  d'application  de  la  force  P  sur 
cette  parallèle,  il  restera  complètement  indéterminé*,  ce 
qu'il  était  facile  de  prévoir.  Car  si  Ton  porte  sur  la  même 
droite,  mais  à  partir  de  deux  points  différents,  deux  forces 
égales  et  dirigées  dans  le  même  sens,  leurs  projections 
algébriques  seront  évidemment  égales,  et  il  eu  sera  de 
même  de  leurs  moments^  ainsi  que  des  projections  algé- 
briques de  leurs  moments  linéaires. 

U  est  bon  d'observer  que  Téquation  (i6)  multipliée 
par  P*p  peut  être  présentée  sous  la  forme 

(i"])  Pcosa.P/?cosX-hPcos6.P/?cosfx-f-  PCOS7.  P/>oosv  =  o. 

Déplus,  en  attribuant  des  valeurs  finies  quelconques  aux 
six  quantités 

P  cosa,  Près  6,   Prosy,     Ppcos'/,  V/Jvnsu,   P/^rosv, 

on  en  déduit  évidemment  des  valeurs  finies  pour  les  sui- 
vantes : 

P»    a,    ^>   7;      P/^   ^ï    ."»    '> 

vl  même  pour  la  quantité 

P/> 
^'  =  T' 

à  moins  toutefois  que  la  force  P  ne  s  évanouisse,  auquel 
cas  ses  projections  algébriques  sont  toutes  nulles  simul- 
tanément. Lors([u*on  fait  abstraction  de  ce  cas  particu- 
lier, la  seule  condition  nécessaire  pour  cpic  six  quantités 


•I- 
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prises  au  hasard  puissent  être  censées  représenter  :  i^  les 
projections  algébriques  d^une  force,  2^  les  projections 
algébriques  de  son  moment  linéaire,  se  réduit  à  celle 
que  fournit  F  équation 

P  CCS  a.  Vp  cos  X  -f-  P  cos  6.  Vp  ces  p  4-  P  cos 7.  P/?  cos  v  =  o, 

c*est-à-dire  à  Tévanouissement  total  de  la  somme  qu'on 
obtient  eu  multipliant  deux  à  deux  les  projections  algé- 
briques correspondantes,  puis  ajoutant  les  trois  produits 
ainsi  formés. 
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TROISIÈME  LEÇON. 


Détermioation  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  force» 
appliquées  au  même  point,  de  son  intensité,  de  sa  direction,  du  sens 
-dans  lequel  elle  agit. —  Conditions  d'équilibre  d'un  point  matériel 
i<*  libre  dans  l'espace;  o9  assujetti  à  rester  sur  une  surface  donnée; 
30  assujetti  à  rester  k  la  fois  sur  deux  surfaces  ou  sur  une  courbe 
donnée. 


29.  En  vertu  des  principes  que  nous  venons  d^établir, 
il  est  clair  que  si  plusieurs  forces  étant  appliquées  au 
même  point,  on  donne  :  i^  les  sommes  X,  Y,  Z,  de  leurs 
projections  algébriques  sur  les  axes  des  x^y^  Z]  2°  les 
sommes  L,  M,  N,  des  projections  algébriques  de  leurs 
moments  linéaires  sur  les  mêmes  axes,  on  pourra  déler- 
miner  Tintensité  de  la  résultante,  la  direction  suivaut 
laquelle  elle  agit,  et  le  sens  dans  lequel  elle  est  dirigée. 

Comme  les  six  quantités 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N, 

représentent  précisément  les  projections  algébriques  de 
cette  résultante  et  de  son  moment  linéaire,  on  devra  obte- 
nir une  somme  nulle  en  les  multipliant  deux  à  deux,  et 
ajoutant  les  produits  ainsi  obtenus.  On  aura  donc  (n"!28) 

(0  LX  +  MY4-MZ  =  o; 

de  pluSf  la  résultante  ne  pourra  s'évanouir  que  dans  le  cas 
particulier  où  ses  trois  composantes,  c'est-à-dire  les  trois 
quantités  X,  Y,  Z  seront  nulles  simultanément. 

Soient  en  général,  R  cette  résultante*,  «,  i,  c  les  angles 
que  sa  direction  fait  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives;  Rr  son  moment  linéaire;  enfin,  /,  wi,   n   Io^ 
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angles  que  forme  la  direction  du  nionirnt  linéaire  avec 
les  niâmes  demi-axes*,  les  valeurs  des  huit  quantités 

R,  a  y  by  c,      r,  /,  ///,   n, 

se  trouveront  déterminées  par  le  moyen  des  huit  équa- 
tions 

fR  cosfl  =  X,     R  cos  6  =  Y,     R  cos  c  =  Z, 
cos^  a  -h  cos*  ù  -h  cos'c  =  i , 
!Rrco5/  =  L,     Rrcosw=M,     Rrcos/i  =  N, 
cos'/  -h  cosV//  -h  cos'  /ï  J=  I  , 

desquelles  on  lirera 


i  Rirr^^X'-hY^-t-ZS 


{4.-  {  X  .       Y  z 

cos  rt  =  — -  î      cos  0  =  ^5      cos  c  =  —  » 
R  R  R 


(5) 


I,  M  N 


Cela  posé,  H  aura  évidemment  une  valeur  finie  et  diffé- 
rente de  zéro,  excepté  dans  le  cas  particulier  où  X,  Y,  Z 
s'évanouiraient  simultanément.  Si  Ton  fait  abstraction  de 
ce  cas  particulier,  les  quantités  a,  &,  c,  r  auront  toujours 
des  valeurs  finies  complètement  déterminées  ;  et  il  en  sera 
de  même  des  trois  angles  /,  m,  /},  à  moins  toutefois  que 
R  ne  s*évanouisse,  c'est-à-dire  à  luoins  que  les  trois 
quantités  L,  M,  N  ne  deviennent  nulles  en  même  temps. 
Mais  dans  ce  dernier  cas  le  moment  linéaire  R/*  se  ré- 
duisant à  zéro,  il  n'y  aurait  plus  lieu  de  chercher  les 
angles  /,  m,  n  que  sa  direction  fait  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives.  Dans  la  même  hypothèse  la 
force  R  agirait  suivant  une  droite  menée  par  le  cc^ntrc 
des  moments  de  manière  à  foi*mer  avec  ces  demi-axes  les 
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angles  a,  6,  c.  Ajoutons  que  daus  le  cas  général  la  direc- 
tion du  moment  linéaire  Rr  devant  êlre  perpendiculaire 
à  celle  de  la  résultante  R,  les  valeufs  de  a,  bjC^  /,  m,  n 
devront  vérifier  Téqualion  de  condition 

(6)  cosa  cos/  +  cos6  cosm -f-cosc  cos/i  =0. 

Or  cette  équation  se  réduit  en  vertu  des  formules  (4) 

cl  (5)  à 

LX-f-MY  +  NZ 

âv =  ^' 

cl  par  conséquent  à  Téquation 

(0  LX-hMY-i-NZ  =  o. 

30.  Les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  celles  des  quantités  R,  a,  6,  c,  r,  /,  m,  /?, 
^^posées  connues,  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  le 
point  d'application  de  la  résultante  R.  Soient  ^^n.  ^  les 
*^rfonnces  de  ce  môme  point.  Si  Ton  adopte  pour  les 
oeoii-axcs  positifs  la  disposition  la  plus  ordinaire,  on 
pourra  donner  aux  trois  premières  équations  (3)  la  forme 
suivante  : 

IR  (>i  cos c  —  Ç CCS  0)  =zLy 
R  (  ;  cos«  —  Ç  eus  c)  =  W, 
R  (S  cos  6  —  *i  cos  a)  =  2i, 

On  en  conclura,  en  ayant  égard  aux  trois  premières  équa- 
tions (a), 

lïZ  —  ÇY  =  L, 

'8)  \  ÇX  — ÇZ  =  M, 

ÇY  — >iX  =  N. 

D  semble  an  premier  abord  que  ces  trois  formules  four- 
'ïïssent  le  moyen  de  déterminer  les  trois  inconnues  Ç,  19,  ^ 
^^  fonction  des  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ;  mais  il  faut 
observer  que  si  Ton  ajoute  les  équations  (8)  après  avoir 
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multiplié  la  première  par  X,  la  deuxième  par  Y,  la  troi- 
sième par  Z,  on  trouvera  la  condi  don  LX  4- MY -1- NZ  =  o. 
Cette  condition  devant  toujours  être  remplie  par  les  va- 
leurs données  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  il  en  résulte  que  deux 
des  équations  (8)  entraînent  la  troisième.  Donc  il  n'exis- 
tera en  réalité  que  deux  équations  entre  les  cooixlonnécs 
I,  y?,  ^.  Ces  deux  équations  étant  du  premier  degré,  les 
diflerents  systèmes  de  valeurs  qu'elles  fournissent  pour 
ces  coordonnées  correspondent  à  des  points  situés  sur 
une  même  droite.  Celte  droite  sera  précisément  celle 
suivant  laquelle  agit  la  résultante  R.  Sa  projection  sur 
le  plan  des  jrz  sera  représentée  par  la  première  des 
équations  (8),  sur  le  plan  des  xz  parla  deuxième,  et  sur 
le  plan  des  xy  par  la  troisième: 

Si  Fou  fait  passer  une  parallèle  à  cette  même  droite 
par  Torigine  des  coordonnées,  les  trois  équations  de  la 
parallèle  seront  respectivement  : 

>îZ  — ïY==o, 
ÇX  — HZ  =  o, 

§Y— >,X  =  o, 
et  pourront  ùlre  remplacées  par  la  fornmie 

x"^  y      z' 

à  laquelle  on  parviendrait  directement  en  observant  que 
cette  parallèle  comprend  la  direction  d^unc  force  qui, 
appliquée  à  Torigine,  aurait  pour  projection  algébrique 
sur  les  axes  les  quantités  X,  Y,  Z. 

Si  Ton  plaçait  le  centre  des  moments  au  point  j^o»  /o  ^oi 
les  é(|uations  (8)  se  trouveraient  remplacées  par  les 
suivantes  : 

i  (>3-ro)z-.(:— zo)Y=L, 
(y)  j  (X  — Co)X-(î~^'.)Z  =  M, 

(   (?  — .r.)Y-(>j~v.)X  =  ]N. 
{i)u(in,  si  le  centre  des  moments  coïncidait  avec  un  point 


0 

9 
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situé  sur  la  direciioii  de  la  force  R,  on  aurait  à  la  lois 

L  =  o,        M  =  o,         N  =  o, 

et  les  équations  (9)  se  trouveraient  comprises  dans  la 
seule  formule 

X      ~"      Y      "~     Z 

on  aurait  par  suite 

Ç — ^«        m  —  j«       Ç  — «. 
cos  n  ces  b  eus  c 

Cette  dernière  formule  présente  sous  la  forme  la  plus 
simple  les  équations  d'une  droite  qui  passe  par  le  point 
J^%f  yoi  Zoet  qui,  prolongée  dans  un  certain  sens,  fait 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles 
a,  6,  c. 

Appliquons  maintenant  ces  propriétés  analytiques  de  la 
résultante  à  la  recherche  des  conditions  d'équilibre  d'un 
point  matériel  soumis  à  l'action  de  forces  quelconques. 

31.  Considérons  un  point  matériel  soumis  à  Faction 
des  forces  P,  P',  P", . . . ,  dont  la  résultante  est  représen- 
tée par  R,  et  supposons  d'abord  que  ce  point  matériel  soit 
entièrement  libre.  Pour  qu'il  ne  prenne  aucun  mouve- 
ment, il  faudra  et  il  suffira  que  la  résultante  R  se  réduise 
à  zéro.  Or,  si  l'on  rapporte  la  position  du  point  à  trois 
axes  rectangulaires  des  x,  y^  z  et  que  l'on  désigne  par 
X,  Y,  Z  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces 

données  sur  ces  trois  axes,  on  aura  R  =  S'^X'  -i-  \  *  4-  Z*. 
Donc  Téqualion 

entraînera  les  trois  suivantes 

(10)  X  =  o,         Y  =  u,         Z  =  o. 

Réciproc[uement,  si  ces  trois  dernières  é<]ualions  se 
ti-ou\onl  vériliées^  la  première  le  sera  ausbi.  Par  suite. 
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pour  qu*un  point  malériel  libre  soumis  à  Taction  de  plu- 
sieurs forces  P,  P',  P",. . . ,  reste  en  équilibre  dans  l'es- 
pace, trois  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  :  savoir 
que  les  sommes  des  projections  algébriques  de  ces  forces 
sur  trois  axes  rectangulaires  se  réduisent  à  zéro. 

32.  Supposons  maintenant  le  point  matériel  assujetti 
à  rester  sur  une  surface  donnée,  il  ne  sera  plus  néces-- 
saire  que  la  résultante  R  se  réduise  à  zéro  ;  mais  il  suffira 
évidemment  qu*elle  soit  normale  ou  perpendiculaire  à  la 
surface  donnée,  auquel  cas  elle  se  trouvera  détruite  par 
la  résistance  même  de  cette  surface.  Soit 

M  =  o 

Téquation  de  la  surface  en  question,  u  désignant  une  cer- 
taine fonction  des  coordonnées  x,  y^  z\  la  normale  me- 
née par  le  point  auquel  appartiennent  les  coordonnées 
x^  y-j  z  étant  prolongée  dans  une  certaine  direction  for- 
mera avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  des 
angles  dont  les  cosinus  seront  représentés  par  : 

'Il 


(lu 

71? 


//ciu\^        iday        [du\ 


du 
dz 


s/m -m -m 

De  plus,  si  Ton  suppose  la  résultante  R  appliquée  à  ce 
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point,  el  si  Ton  appelle  a,  &,  c  les  angles  formés  par  la 
direction  de  cette  résultante  avec  les  demi-axes  des  coor- 
données positives,  on  trouvera 


X 

COS  fl  =  •—  = 


R        V^X'-hY'-t-Z»' 


,        Y 

COS  o  =  —  = 


^        V'X*  4- Y' 4- Z' ' 


Z 

COS  C  =   -r  = 


^       V/X'  4-  Y»  -+-  7? 

Cetie  direction  devant  coïncider  avec  celle  de  la  normale 
prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  il  faudra  que 
Ton  ait  dans  le  cas  d'équilibre 

(iu 
X  .  d^ 


VX'-f-Y'  +  Z» 


Vie)' -m -m' 


du 


V'X'  4-  Y^'  4-  Z= 


\/(.S)'  -  ciy  *  [Ts 


VX'4-Y«4-Z' 


du 
dz 


/  ntu\^        /dit  y       idu\* 


le  même  signe  devant  être  adopté  à  la  fois  dans  les  se- 
conds  membres  des  trois  é([uations.  Il  est  essentiel  d'ob- 
server qu'on  peut  remplacer  le  système  de  ces  trois  équa- 
tions par  la  formule 


X  Y  Z 


(=)  (I)  m 
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de  laquelle  il  résulte  que  iioii'sculcmenl  les  trois  fraclions 

sont  égales  entre  elles,  mais  encore 


\dx)     \dx)     \dz) 

que  chacune  d*elles  est  égale  à 


« 

Cela  posé,  comme  la  formule  (i  i)  équivaut  à  deux  équa- 
tions seulement,  il  est  clair  que  les  conditions  d^équilibre 
d'un  point  sur  une  surface  se  réduisent  à  deux.  On  énonce 
à  la  fois  CCS  deux  conditions  en  disant  que  les  sommes  des 
projections  algébriques  des  forces  appliquées  au  point 
donné  doivent  être  respectivement  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  que  forme  la  normale  à  la  surface 
avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives,  oii^  ce 
qui  revient  au  même,  aux  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
surface. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'équilibre  dont  il  s'agit  ici, 
supposons  que  deux  points  qui  ont  pour  coordonnées 
respectives,  le  premier  Xq  ,  yo  5  -^o  5  le  deuxième,  x,y,  z^ 
soient  liés  entre  eux  par  une  droite  rigide  et  invariable,  et 
que  le  premier  de  ces  deux  points  devienne  fixe;  le  se- 
cond, rcslé  mobile,  ne  pourra  se  mouvoir  que  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  qui  a  pour  équation 

r  désignant  la  distance  invariable  des  deux  points.  En 
présentant  cette  équation  sous  la  forme 
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on  aura  dans  le  cas  présent  :  . 

du du du 

Par  suite,  si  l'on  suppose  les  forces  P,  P', ,  . . ,  appliquées 
au  second  point,  et  si  Ton  désigne,  comme  à  Tordinaire, 
par  Xy  Y,  Z  les  sommes  des  projections  algébriques  de  rcs 
forces  sur  les  axes,  oti  trouvera ,  au  lieu  de  la  formule  (  1 1  ) , 

X  Y  Z 

Les  deux  équations  comprises  dans  cette  formule  suffi- 
sent donc  pour  assurer  Téquilibre  dû  point  matériel  situé 
sur  la  surface  de  la  sphère.  Elles  expriment  que  la  résul- 
tanteRdes  forces  P5P', F',. •-icsl perpendiculaire  à  cette 
mAme  surface,  c'est-à-dire  dirigée  suivant  le  rayon  de  la 
spbère  ou  suivant  son  prolongement.  On  pourrait  déduire 
la  même  conclusion  des  remarques  faites  dans  la  dernièi  e 
leçon,  puisque,  d'après  ces  remarques,  la  double  équation 


r  —  .r«         r  —  y't        z  —  z, 


u 


X  Y  z 

appartient  à  la  droite  qui  passe  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  To,j^o9  ^o)et  suivant  laquelle  agit  la  force 
dont  les  projections  algébriques  sont  X,  Y,  Z.  Ainsi  pour 
qu'une  droite  invariable  dont  une  extrémité  reste  iixe  et 
dont  l'extrémité  mobile  est  sollicitée  par  les  forces  P,  P, . . . , 
demeure  en  équilibre,  il  faut,  et  il  suffît  que  la  résul- 
tante R  de  toutes  les  forces  données  agisse  suivant  cet  10 
même  droite  dans  un  sens  ou  dans  un  autre. 

Nous  avons  supposé  implicitement  que  la  surface  sur 
laquelle  un  point  matériel  était  en  équilibre  présentait 
une  résistance  indéfinie.  Si  elle  ne  pouvait  sans  se  briser 
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résister  au  delà  d'une  certaine  limite,  il  deviendrait  né- 
cessaire pour  réquilibre  que  la  résultante  R  des  forces 
données  ne  dépassât  pas  cette  limite.  Enfin  si  le  point 
matériel  était  simplement  posé  sur  la  surface,  il  faudrait 
que  ce  point  matériel  fût  appuyé  contre  elle  par  la  résul- 
tante R,  et  par  suite  qu'elle  fût  dirigée  dans  un  sens  déter- 
miné. 

Dans  le  cas,  par  exemple,  du  point  matériel  posé  sur 
la  surface  de  la  sphère,  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  doi- 
vent être  affectées  de  signes  contraires  à  ceux  des  diffé- 
rences X  —  '^01  y  — Jo9  s  —  ^0- 

33.  Considérons  maintenant  un  point  matériel  assujetti 
à  rester  à  la  fuis  sur  deux  surfaces,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  sur  la  courbe  qui  résulte  de  leur  intersection. 
Pour  que  ce  point  matériel  reste  en  équilibre  sous  Taction 
de  plusieurs  forces  P,  P',  P'', . . . ,  il  sera  nécessaire  et  il  suf- 
fira que  la  résultante  R  puisse  se  décomposer  en  deux 
forces  perpendiculaires  aux  deux  surfaces*,  cette  condition 
sera  remplie  si  la  résultante  R  est  normale  à  la  courbe 
d'intersection.  Soient 


M  =  o.     p  =r  o 


} 


les  équations  des  deux  surfaces,  ou,  en  d'autres  termes, 
les  deux  équations  de  la  courbe.  Ces  équations  détermi- 
neront ^  et  z  en  fonction  de  x,  et  la  tangente  à  la  courbe 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  j*,  Zj  prolongée 
dans  un  certain  sens,  formera,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  des  angles  qui  auront  pour  cosinus 
les  fractions 

dx  dy  dz 


yjdx^  ^-  dy^  4-  dz"        sjdx^  -i-  d/^  H-  dz^        \/ dx* '\' dj'^ -h  dz* 

Supposons  la  résultante  R  appliquée  à  ce  même  point  et 
désignons  par  X,  Y.  Z  les  sommes  des  projections  algc- 


ÉQUILIBRE    ni.N    POIHT.  63 

briques  des  forces  P,  P,  P", . . .  , 

X  Y  Z 

^X»-+-Y»-hZ''     \/X'-hY'-hZ''      v/X*4-Y'4-Z^' 

seront  les  cosinus  des  angles  que  la  direciion  de  la  résul- 
tante R  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positi- 
ves, et  la  somme 

V^X' -i-  Y'  H-  Z»  )/dx* H-  dy  H-  dz' 

représentera  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  cette  di- 
rection et  celle  de  la  tangente  à  la  courbe.  Cet  angle  de- 
vant être  droit,  son  cosinus  devra  être  nul  ]  et  par  consé- 
quent les  conditions  d^équilibre  du  point  matériel  sur  la 
courbe  se  réduiront  à  une  seule  exprimée  par  Tcquation 

(12)  Xd;r4-Yfl[r-!-Z^z=r  o. 

Prenons  pour  exemple  un  point  matériel  assujetti  à  rester 
sur  le  cercle  tracé  dans  le  plan  xy  et  qui  a  pour  équation 

(x— xo)--H  (r— .r.)'=  r\    z  =  o. 

On  a  dans  ce  cas 

(.T  —  X.)  r£r  -h  (r  — r.)'(>'  ==  *s 

dy  dx  dz 

X  — .r,  J—Jp         O  ' 

par  suite  Téquation  (12)  deviendra 

X  Y 

Y(.r  —  jr.)  — X(j  —  /.)=.-0,      ou       =r : 


—  .r.        r  —  y. 


CCS  équations  prouvent  que  la  résultante  coïncide  avec  le 
rayon  mené  du  centre  du  cercle  au  point  x,  y^  ou  qu'elle 
est  normale  à  la  circonférence  du  cercle. 
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QUATRIÈME  LEÇON. 


Propriétés  d'un  système  de  forces  appliquées  i  difleronls  points  matériels 
dans  l'espace.  —  Couples.  —  Moment ^et  moment  linéaire  d'un  couple. 
—  Force  principale,  moment  linéaire  principal,  axe*  principal. — Cas  de 
une,  do  deux,  de  trois  forces.  Application  à  la  recherche  des  conditions 
d'équilibre  d'une  droite  invariable  et  d'un  triangle  invariable. 


3i.  Après  avoir  trouvé  les  conditions  d'équilibre  d*uii 
]>oiDt  matériel  soit  libre,  soit  assujetti  à  rester  sur  une 
courbe  ou  sur  une  surface  donnée,  nous  devons  recher- 
cher les  équations  d^équilibre  d'un  système  composé  de 
plusieurs  points  liés  invariablement  entre  eux,  et  sollicités 
par  des  forces  quelconques.  Pour  faciliter  cette  recherche 
nous'allons  d*abord  faire  connaître  quelques  propriétés gé« 
nérales  d'un  semblable  système. 

Soient  respectivement  .r,  y,  z-^j^^j  ',  z'\  x!'^j  ",  z"\ . . .  ^ 
les  différents  points  que  l'on  considère^  P,  P',  P',..., 
les  différentes  forces  qui  les  sollicitent  réduites  à  une 
seule  pour  chacun  d'eux.  Concevons  de  plus  que  ces 
mêmes  forces  foiment  respectivement  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  les  angles 

a,  6,  7,      a',  6',  7',      a",  6",  7" , .  .  :  . 

Les  projections  algébriques  de  la  force  P  sur  les  axes  se- 
ront 

Pcosa,     P  cos  6,     PC0S7; 

tandis  que  les  projections  algébriques  de  son  moment 
linéaire  se  trouveront  représentées,  si  Ton  place  le  centre 
des  moments  à  l'origine  des  coordonnées,  par  les  trois 
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pl*odQits 

P(jcos7 — «Cos6),     P(«coia — .rco5  7),     P(j:cos§ — jcosa), 

et,  si  Ton  place  le  centre  des  moments  au  point  qui  a 
pour  coordonnées  0:0,^^0)  -^09  ps^r  lés  suivants 

P  [(jr— rO co*7  "-(*^*»)  ^*^]>     P[(»— 2o)  cos  a— (j:— jrojcosy], 

P  [(x— ir.)  côs  ê  —  (/  — j.)  ces  a]. 

On  peut  remarquer  d^ ailleurs  que,  pour  obtenir  ces  trois 
derniers  produits,  il  suffit  d'ajouter  respectivement  aux 
trois  premiers  les  quantités 

P{j%co&*f — 2,<ros6),    P(ioC<)'sa — XtC06y)y    P{x,  cos  €—7,008  a), 

prises  en  signe  contraire,  c^est-à-dire,  en  d*aulres  termes, 
les  projections  algébriques  sur  les  axes  du  moment  linéaire 
d^une  force  égale  et  parallèle  h  P,  mais  dirigée  en  sens 
contraire  et  appliquée  au  point  oTo,  7^0 »  ^o  î  ce  moment 
linéaire  étant  calculé  pour  le  cas  où  Ton  place  le  centre 
des  moments  à  Forigine  des  coordonnées.  De  cette  remar- 
que on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théohjsme  I. — Sif  en  plaçant  le  centre  des  moments  à 
Forigine  des  coordonnées^  on  construit:  i^  le  moment 
linéaire  de  la  force  P,  a°  le  moment  linéaire  ^  une  force 
égale  et  parallèle^  mais  dirigée  en  sens  contraire  et  ap- 
pliquée au  point  x^^  y  ^^  ^of  le  moment  linéaire  résul- 
tant transporté  parallèlement  à  lui-même  au  point  dont 
il  s'agit j  représentera  en  grandeur  et  en  direction  le  mo^ 
ment  linéaire  de  la  force  P  par  rapport  à  ce  même  point, 

35.  Nous  dirons  avec  M.  Poinsot  que  deux  forces  for- 
ment  un  couple  lorsqu' elles  sont  égales  et  parallèles,  mais 
dirigées  en  sens  contraire,  suivantdeux  droites  différentes, 
et  le  moment  de  ce  couple  ou  son  moment  linéaire  sera  ce 
que  devient  le  moment  ou  le  moment  linéaire  de  l'une 
des  forces,  quand  on  prend  le  point  d'application  do 
Tautre  pour  centre  des  moments.  Cela  posé,  le  moment  du 
I.  5 
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couple  sera  évidemment  égal  au  produit  de  l'une  des 
forces  par  leur  distance  mutuelle,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  à  la  surface  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  forces;  et  le  plan  du  moment  du  couple  sera  préci- 
sément le  plan  de  ce  parallélogramme,  ou,  si  l'on  veut, 
celui  qui  renferme  les  deux  forces  données.  De  plus  le 
moment  linéaire  du  couple  élevé  par  le  point  d'applica- 
tion de  l'une  des  forces  se  comptera  sur  le  demi -axe  per- 
pendiculaire au  plau  du  couple,  et  autour  duquel  l'autre 
force  tend  h  produire  un  mouvement  de  rotation  de  droite 
à  gauche.  Enfin,  comme  dans  la  proposition  ci-dessus  les 
points  d'application  des  deux  forces  P  et  l'origine  des 
coordonnées  peuvent  être  des  points  quelconques  de  l'es- 
pace, il  est  clair  que  cette  proposition  se  réduira  simple- 
ment à  celle  que  nous  allons  énoncer  : 

TnéoRisME  IL  ' —  Lorsque  deux  forces  forment  un 
couple,  le  moment  linéaire  résultant  pour  le  système  de 
ces  deux  forces  est  égal  et  parallèle  au  moment  du 
couple  et  dirigé  dans  le  même  sens,  quelque  soit  le  point 
de  V espace  qu'ion  prenne  pour  centre  des  moments. 

36.  Revenons  maintenant  au  système  des  forces  P,  P, 
P^,. . .,  appliquées  à  différents  points  de  l'espace.  Soient 
respectivement  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  sommes  des  projec- 
tions algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments  linéaires 
dans  le  cas  ou  l'on  place  le  centre  des  moments  à  l'origine 
des  coordonnées.  On  aura 

y 

X  =  Pcosa-HP'cos«'  -H  . .  .  , 
Y  =  Pcosê  -4-  F' CCS 6'  -h  .  .  .  . 
Z  =  Pcos7  "+-  P'cos7'  -+"•••) 

^  *L  =  P(^COS7  —  2COSê)-h..., 

M  =  P  (  2  ces  a  —  r  COS7) -H  .  .  .  , 
?î=-P(arcos6 — j^cosa)-+-    ... 
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y 

Cela  posé,  si  par  un  point  quelconque  on  mène  des  forces 
P,  P',  P^, . .  • ,  égales  et  parallèles  aux  forces  données,  leur 
résultante,  que  je  désignerai  par  R,  aura  pour  valeur 

(a)  R  =  ^X' -f. Y» -f.  Z', 

et  formera  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives 
des  angles  a.  i,  c,  détermin€'*s  par  les  équations 

X  Y  Z 

f'3)  cos/ï  =  — ■?       co%  h  = -ry       rosf  =  — -. 

'  R  R  R 

De  plus,  si,  prenant  le  point  dont  il  s*agit  pour  centre  des 
moments,  on  construit  les  moments  linéaires  des  forces 
données,  on  pourra  composer  ces  moments  entre  eux  de 
manière  k  obtenir  en  définitive  un  moment  linéaire  ré- 
sultant. Soi  t  K  ce  dernier  moment  et  désignons  par  /,  m,  n 
les  angles  que  forme  sa  direction  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives.  Si  le  point  pris  pour  centre  des 
moments  se  confond  avec  Torigine  des  coordonnées,  on 
aura  évidemment 


.'4)  K  =  VL'-HM=-hN% 

^  K  K  K 

puisque  les  projections  algébriques  du  moment  linéaire 
résultant  devront  être  respectivement  égales  aux  sommes 
des  projections  algébriques  de  tous  les  autres.  Si  le  même 
point,  supposé  distinct  de  Torigine,  avait  pour  coordon- 
nées x«,j'o»  ^01  il  faudrait,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-des- 
sus, lui  appliquer  des  forces  égales  et  parallèles  aux  forces 
P,  P,  P",...,  mais  dirigées  en  sens  contraire.  En  joignant 
ces  nouvelles  forces  au  système  des  forces  données,  et  com- 
posant  les  uns  avec  les  autres  les  moments  linéaires  de 
toutes  les  forces  pris  par  rapport  à  Toiigine,  on  forme- 
rait un  moment  linéaire  résultant  égal  et  parallèle  à  relui 
que  Ton  cberche  et  dirigé  dans  le  même  sens.  Or  les  nou- 


j. 


68  STATIQUE. 

vellt:5  forces  étant  égales  et  parallèles  aux  forces  données, 
mais  dirigées  en  sens  contraire,  leur  résultante  serait  égale 
et  directement  opposée  à  la  force  R.  Par  suite  les  sommes 
des  projections  algébriques  de  leurs  moments  linéaires 
seraient  respectivement  égales  aux  projections  algébriques 
du  moment  linéaire  de  la  force  R  prises  en  signe  con- 
traire, c'est-à-dire  à 

R  (««  cos  b  — /,  ces  c)  =  z,y  —  r#Z, 
R  fx0  cos  c  —  2«  cos  n)  =  j,Z  —  z.X, 
RCx'oCOSa  —  jr,cos^)=/.X  —  x^Y* 

Donc,  si  à  ces  trois  dernières  expressions  on  ajoute  les 
quantités  L,  M,  N,  on  trouvera  pour  sommes  les  projec- 
tions algébriques  du  moment  linéaire  représenté  par  K  \ 
donc,  en  plaçant  le  centre  des  moments  au  point  x^,  y^^ 
^01  on  aura 

I'  Kcos  /  =  L  — /.Z-f-  ^.Y, 
Rcos/7t=:M —  z,X-f-jr,Z, 
Rcos/i  =  N  —  XoY-f-  7,X. 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  les  seconds  mem- 
bres de  ces  dernières  équations  en  exprimant  au  moyeu 
des  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  les  sommes  des  projec- 
tions algébriques  des  moments  linéaires  des  forces  P,  P', 
P^, . . . ,  par  rapport  au  point  Xo,  /o,  ^oi  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  les  trois  polynômes 

P[(r  — r«)«>»7  — («  —  Za)cos6] 

-+-?'[(/  — r.)  cos  7'- (z'—3.)cos6']-f...., 

I 

p  [(r  —  z.)  cos  a  —  (jr  —  X,)  cos 7] 

-h  P'[(*'  —  z.)  cos  9!  —  (x'—  Xa)  cos  7'] 

P[(x  — x.)cos6  — (/  — jo)cosa] 

H-P'[(x'_x.)cos6'-(/-j.)<'osa'] 
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On  tire  d'ailleurs  des  équations  (6) 


(7)  K=  V(L-r. Z4-8,Y)'+(M -s,X+:r, Z)' -i-  (N  -.r,Y+ r.X)'. 

„.,_L— r.Z  +».Y 

COS  I  = — » 

o*  /  M  —  ZoX-h-ar,  z 

\o)  \    COSIII  = 9 

K 


COS/I  = 


37.  Pour  plus  de  commodité,  la  résultante  R,à  laquelle 
se  réduit  le  système  des  forces  P,  P,  P', . . . ,  lorsque 
toutes  ces  forces  sont  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  et  appliquées  au  même  point,  sera  nommée  désor- 
mais \di  force  principale  du  système.  Le  moment  linéaire 
K,  résultant  de  la  composition  des  moments  linéaires  des 
forces  données,  sera  de  même  appelé  moment  linéaire 
principal.  Cela  posé,  il  est  clair  que  la  direction  et  Tin- 
tcnsité  du  moment  linéaire  principal  dépendront  de  la 
position  du  centre  des  moments,  tandis  que  la  direction 
et  l'intensité  de  la  force  principale  seront  indépendantes 
de  son  point  d'application.  De  plus,  quand  on  aura  con- 
struit le  moment  linéaire  principal  relatif  à  Torigine  des 
coordonnées,  il  suffira  de  le  composer  avec  le  moment  li- 
néaire de  la  force  principale  appliquée  au  point  Xq,  /09  ^o 
et  agissant  en  sens  contraire  de  sa  direction  naturelle, 
puis  de  transporter  à  ce  dernier  point  le  moment  linéaire 
résultant,  pour  obtenir  le  moment  linéaire  principal  re- 
latif à  ce  même  point.  Ou  en  conclura  par  une  déduction 
géométrique  facile  que  la  projection  du  moment  linéaire 
principal  sur  la  direction  de  la  force  principale  est  une 
quantité  constante  indépendante  de  la  position  du  centre 
des  moments.  Cette  proposition,  due  à  M.  Coriolis,  peut 
être  démontrée  analytiqiienient  de  la  manière  suivante: 

Pour  déterminer  la  piojortion  du  moment  linéaire  prin- 
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cipal  sur  la  direction  de  la  force  principale,  il  suffit  de 
multiplier  le  moment  lui-même  par  le  cosinus  de  Tangle 
compris  entre  sa  direction  et  celle  de  la  force,  et  de  pren- 
dre la  valeur  numérique  du  produit.  Or  le  cosinus  de 
Tangle  compris  entre  les  deux  directions  est  équivalent  à 
la  somme 

CCS  a  ces  /  -h  cos  b  ces  m  +  ces  c  ces  n, 

laquelle  en  vertu  des  équations  (3)  et  (8)  se  réduit  à  la 
fraction 

LX  4-  MY  -h  NZ 
KR 

Donc  la  projection  cherchée  sera  équivalente  à  la  valeur 

numérique  de  cette  fraction  multipliée  par  K,  c'est-à-dire 

n 

LX  -t-MY  -4-  NZ 

-^^■^M^^l^^-^^i^—     ■■■Il  ■  ■  • 

R 

Cette  dernière  expression,  ainsi  qu  on  devait  s^y  attendre^ 
ne  dépend  pas  des  coordonnées  du  centre  des  moments, 
mais  seulement  des  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  qui 
conservent  les  mêmes  valeurs  quelle  que  soit  la  position 
de  ce  centre. 

38.  La  projection  du  moment  linéaire  principal  sur  la 
direction  de  la  force  principale  étant  une  quantité  in- 
variable, représente  nécessairement  la  plus  petite  valeur 
que  puisse  admettre  ce  moment  linéaire,  ou,  en  d'autres 
termes,  son  minimum.  Pour  obtenir  ce  minimum,  il  faut 
évidemment  placer  le  centre  des  moments  dans  une  po- 
sition telle,  que  la  direction  du  moment  linéaire  principal 
devienne  parallèle  à  celle  de  la  force  principale.  Cette 
condition  sera  remplie  si  Ton  a 

cos  /        cos  ///       cos  n 

roft  a         vus  fj  ros  r 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

X  ""  Y  ~  Z  ^ 

par  conséquent,  si  Ton  nomme  Ç,  y;,  ^  les  coordonnées 
d'un  point  qui,  pris  pour  centre  des  moments,  remplisse 
la  condition  énoncée,  on  aura 

L  — nZ  +  ^Y  _  M  — gX-4-gZ  _  N  — SY-hnX 
X  ""  Y  Z 

_  LX  +  MY  -4-  NZ 

Cette  dernière  formule  équivaut  aux  trois  équations 

I          i^y^       X   LX  -4-  MY  -h  NZ 
L-,Z4.;Y  =  - ^^ , 

i.\  J  %i      >^    .   r^_  Y  LX+MY-f-KZ 

nr       «rv  ^    V       Z   LX  H-  MY  H-  NZ 

N-ÇYH-,X=- ^^ 

Comme  ces  trois  équations  sont  du  premier  degré  rela- 
tivement aux  coordonnées  Ç,  tj,  ^,  et  que  la  troisième 
équation  se  déduit  immédiatement  des  deux  autres,  îl  est 
clair  qu'elles  appartiennent  à  une  droite  sur  laquelle  il 
suffira  de  placer  le  centre  des  moments  pour  que  le  mo- 
ment linéaire  principal  devienne  un  minimum .  Cette 
droite  sera  désignée  désormais  sous  le  nom  (ï axe  pria» 
cipaL 

30.  Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  à 
une  seule,  les  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  appartien- 
nent à  cette  force  unique  ;  elles  représentent  les  projec- 
tions algébriques  de  cette  force  sur  les  axes  et  celles  de  son 
moment  linéaire  par  rapport  à  Torigine.  Dans  la  même 
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hypothèse  on  a  nécessairement  LX  +  MY4-MZ  =  o, 
et  par  suite  les  équations  (  i  o  )  se  réduisent  à 

(il)     Z*ï— YÇ  =  L,     XÇ  — ZÇ  =  M,     YÇ  — Xiï  =  N, 

ou  en  substituant  pour  ](,  Y,  Z,  L,  M,  N  leurs  valeurs, 
et  transformant,  à 

ces  a  cas  6  cosy 

équations  de  la  droite  suivant  laquelle  agit  la  force  donnée. 
Donc  alors  Taxe  principal  se  confond  avec  cette  droite. 

40.  Lorsque  le  système  des  forces  données  se  réduit  à 
deux  forces  P,  P',  on  a 

X  =  P cosa  -h  P'  ces  ol\ 
Y  =  Pcos6h-  P'ços6\ 
Z  =  P cos  7  -h  P'  CCS  7'. 

Alors  la  force  principale  est  la  résultante  des  forces  P,  P' 
transportées  au  même  point,  et  le  moment  linéaire  princi- 
pal est  la  diagonale  du  paralIélograuMne  construit  sur  les 
moments  linéaires  des  deux  forces  données.  Dans  la  même 
hypothèse  la  force  principale  s'évanouît  lorsque  les  deux 
forces  P,  P'  forment  un  couple,  auquel  cas  on  a  néces- 
sairement 

(  X  =  o,     y  =  o,     Z  =  o,    P'  =  P, 

f  cosa  =  —  cosa,     cos6=  —  coso,     C0S7=  — COS7. 

Dans  ce  cas,  les  projections  algébriques  (6)  du  mo- 
ment linéaire  principal  deviennent  indépendantes  de 
la  position  du  centre  des  moments^  par  suite  le  moment 
linéaire  principal  conserve  toujours  la  même  valeur  et 
n'admet  plus  de  minimum ^  en  sorte  que  Taxe  principal 
disparait  entièrement.  La  valeur  constante  du  moment 
linéaire  principal  est  alors  é({uivalentc  au  moment  du 
couple,  c'esl-à-diro  an  momcnl  linéaire  de  l'une  des 
forces  quand  on  place  le  centre  de*;  niomenls  sur  la  direc- 
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lion  de  l'autre  force,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expli- 
qué. On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  observant 
que  dans  le  cas  présent,  les  projections  algébriques  du 
moment  linéaire  principal  se  réduisent,  en  vertu  des  for- 
mules (12),  à 

/   L=P[(7— /)cos7-(z  — z')cos6J, 
(l3)  I  M=P[(z— z'jcosa  — (or— ar')cOS7], 

c'est-à-dire  aux  projections  algébriques  du  moment  li- 
néaire de  la  force  P  dans  le  cas  où  Ton  prend  pour  centre 
des  moments  le  point  d'application  de  la  force  P'. 

Si  pour  le  système  des  forces  P,  P'  la  force  principale 
et  le  moment  linéaire  principal  s*évanouissaicnt  en  même 
temps,  on  en  conclurait  que  ces  deux  forces  sont  égales 
et  agissent  suivant  une  même  droite,  mais  en  sens  con- 
traires. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  forces  P,  P', 
P^,. . . ,  lorsque  X,  Y,  Z  s'évanouissent,  la  grandeur  et  la 
direction  du  moment  linéaire  principal  deviennent  in- 
dépendantes de  la  position  du  centre  des  moments.  Par 
suite,  si,  la  force  principale  étant  nulle,  le  moment  li- 
néaire principal  se  réduit  à  zéro  pour  une  certaine  posi- 
tion du  centre  des  moments,  il  s^ évanouira  également 
pour  toutes  les  autres. 

41 .  Considérons  encore,  pour  mieux  fixer  les  idées,  un 
système  composé  seulement  de  trois  forces  P,  P^  I^^  Si 
pour  ce  système  les  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N 
s'évanouissent,  non-seulement  la  force  principale  s'éva- 
nouira, mais  encore  le  moment  linéaire  sera  lui-même 
nul,  quel  que  soit  le  centre  des  moments.  Cela  posé,  sup- 
posons que  Ton  fasse  coïncider  le  centre  des  moments 
avec  le  point  d'application  de  la  force  F'.  Dans  ce  cas,  le 
moment  lim^airr  de  la  foni;  P'  élanl  nul,  ceux  des  deux 
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autres  forces  devront  être  égaux  et  dirigés  suivant  une 
même  droite,  mais  en  sens  contraires,  afin  que  le  moment 
résultant  se  réduise  à  zéro.  Par  suite  les  directions  des 
forces  P,  P'  devront  être  comprises  dans  un  plan  unique 
mené  perpendiculairement  à  la  droite  dont  il  s'agit  par 
le  point  d'application  de  la  force  W,  Ce  plan  unique  ren- 
fermant les  points  d'application  des  trois  forces  P,  P',  F* 
sera  nécessairement  le  plan  du  triangle  formé  avec  ces 
trois  points.  Comme  au  point  d'applicalion  de  la  force  P^ 
on  peut  substituer  k  volonté  celui  de  la  force  P  ou  celui 
de  la  force  P'^  on  déduira  évidemment  des  remarques  que 
nous  venons  de  faire  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  — Si  pour  le  système  des  trois  forces 
P,  P',  F,  les  six  quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  s'éuanouis- 
sent,  chacune  des  trois  forces  sera  comprise  dans  le  plan 
du  triangle  qui  renferme  les  trois  points  d'application, 

42.  Cela  posé,  cherchons  les  conditions  d'équilibre  de 
deux  points  matériels  A  et  A'  soumis  à  l'action  des  deux 
forces  P,  P'  et  liés  entre  eux  par  une  droite  invariable.  Si 
l'équilibre  subsiste  entre  les  forces  appliquées  aux  extré- 
mités de  cette  droite,  on  ne  le  troublera  pas  en  fixant 
l'une  de  ces  extrémités,  par  exemple  le  point  A'.  Dans 
cette  supposition  le  point  A,  restant  seul  mobile,  ne 
pourra  décrire  que  la  surface  d'une  sphère,  et  la  force  P 
pour  le  maintenir  en  équilibre  devra  être  normale  à  cette 
surface,  par  conséquent  dirigée  suivant  A  A',  ou  suivant 
son  prolongement.  On  prouverait  de  même,  en  fixant  le 
point  A,  que  la  force  P'  doit  encore  être  dirigée  suivant 
le  rayon  A  A'  prolongé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre. 
Concevons  maintenant  que,  les  forces  P,  P'  agissant  l'une 
et  l'autre  suivant  la  droite  qui  joint  leurs  points  d'appli- 
cation, on  rende  à  ces  deux  points  leur  mobilité  primitive* 
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Pourqae  Téquilibre  <*ontinoe  à  subsister,  il  sera  évidem- 
nient  nécessaire  que  la  droite  soit  tirée  à  ses  extrémités 
par  les  deux  forces  dans  deux  sens  opposés,  et  autant  dans 
v'jtfi  sens  que  dans  Tautre.  Par  suite  les  deux  forces  devront 
èlre  ^ales  et  dirigées  en  sens  contraires.  Réciproquement, 
n  les  deux  forces  P,  P'  appliquées  aux  extrémités  de  la 
droite  invariable  A  A'  sont  égales  entre  elles  et  agissent 
suÎTant  cette  droite,  mais  en  sens  opposés,  il  y  aura  évi- 
demment équilibre. 

Lorsque  deux  forces  sont  ^ales  et  agissent  suivant  une 

même  droite  en  sens  contraires,  leurs  moments  linéaires 

sont  nécessairement  égaux  et  directement  opposés.  En 

conséquence,  pour  le  système  composé  de  ces  deux  forces. 

le  moment  linéaire  principal  s'évanouit  aussi  bien  que  la 

force  principale.  Réciproquement,  si  pour  un  système 

composé  de  deux  forces  P,  P'  la  force  principale  et  le 

mment   linéaire  principal    s^évanouissent,  on   pourra 

conclure  que  ces  deux  forces  sont  égales  et  agissent  en 

sens  contraires,  suivant  la  droite  qui  joint  leurs  points 

d'ipplicalion.  Donc  alors,  si  cette  droite  est  invariable, 

«Iles  se  feront  équilibre. 

43.  Pour  traduire  en  analyse  les  conditions  d'équilibre 
«jue  nous  venons  de  trouver,  désignons  par  x,  y ,  z,  x',  j^, 
'jles  coordonnées  des  points  A,  A'*,  par  ce,  o,  y,  a\ 
S'»  /  les  angles  que  forment  les  directions  des  forces  P,  P' 
>V€c  les  demi-axes  des  coordonnées  positives^  enfin,  par 
X)Y,Z,  L,  M,  N  les  sommes  des  projections  algébri- 
<)ttes  des  deux  forces  sur  les  axes  des  x,  y^  z  et  les 
^^'nuiies  des  projections  algébriques  sur  les  mêmes  axes 
^^  leurs  moments  linéaires,  dans  le  cas  où  Ton  place  le 
^niredes  moments  à  Forigine  des  coordonnées.  La  force 

principale  étant  représentée  par  v/X'  -f-  Y'  -h  Z'  et  le  mo- 

"ïem  linéaire  principal  par  y  L*  -h  M'  -h  N',  il  sera  né- 
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cessai re  et  suffisant  pour  Véquilibre  que  Ton  ait  à  la  fois 

(i4)  X»^-Y»-hZ^  =  o,     L»  +  M^  H- N»  =r  G, 

et  par  suite 

(i5)    X  =  o,  y=o,  Z  =  o,     L=o,  M=o,  N=o. 

Si  dans  ces  dernières  équations  on  remet  pour  X,  Y,  Z, 
L,  M,  N  leurs  valeurs  respectives,  on  trouvera 

/  P  cosa  -f-  P'  ces  OL  =  o, 
(i6J  I  P cos6  -f-  P' cos6'  =  o, 

\  PC0S7 -hP'cosy'^:  o, 

IP  (j  ces  7  —  z  cos6)  4-  P'  (y  cos  7'  —  a'  cos  6')  =  o, 
P  (zcosa  — xcos7)-hP'  («'cosa'  — jp' cos 7' )  =r  o, 
P(x  cos  6  —  7 cos  a)  -f-  P'  (;r'  cos6'  — y  cos  a')  =  o. 

En  vertu  des  équations  (16), les  équations  (17)  deviennent 

(  P [(r — y)  co* 7  —  (»  —  ^') <^0* ^] = <^y 

(18)  j  P[(z  — a')cQSa  —  (x — x')co87]  =  o, 

\  P[[j^  —  x')cos6 — (j— j')cosa]  =  o, 

et  peuvent  être  remplacées  par  les  deux  équations  com- 
prises dans  la  formule 

*    .  P  cos  a P  cos  6 P  co$7 

^'^^  ];ir^  —  7:77  —  r=r7' 

En  conséquence,  les  six  équations  d'équilibre  que  nous 
avons  trouvées  se  réduisent  à  cinq,  savoir  aux  équa- 
tions (16)  et  à  celles  que  comprend  la  formule  (19).  Los 
équations  (i6)  expriment  que  les  forces  P,  P'  sont  égales 
et  agissent  en  sens  contraires  suivant  la  même  droite,  ou 
suivant  des  droites  parallèles.  La  formule  (19)  exprime 
que  la  force  P  agit  suivant  la  droite  qui  joint  les  points 
d'application    dos  deux  forces.    Ajoutons   qno  1rs  t'qua- 
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lions  (16)  et  la  formule  (19)  peuvent  être  remplacées  par 
une  seule  formule,  savoir  : 

(P  CCS  a P  CCS  6  P  cos  7 
(20)        < 

\        ""  x'  —  j:  ~'  /  —  y  "~"    z'  — * 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  une  force  P  appliquée  au 
point  A  et  agissant  suivant  la  droite  AA'  fera  équilibre  à 
une  deuxième  force  F  :=  P  appliquée  à  un  autre  point 
A'  de  la  même  droite  et  dirigée  suivant  cette  droite,  mais 
dans  un  sens  contraire,  pourvu  que  Ton  suppose  les  deux 
points  liés  invariablement  entre  eux.  Cet  équilibre  sub- 
sisterait encore  si  Ton  transportait  le  point  d'application 
de  la  force  P  de  A  en  À',  sans  changer  la  direction 
de  cette  force,  puisqu'alors  on  aurait  au  point  A'  deux 
forces  égales  et  directement  opposées.  Le  point  A'  pouvant 
d'ailleurs  être  choisi  arbitrairement  sur  la  direction  de 
la  force  P,  nous  devons  conclure  qu'une  force  dirigée 
suivant  une  droite  dont  tous  les  points  sont  liés  invaria- 
blement entre  eux  produit  toujours  le  même  efiet  en  quel- 
€]ue  point  de  cette  droite  qu'on  la  suppose  appliquée. 
C'est  ce  qu'on  peut  encore  exprimer  en  disant  que  deux 
forces  appliquées  aux  extrémités  d'une  droite  invariable 
et  agissant  suivant  cette  droite  dans  le  même  sens  sont 
èéfiui^alentes, 

n  est  d'ailleurs  essentiel  d'observer  qu'en  transportant 
le  point  d'application  d'une  force  partout  où  l'on  voudra 
sur  la  direction  de  cette  force,  on  ne  changera  jamais  ni 
ses  projections  algébriques ,  ni  celles  de  son  moment  li- 
néaire. 

Siy  la  droite  A  A' demeurant  toujours  invariable,  Tex- 
trémité  A  de  cette  droite  était  soumise  à  l'action  de  plu- 
sieurs forces  P,  Q, ...,  et  l'extrémité  A'  à  l'action  de 
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plusieurs  autres  forces  P,  Q', . . .,  il  serait  nécessaire 
oi  il  suffirait  pour  Téquilibre  que  la  résultante  des  force 
P,  Q, . . . ,  fût  égale  à  la  résultante  des  forces  P,  Q',  • . . 
et  que  ces  deux  résultantes  fussent  dirigées  suivant  1 
même  droite ,  mais  en  sens  contraire^  par  suite,  il  sera 
nécessaire  et  il  suffirait  que,  pour  le  système  de  toutes  It 
forces  données,  la  force  principale  et  le  moment  linéaii 
principal  se  trouvassent  réduits  à  zéro. 

Si  Ton  désigne  toujours  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  Ii 
sommes  des  projections  algébriques  des  forces  donné 
sur  les  axes  et  celles  de  leurs  moments  linéaires,  les  den 
conditions  qit^on  vient  d^énoncer  seront  encore  exprimée 
par  les  deux  équations 

(i4)  X»-+-Y»-hZ»=:o     et     L'  +  M'-f.N»  =  o, 

ou 

(i5)      X  =  o,  Y=o,  Z=:o     et     L=o,  M=o,  N  = 

Il  semble  donc  au  premier  abord  qu'il  y  ait  dans  le  c 
présent  six  équations  d'équilibre,  mais  on  prouvera  fac 
lement,  comme  on  Ta  déjà  fait  dans  un  cas  semblable,  qi 
la  sixième  équation  se  déduit  des  cinq  autres. 

A4f,  On  passe  sans  peine  du  cas  d'une  droite  invariai) 
au  cas  d'un  triangle  invariable,  c'cst-à  dire  de  trois  poin 
A,  A',  A"  liés  par  trois  droites  invariables,  et  soumis 
l'action  de  trois  forces  données  P,  P',  P'.  Si  Téquilib 
subsiste,  il  ne  sera  pas  troi^lé  lorsqu'on  fixera  dei 
sommets  du  triangle,  par  exemple  les  points  A ,  A^;  da: 
cette  supposition,  le  point  A'^  restant  seul  mobile  i 
pourra  décrire  qu'un  cercle  dont  le  plan  sera  perpendic 
laire  à  celui  du  triangle,  et  dont  le  centre  se  trouve 
situé  sur  la  droite  A  A'.  De  plus,  la  force  P'  deva 
maintenir  le  point  A"  en  équilibre  sur  la  circonférence  < 
cercle,  sera  nécessairement  perpendiculaire  à  la  tan^en 
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au  cercle  mené  par  le  poinl  A^',  et,  par  conséquent,  com- 
prise dans  le  plan  du  triangle  donné. 

On  arriverait  encore  à  la  même  conclusion  en  obser- 
Tint  que  si  la  force  P^  n^était  pas  comprise  dans  le  plan 
da  triangle,  elle  ferait  tourner  ce  plan  autour  de  Taxe  AA' 
devenu  fixe  en  vertu  de  Thypothèse  admise.  Cela  posé,  on 
pourra  construire  un  parallélogramme  qui  ait  pour  dia- 
gonale la  force  P^  et  dont  les  côtés  coïncident  en  direction 
iTeclesdroites  A'^A,  A^A',  ou  avec  leurs  prolongements. 
Par  suite,  on  pourra  décomposer  la  force  W  appliquée 
an  sommet  A'^^en  deux  autres  qui  agissent  suivant  les  côtés 
adjacents.  Soient  Q,  Q',  les  composantes  dont  il  s'agit  : 
il  sera  permis  de  transporter  la  force  Q  agissant  suivant 
le  côté  A^A  du  point  A^^  au  point  A,  et  la  force  Q'  agissant 
saivant  le  côté  A'^^A'  du  point  A''  au  point  A'^  on  obtien- 
dra par  ce  moyen,  au  lieu  des  trois  forces  P,  P',  W^  appli- 
({nées  aux  trois  sommets  d'un  triangle  invariable ,  quatre 
forces  P,  Q,  P',  Q'  appliquées  aux  deux  extrémités  d'une 
droite  invariable,  et  qui  devront  encore  se  faire  équilibre. 
Donc ,  pour  le  système  des  quatre  dernières  forces ,  la 
ibrce  principale  et  le  moment  linéaire  principal  devront 
s*évanouir.  D'ailleurs,  la  décomposition  de  la  force  P^  en 
deux  autres  et  le  transport  de  ces  deux  composantes  ne 
peuvent  changer  en  aucune  manière,  ni  la  force  princi- 
pale, ni  le  moment  linéaire  principal  du  système  des  trois 
forces  P,  P,  P'.  Donc  aussi,  lorsque  le  triangle  invariable 
est  en  équilibre,  cette  force  principale  et  le  moment  li- 
néaire principal  s'évanouissent.  Cela  posé,  si  Ton  appelle 
X,  T,  Z,  L,  M,  N  les  sommes  des  projections  algébriques 
des  forces  P,  P,  P^,  et  celles  des  projections  algébriques 
de  leurs  moments  linéaires,  on  aura  dans  le  casdVqui- 
Ubre: 

(i4)  X'-hY' -hZ'=  o,     L'-hM^-^N'  =  o, 
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et,  par  suite, 

(i5)    X==o,     Y  =  o,     Z=o,     L  =  o,     M=:o,     N  =  o. 

tëé  Réciproquement ,  on  peut  affirmer  que  le  triangle 
invariable  sera  en  équilibre  toutes  les  fois  que  les  équa- 
tions (i  5)  seront  satisfaites,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
toutes  les  fois  que ,  pour  le  système  des  trois  forces  appli- 
quées au  sommet  du  triangle,  la  force  principale  et  le 
moment  linéaire  principal  se  réduiront  à  zéro.  En  effet, 
dans  cette  hypothèse  les  directions  des  trois  forces  se- 
ront ^  ainsi  qu'on  Ta  précédemment  démontré,  comprises 
■  dans  le  plan  du  triangle.  Par  suite,  on  pourra  décompo- 
ser la  force  P^  en  deux  autres  dirigées  vers  les  points  A, 
Â\  et  transporter  ces  dernières  composantes  de  manière 
à  les  appliquer  aux  points  dont  il  s'agit.  On  substituera  « 
par  ce  moyen,  au  système  des  trois  forces  données  un 
système  de  quatre  forces  appliquées  aux  extrémités 
A,  A'  d'une  droite  invariable;  et  comme  la  force  prin- 
cipale et  le  moment  linéaire  principal  ne  changeront  pas 
de  valeurs  dans  le  passage  du  premier  système  au  se- 
cond, ces  deux  quantités  seront  encore  nulles  pour  le 
nouveau  système ^  d'où  l'on  peut  conclure  qu'il  y  aura 
équilibre. 

Si,  le  triangle  AA' A^'  restant  invariable,  chacun  de  ses 
sommets  était  soumis  à  Faction  de  plusieurs  forces,  on 
pourrait  remplacer  les  différentes  forces  appliquées  à  cha- 
que sommet  par  une  résultante  unique.  Cela  posé,  comme 
le  système  des  trois  résultantes  aurait  la  même  force 
principale  et  le  même  moment  linéaire  principal  que 
le  système  des  forces  données,  on  trouverait  que  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  ae 
réduisent  à  l'évanouissement  de  cette  force  principale  et 
de  ce  moment  linéaire  principal,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  l'évanouissement  des  six  quantités  qu'on  obtient 
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en  ajoutant  :  i^  les  projections  algébriques  des  forces 
données;  a^  les  projections  algébriques  de  leurs  moments 
linéaires. 

Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  déconsidérer,  et  qui 
sont  relatifs  à  Téquilibre  d'un  triangle  invariable,  la 
sixième  équation  d^équilibre  ne  se  déduit  plus  des  cinq 
antres,  comme  il  arrive  quand  on  considère  Téquilibrc 
d*iuie  droite  invariable. 
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CINQUIÈME  LEÇON. 


Conditions  d'équilibre  d'un  système  invariable  quelconque.  —  Conditions 
d'équivalence  de  deux  systèmes  de  forces.  —  Réduction  d*un  système 
de  forces  appliquées  h  des  points  liés  invariablement  entre  eni. —  Cm 
où  le  système  se  réduit  à  une  force,  h  un  couple,  à  deux  forces.  — 
Équilibre  d'un  système  invariable  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point 
ou  d'un  axe,  ou  posé  sur  un  plan. 


46.  Soient  A,  A',  A'', . . . ,  des  points,  en  nombre  quel- 
conque, liés  entre  eux  invariablement.  Ces  points  for- 
ment ce  qu^on  appelle  un  système  inuan'able.  Cela  posé, 
cherchons  les  équations  d^équilîbre  de  plusieurs  forces  P, 
P,  P^, . . . ,  respectivement  appliquées  à  ces  mêmes  points. 

Désignons  encore  par  X ,  Y,  Z ,  L ,  M ,  N  les  sommes 
des  projections  algébriques  de  ces  forces  et  de  leurs  mo- 
ments linéaires,  le  centre  des  moments  étant  toujours 
placé  à  Torigine  des  coordonnées.  Si  Ion  suppose  d'abord 
que  le  plan  mené  parles  trois  points  A,  A',  A'^  ne  ren- 
ferme aucun  des  autres  points  donnés,  chacune  des  forces 
P"',  P'^, . . . ,  pourra  être  remplacée  par  trois  composantes 
respectivement  dirigées  suivant  les  trois  arêtes  d'une 
pyramide  qui  aurait  pour  base  le  triangle  AA'A^,  et 
le  point  d'application  de  chacune  de  ces  composantes 
pourra  être  transporté  à  Tun  des  trois  sommets  du  trian- 
gle dont  il  s'agit.  Quand  à  Faide  de  ces  opérations  on 
aura  substitué  au  système  des  forces  données  celui  de 
plusieurs  forces  appliquées  aux  trois  sommets  d*un  trian- 
gle invariable,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  pour  l'équi- 
libre que  la  force  principale  et  le  moment  principal  re- 
latifs au  nouveau  système  s'évanouissent.  Or  cette  force 
principale  et  ce  moment  linéaire  principal  se  trouvent 
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représentés  poar  le  premier  système  par  les  deux  quan- 
tités 

V^X*  4-  Y*  -h  Z',      v^L«-hM»-|-N». 

Et  comme,  en  passant  du  premier  système  au  second,  on 
ne  change  ni  les  somuies  des  projections  algébriques  des 
forces,  c'est-à-dire  les  quantités X,  Y,  Z,  ni  les  sommes 
des  projections,  algébriques  de  leurs  moments  linéaires, 
c'est-à-dire  les  quantités  L,  M,  N,  il  est  clair  que  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  seront 
exprimées  par  les  équations 

(i)  X»-f-Y^4-Z'  =  o,     L»-|-M»-hN'=:o, 

auxquelles  on  [>eut  substituer  les  suivantes 

{2)     X  =  o,  Y=o,  Z=o,     L=o,   M  =  o,   N  =  o. 

Si  l'une  des  forces  P''',  P*', . . . ,  avait  son  point  d'applica- 
tion situé  dans  le  plan  du  triangle,  AA'A'^  il  arriverait 
de  deux  choses  l'une  :  ou  cette  force  serait  elle-même 
comprise  dans  le  plan  du  triangle,  et  alors  elle  pourrait 
être  remplacée  par  deux  composantes  appliquées  à  deux 
sommets  de  ce  triangle,  par  exemple  aux  points  A,  A';  ou 
elle  serait  dirigée  suivant  une  droite  qui  percerait  le  plan, 
et  pourrait  être  alors  appliquée  à  un  nouveau  point  de 
cette  droite  que  Ton  supposerait  invariablement  lié  avfïc 
tous  les  points  du  système.  Ce  nouveau  point  étant  situé 
hors  du  plan  du  triangle,  toute  difficulté  disparaîtrait. 
Dans  Tun  et  l'autre  cas,  on  parviendra  également  aux 
conclusions  que  nous  avons  déjà  obtenues.  On  arriverait 
aussi  au  même  résultat  en  substituant  au  triangle  AA'A'' 
un  triangle  quelconque  dont  les  trois  sommets  seraient 
liés  invariablement  au  système  des  points  donnés. 

Donc ,  en  déGnitive,  pour  que  des  forces  quelconques 
appliquées  aux  difTérents  points  d'un  système  invariable 

6. 
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se  fassent  équilibre,  il  est  nécessaii*e  et  il  suffit  que  la 
force  principale  et  le  moment  linéaire  principal  s'éva- 
nouissent, ou,  en  d^autres  termes,  que  les  sommes  des  pro- 
jections algébriques  des  forces  données  et  des  projections 
algébriques  de  leurs  moments  linéaires  se  réduisent  à  zéro. 

Al.  Lorsque  le  système  des  forces  données  ne  satisfait 
pas  aux  conditions  d^équilibre,  on  peut  à  ce  premier  sys- 
tème de  forces  en  joindre  un  autre  choisi  de  manière  que 
Téquilibre  se  trouve  rétabli. 

Soient  dans  cette  hypothèse 

X.| ,     Y| ,     Z|  y     L|,     M|,     Ni, 
ce  que  deviennent  les  quantités 

X,      Yf       Z,      L,      M,      N, 

lorsqu'on  passe  du  premier  système  au  second  \  on  aura 
nécessairement,  puisque  les  deux  systèmes  se  font  équi- 
libre, 

(Xh-X,  =  o,     Y-hY,=o,     Z4-Z.  =  o, 

(3)       \ 

JL-hL,  =o,     M-hM,  =  o,     N-hN,  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

j  X.  =  -X,     Y.  =  -Y,      Z.=^Z, 
^*^  JL,  =— L,     M.  =  -M,     N,  =  — N. 

Réciproquement,  si  les  équations  qui  précèdent  sub- 
sistent, la  réunion  des  deux  systèmes  produira  l'équi- 
libre. 

Donc,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à 
des  points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres  se  fassent 
oîutuellement  équilibre,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 
dans  le  passage  du  premier  système  au  second  les  sommes 
des  projections  algébriques  des  forces  et  des  projections 
algébriques  des  moments  linéaires  conservent  les  mêmes 
valeurs  numériques,  mais  changent  désigne. 
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48.  Ce  qui  précède  nous  conduit  immédiatement  aux 
conditions  d'équivalence  de  deux  systèmes  de  forces  appli- 
quées à  des  points  liés  invariablement  les  uns  aux  autres. 

On  dit  en  mécanique  que  deux  systèmes  de  forces  dont 
les  points  d'application  se  trouvent  assujettis  à  des  liai- 
sons quelconques,  sont  éçuiua lents  lorsqu'un  troisième 
système  choisi  de  manière  à  faire  équilibre  au  premier 
fait  en  même  temps  équilibre  au  second.  Cela  posé,  si 
les  points  d'application  ont  été  liés  invariablement  entre 
eux,  il  est  clair  que  dans  le  passage  du  premier  système  au 
troisième,  ou  du  second  au  troisième,  les  six  quantités  ci- 
dessus  représentées  par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  devront  conser- 
ver les  mêmes  valeurs  numériques,  mais  changer  de  signe. 

En  effet,  représentons  par 


X|  fX|)        Lâi   y     ,    ,    ,    y  Xj  ,       X  J  >      £ii  y     ...  y 

Liy   Ml,  N|,  •  •  •,      Ljf  M,,  vi-iy  •  •  •« 


les  forces  des  trois  systèmes,  les  projections  de  leurs  forces- 
principales  et  de  leurs  moments  linéaires  principaux. 

Puisque  le  troisième  système  fait,  par  hypothèse,  équi- 
libre aux  deux  premiers,  on  aura 

X  +  X,=  o,  Y-+-Y,==o,  Z-i-Za=o, 

X.-^X,=  o,  Y, -hY,=  o,  Z,-hZ,  =  o., 

Lh-L,=  o,  m  -i-M,=o,  N-|-Na  =  o, 

L,-hL,  =  o,  m, -I-M,  =  o,  N,-f-N,=  o,, 

^'par  suite 

X  i=X,,  Y  =  Y.,  Z  =  Z,,       L  =  L,,  M  =  M,,  N  =  N|. 

^insi,  pour  que  deux  systèmes  de  forces  appliquées  à. 
"^  {K)ints  liés  par  des  droites  invariables  soient  équîva* 
lents,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que,  de  part  et  d'autre, 
*^  projections  algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments 
Vméaires  fournissent  les  mêmes  sommes,  ce  qui  revient  k 
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dire  que  ces  deax  systèmes  doivent  avoir  la  même  force 
principale  et  le  même  moment  linéaire  principal. 

49.  Il  a  été  prouvé  :  i^que  les  six  quantités  représen- 
tées par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  c'est-à-dire  les  projections 
algébriques  sur  les  trois  axes  de  la  force  principale  et  du 
moment  linéaire  principal,  conservent  les  mêmes  valeurs 
en  changeant  de  signe,  pour  deux  systèmes  de  forces 
successivement  appliqués  à  des  points  liés  entre  eux  par 
des  droites  invariables,  lorsque  ces  deux  systèmes  se  font 
équilibre;  a^  que  deux  systèmes  seront  équivalents  entre 
eux  toutes  les  fois  que  les  six  quantités  dont  il  s'agit  ne 
varieront  pas  dans  le  passage  de  l'un  à  l'autre.  On  peut 
donc  dire  que  ces  six  quantités  étant  données  pour  un 
système,  son  effet,  relativement  h  l'équilibre,  est  complè- 
tement déterminé.  On  a  vu  d'ailleurs  que,  des  six  quan- 
tités X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  on  déduit  immédiatement  :  i^  l'in- 
icnsité  de  la  force  principale  et  du  moment  linéaire  prin- 
cipal; a^  les  angles  que  les  directions  de  cette  force  et  de 
ce  moment  linéaire  forment  avec  les  demi -axes  des  coor- 
données positives. 

50.  Concevons  maintenant  que  pour  un  système  de 
forces  appliquées  à  des  points  liés  invariablement  les  uns 
aux  autres,  on  connaisse  les  six  quantitc's 

X,     Y,     Z,     L,     M,     N. 

Pour  que  ce  système  soit  réductible  à  une  force  unique, 
ou,  en  d'autres  termes,  pour  qu'on  puisse  le  rempla- 
cer par  une  force  équivalente,  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  les  six  quantités  données  soient  propres  à  re- 
présenter les  projections  algébriques  d'une  seule  force  et 
de  son  moment  linéaire.  Par  suite  il  sera  nécessaire  et  il 
suffira  que  l'on  ait  en  même  temps 

(5)  -V-}-Y^-+-Z'>o, 
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Ces  conditions  étant  supposées  remplies,  la  force  équi- 

^v^alente  au  système  donné  sera  ce  qu'on  nomme  sa  rcsul" 

^dmtCj  et  cette  résultante  ne  sera  pas  autre  chose  que  la 

force  principale  appliquée  à  Fun  des  points  de  la  droite 

dont  les  coordonnées  ^,  y?,  ^  vérifient  les  trois  équations 

{^)     nZ  — ÇY  =  L,     ÇX  — ÇZ  =  M,     ÇY-„X  =  N. 

Si  Ton  avait  à  la  fois 

X  =  o,     Y  =  0,    Z  -=  o, 

Téquation  (6)  serait  toujours  vérifiée,  mais  Tinégalilé  (5) 
se  trouverait  remplacée  par  l'équation 

X»-f-Y'-hZ'=o. 

Dans  ce  cas  le  système  donné  sera  évidemment  réductible 
i  deux  forces  égales  et  parallèles,  mais  dirigées  en  sens 
contraire,  de  manière  à  former  un  couple.  En  effet,  pour 
obtenir  un  couple  équivalent  au  système  dont  il  s'agit,  il 
SQJGra  de  cboisir  ce  couple  de  telle  sorte  que  son  moment 
linéaire  ait  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  les 
trois  quantités 

L,     M,    N. 

Pour  y  parvenir,  on  tracera  un  demi-axe  qui  fasse  avec 
ceux  des  coordonnées  positives  des  angles  dont  les  cosinus 
M)ient  respectivement 

L  M  N 

~9 


\1\?  -4-  ftP -f-  N^       v^L»  -f-  M^  -h  N^       V'L»  -+-  RP  -f-  NV 

Ou  mènera  par  un  point  quelconque  de  l'espace  un  plan 
perpendiculaire  à  ce  demi-axe,  et  par  deux  points  pris 
arbitrairement  dans  ce  plan  deux  parallèles  quelconques. 

Enfin  on  divisera  le  radical  v^L*4-M'-|-iN*  par  la  distance 
des  deux  parallèles,  puis  on  portera  sur  elles,  dans  des 
sens  opposés,  deux  forces  égales  représentées  par  ce  quo- 
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tient  et  dirigées  de  manière  que  chacune  tende  â  faire 
tourner  le  plan  de  droite  à  gauche,  soit  autour  du  demi- 
axe  primitivement  construit,  soit  autour  d'un  demi*axe 
parallèle  dont  l'origine  coïnciderait  avec  le  point  d'appli- 
cation de  Tautre  force.  Il  résulte  de  ces  observations 
qu'après  avoir  obtenu  un  couple  équivalent  au  système 
donné,  on  pourra,  sans  changer  TeOet  de  ce  couple  rela- 
tivement à  l'équilibre,  transporter  son  plan  parallèlement 
à  lui-même  partout  où  Ton  voudra,  et  faire  varier  arbi- 
trairement dans<;e  plan^  non-seulement  les  points  d'ap- 
plication des  deux  forcés,  mais  encore  les  droites  suivant 
lesquelles  elles  agissent.  Ces  droites  étant  supposées  con- 
nues, on  eu  déduira  immédiatement  l'intensité  de  chaque 
force.  Il  est  bien  entendu  que  les  points  d'application 
des  deux  forces  du  couple  sont  censés  liés  invariablement 
Tun  à  Tautre  et  à  tous  les  points  que  Ton  considère. 

51.  Si  pour  le  système  de  forces  donné  l'équation  (6) 
cessait  d'être  vérifiée,  on  pourrait  lui  substituer  la 
réunion  de  deux  autres  tellement  choisis,  que  les  sommes 
des  projections  algébriques  des  forces  et  de  leurs  moments 
linéaires  fussent  respectivement  : 

Pour  le  premier  système, 

X,     Y,     /,     o,     o,     o; 
Et  pour  le  second, 

o,     o,      o,     L,     M,     N. 

Le  premier  des  deux  nouveaux  systèmes  pourrait  être 
remplacé  par  la  force  principale  appliquée  à  l'origine  des 
coordonnées  et  le  second  par  unicouple.  Par  suite,  cette 
force  et  ce  couple  réunis  seraient  équivalents  au  système 
donné.  De  plus,  il  serait  permis  de  faire  passer  le  plan  du 
couple  par  rorigine,  et  même  d'appliquer  à  celte  origine 
une  des  forces  du  couple,  en  la  supposant  dirigée  suivant 
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une  droite  quelconque  dans  ce  plan.  Ajoutons  que  l'ori- 
gine des  coordonnées  peut  être  transportée  en  un  point 
quelconque  de  Têspace,  d'où  il  suit  que  le  système  donné, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  pourra 
toujours  être  remplacé  par  la  force  principale  appliquée  à 
un  point  quelconque  de  l'espace  et  par  un  couple. 

On  arriverait  aux  mêmes  conclusions,  en  considérant  ce 
système  comme  formé  par  la  réunion  de  deux  autres  pour 
lesquels  les  sommes  des  projections  algébriques  des  forces 
et  de  leurs  moments  linéaires  seraient  respectivement  de 
U  forme 

X,  Y,    Z,  j^oZ— z,Y,  z,X— XoZ,  ^oY— j^,X, 

0,   0,    o,     L— j,Z-l-«,Y,    M-ZoXh-jt.Z,    N— a:.Y-Hj.X. 

U  couple  qui,  joint  à  la  force  principale,  peut  remplacer 
UQ système  donné,  est  ce  que  nous  nommerons  le  couple 
principal  dti  ce  système.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 
^couple  principal  dépend  du  point  d'application  de  la 
force  principale,  et  son  moment  linéaire  est  égal  et  paral- 
lèle au  moment  linéaire  principal,  quand  on  prend  le 
point  dont  il  s'agit  pour  centre  des  moments. 

Comme^  dans  le  cas  où  Ton  applique  au  même  point  la 
■orce  principale  et  une  force  du  couple  principal,  rien 
"empêche  de  composer  ensuite  ces  deux  forces  entre 
elles,  il  est  clair  qu'on  pourra,  si  Ton  veut,  substituer  au 
système  donné,  au  lieu  d'une  force  et  d'un  couple,  un 
(jstème  composé  de  deux  forces  seulement. 

52.  Nous  terminerons  on  observant  que  Téquaiion  (6) 
^t satisfaite  dans  deux  cas  dignes  de  remarque,  savoir  : 
*  quand  les  forces  données  sont  parallèles  n  une  même 
Jpoite,  par  exemple  à  l'axe  des  z,  puisque  Ton  a  dans 
«me  liypolhèsr 

X  =  o,     Y  r-  c>,     N  =r  o  ; 
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2^  quand  elles  sont  comprises  dans  un  même  plan,  par   - 
exemple  dans  le  plan  des  xjr,  puisqu'on  a  dans  ce  cas 

L  =  o,    BI  =  o,    2  =  0. 

On  en  conclut  que  dans  Tune  et  Tautre  hypothèse  le  sys- 
tème donné  peut  êlre  réduit  soit  à  ime  force  unique,  soit 
à  un  couple  unique  de  deux  forces  parallèles  à  Taxe  des  z 
ou  comprises  dans  le  plan  des  xy.  Ajoutons  que  les  quan- 
tités X,  Y,  Z,  L,  M,  N  ayant  des  valeurs  quelconques,  on 
pourra  toujours  décomposer  le  système  qui  leur  corres- 
pond en  deux  autres  tellement  choisis,  que  ces  mêmes  '•' 
quantités  deviennent  respectivement  : 
Pour  le  premier  système, 

O9     o,     Z,    L,     M,     o; 

Pour  le  second, 

X,     Y,     o,     o,      o,     N, 

par  conséquent  en  deux  systèmes,  dont  Tun  renferme 
seulement  des  forces  parallèles  à  Taxe  des  z^  et  Tautredes 
forces  comprises  dans  le  plan  des  xy. 

53.  Nous  avons  fait  voir  qu'un  système  de  forces,  ap« 
pliquées  à  des  points  liés  invariablement  entre  eux,  pou- 
vait toujours  être  remplacé  par  la  force  principale  appli- 
quée à  un  point  quelconque  de  Tespace  et  par  un  couple; 
qu'en  outre  il  était  permis  de  supposer  l'une  des  forces  du 
couple  appliquée  au  même  point  que  la  force  principale, 
et  dirigée  suivant  une  droite  menée  arbitrairement  par  ce 
point  dans  le  plan  du  couple.  En  partant  de  ces  principes, 
nous  trouverons  facilement  les  conditions  d'équilibre  d'un 
système  invariable  retenu  par  un  ou  deux  points  fixes. 

Concevons  d'abord  que  le  système  invariable  soit  retenu 
par  un  point  fixe  et  prenons  ce  point  fixe  pour  origine 
des  coordonnées. Soient  à  l'ordinaire  X,  Y,Z,L,  M,  N,  les 
i^ommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  et 
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dn  projectioiis  algébriques  de  leurs  moments  linéaires, 
Tori^De  étant  prise  pour  centre  des  moments;  le  système 

f  de  ces  mêmes  forces  pourra  être  remplacé  par  la  force 

>:|riaQpale 

-ippliquée  k  Torigine,  et  par  un  couple  de  deux  forces  Q 
j|U  agiraient  en  sens  contraires  suivant  deux  droites  parai- 
Hlei,  séparées  Tune  de  Tautre  par  la  distance  D,  Tinlensi  té 
Qde  chaque  force  étant  liée  à  la  distance  D  par  Téqua- 
lioa 

Ajoutons  qu^il  sera  permis  d'appliquer  la  première  force 
da couple,  aussi  bien  que  la  force  R,  au  point  fixe, pris  pour 
origine  des  coordonnées.  Alors  cesdeux  forces  se  trouveront 
immédiatement  détruites  par  la  résistance  du  point  fixe, 
et  la  deuxième  force  du  couple  pourra  seule  produire  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.  Pour  que  toute 
tendance  à  un  semblable  mouvement  disparaisse,  ou,  en 
d  autres  termes,  pour  que  l'équilibre  subsiste,  il  sera  né- 
cessaire et  il  suffira  que  la  deuxième  force  du  couple  s'é- 
vanonisse  ou  passe  par  Torigine,  c'est-à-dire  que  l'un  des 
&ctearsQ  et  D  du  produit  QD  s'évanouisse;  par  suite  il 
wra  nécessaire  et  il  suffira  que  ce  produit  lui-même  se 
ndoise  a  zéro^  ce  qui  donnera  T équation 

L»  4-  M»  ^-  N»  =  o, 

à  laquelle  on  pourra  substituer  les  trois  suivantes  : 
(8)  L  =  o,         M  =  o,         N  =  o. 

En  coiiséquonce,  des  six  équations  d'équilibre  qui  se 
rapportent  à  un  système  invariable  libre  dans  l'espace, 
les  trois  dernières  subsistent  seules,  lorsque  ce  système* 
*^l  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe,  et  que  le 
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point  fixe  est  pris  pour  origine  des  coordonnées.  Ces  trou 
dernières  équations  expriment  que  pour  le  système  domié 
le  moment  linéaire  principal  relatif  à  Foriginje  s'ëvft-» 
nouit.  'y;^ 

Si  le  système  des  forces  données  était  composé  teale^^ 
ment  de  deux  forces  P,  P',  son  moment  linéaire  prîneipal 
ne  pourrait  être  nul  qu'autant  que  les  moments  linétiréé] 
des  deux  forces  seraient  égaux  et  directement  opposés,  oii«  1 
ce  qui  revient  au  même,  qu'autant  que  les  deux  forces  9^% 
raient  comprises  dans  un  même  plan  passant  par  TorigiiM  ; 
des  coordonnées,  et  auraient  dans  ce  plan  des  moments  : 
égaux.  On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  partant 
des  équations  (8)  qui,  dans  le  cas  présent,  prendraient  la  ' 
forme 

Vp  cos  \  +  P>'  cos  X'  =  o,  \ 

Pp  COSfA  -f-  P'p'  COSfA'  =  o, 

Pp  cosv  4-  P'p'  cosv'  =  0.  , 

L'équilibre  que  nous  venons  de  considérer  est  évi- 
demment celui  d'un  Ici^ier  coudé  qui  a  pour  point  d'ap- 
pui l'origine  des  coordonnées,  et  pour  bras  les  droites 
invariables  menées  de  cette  origine  aux  points  d'appli- 
cation des  forces  P,  P'.  Les  deux  forces  devant  avoir  dés 
moments  égaux  dans  le  cas  d'équilibre,  seront  alors  en 
raison  inverse  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine 
sur  leurs  directions.  Si  le  levier  est  droit,  et  que  les  deux 
forces  soient  parallèles,  on  pourra  substituer,  à  la  raison 
inverse  des  perpendiculaires,  la  raison  inverse  des  deux 
bras  de  levier. 

5i.  Passons  main  tenant  à  Téquilibre  d'un  système 
invariable  autour  de  deux  points  fixes,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  autour  d'un  axe  fixe,  et  prenons  cet  axe  pour 
a\c  (les  z.  En  conservant  les  mêmes  notations  que  ci- 
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essu5,    on   pourra  toujours  remplacer  le  système  des 
orces  données  par  la  force  principale 

^X-  H-  Y»  -f  Z' 

ippliquëe  à  l'origine,  et  par  deux  forces  Q  formant  im 
miple  dont  le  moment  QD  sera  déterminé  par  Féquation 

QD  =  V'l»  -h  m»  -+-  N». 

L'origine  se  trouvant  située  sur  l'axe  fixe,  et  par  suite 
Ctant  elle-même  un  point  fixe,  si    on  lui  applique,   ce 
ppi  est  permis,  la  première  force  du  couple  aussi  bien 
<|iie  la  force  R,  la  deuxième  force  du  couple  pourra  seule 
froduire  un  mouvement  de  rotation  du  système  inva- 
riable autour  de  Taxe  fixe.  Pour  que  ce  mouvement  dé- 
tienne impossible,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  la 
deuxième  force  du  couple  agisse  suivant  une  direction  qui 
ccapeTaxe  des  z,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  plan  du 
coaple  passe  par  l'axe  des  z.  Cette  condition  sera  remplie 
nie  moment  linéaire  du  couple  est  perpendiculaire  à  l'axe 
des  z,  auquel  cas  sa  projection  algébrique  sur  cet  axe, 
c'est-à-dire  la  quantité  N,  devra  se  réduire  à  zéro.  Donc, 
ponr  le  système  invariable  assujetti  k  ne  pouvoir  que  tour- 
ner autour  de  l'axe  des  z,  une  seule  équation  d'équilibre 
Knbsiste,  savoir  l'équation 

:  l9)  N  =  o. 

'Lorsque  les  forces  données  se  réduisent  à  deux,  l'espèce 
:  fdqmlibre  que  l'on  vient  de  considérer  se  réduit  à  l'équi- 
I  libre  du  treuil. 

On  prouverait  de  même    que  l'équation  M  =  o  ex- 
(nine  la  condition  unique  d'équilibre  dans  le  cas  où 
,  Ton  fixe  l'axe  des  y,  et  l'équation  L=  o  dans  le  cas  où 
I  Ton  fixe  l'axe  des  x, 

55,  Si  le  système  invariable  pouvait  non-seulement 


} 
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tourner  autour  de  Taxe  des  z,  mais  encore  glisser  paral- 
lèlement à  cet  axe,  il  faudrait  à  Téquation  de  Téquilibit 
N  =  o  joindre  la  suivante 

(lo)  Z=o. 

En  cQcty  les  forces  du  couple  pouvant  être  censées  agir 
suivant  deux  droites  parallèles  entre  elles,  mais  perpen- 
diculaires à  Taxe,  pourqu^il  n^y  eût  pas  de  mouvement: 
dans  le  sens  de  Taxe  dans  cette  hypothèse,  il  serait  né- 
cessaire et  il  suffirait  que  la  force  principale  R  fût  elle- 
même  perpendiculaire  à  Taxe  :  or  cette  condition  se  trouve 

exprimée  par  la  formule  (lo).  , 

■  I 
56.  Si  plusieurs  points  du  système  invariable  étaient 

assujettis  à  demeurer  dans  un  plan  fixe  donné  de  positioD| 

par  exemple  dans  le  plan  des  xy^  on  décomposerait  le 

système    des  forces   qui   correspond  aux  six  quantités 

X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  en  deux  autres  tellement  choisis,  que 

ces  quantités  devinssent  respectivement  : 

Pour  le  premier 

o,     o,     Z,     L,     M,     o, 

Et  pour  le  second 

X,     Y,     o,     o,     o,     N. 

Le  premier  système  de  forces  serait  réductible  ou  â  une 
force  unique  parallèle  à  Taxe  des  r,  ou  à  un  couple  de  j 
deux  forces  qui,  se  trouvant  comprises  dans  un  plan  parai-  ; 
lèle  a  Taxe  des  z,  pourraient  être  censées  dirigées  dans  tt 
plan  suivant  deux  droites  parallèles  à  ce  même  axe;c( 
comme,  dans  Thypothèse  admise,  les  forces  parallèles  i 
Taxe  des  z  ou  perpendiculaires  au  plan  des  xj  ne  sau*- 
raient  produire  aucun  effet,  il  est  clair  quelles  forces  doL 
second  système  seraient  les  seules  qui  pussent  troubla 
ré(]uilibrc.  Or  ce  second  système  peut  évidemment 
réduire  soit  à  une  force  unique  comprise  dans  le  pla 


tQUILIBEE    SUR    L^    PLAN    FllE.  ()5 

des  xy^  soit  à  un  coaple  de  deux  forces  renfermées  dans 
ce  même  plan,  à  moins  que  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  ne 
sVvanouissent,  c'est-à-dire  à  moins  que  Ton  n'ait  à  la  fois 

(il)  X=o,        Y=:o,        N  =  o. 

Si  ces  trois  équations  ne  sont  pas  vérifiées,  la  force  ou  le 
couple  équivalent  au  deuxième  système  tendra  certaine- 
ment à  produire  un  mouvement  de  translation  ou  de  rota- 
tion des  points  situés  dans  le  plan  des  xy^  et  l'équilibre  ne 
pourra  subsister.  Au  contraire,  si  les  conditions  (  1 1  )  sont 
remplies,  les  forces  comprises  dans  le  plan  des  xy  pourront 
être  remplacées  par  une  résultante  nulle,  doù  il  suit 
qu'elles  se  feront  mutuellement  équilibre.  Par  consé« 
quent,  dans  l'hypothèse  admise,  les  conditions  d'équilibre 
se  réduisent  aux  équations  (ii).  Si  plusieurs  points  du 
système  invariable  étaient  simplement  assujettis  à  rester 
dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy^  aux  trois  conditions 
qui  précèdent  il  faudrait  en  ajouter  une  quatrième  Z  =  o. 
n  est  bon  de  remarquer  que  l'espèce  d'équilibre  dont 
nous  venons  de  nous  occuper  en  ce  moment,  comprend, 
comme  cas  particulier,  Téquilibre  de  plusieurs  forces 
situées  dans  le  plan  des  xy^  et  appliquées  dans  ce  plan  à 
un  système  de  points  invariables,  que  Ton  suppose  entiè- 
rement libre. 

De  même,  l'équilibre  d'un  système  invariable  assujetti 
&  tourner  autour  de  Taxe  des  z  comprend,  comme  cas 
particulier,  l'équilibre  de  plusieurs  forces  situées  dans  le 
plan  des  xy^  et  appliquées  dans  ce  plan  à  un  système  inva- 
riable de  points,  assujettis  à  tourner  autour  de  l'origine. 
Nous  remarquerons  en  finissant  que  les  diverses  consé- 
quences déduites,  dans  ces  deux  dernières  leçons,  de  la 
théorie  des  moments  linéaires  ne  dillèrent  pas  de  celles 
auxquelles  on  parvient  en  suivant  la  théorie  des  couples. 
yVoir  la  Statique  de  M.  Poinsot.  ) 
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Compoiition  d'un  système  de  forces  parallèles.  —  Résultante  et  momenl 
linéaire  de  la  résultante.  —  Résultante  unique  ou  couple.  —  Centra 
des  forces  parallèles.  —  Application  à  la  pesanteur. 


57.  Considérons  un  système  de  points  liés  invariable- 
ment les  ons  aux  autres.  Soient  toujours 

les  coordonnées  de  ces  mêmes  points,  et  supposons  qu'on 
leur  applique  des  forces 

P      P'      P" 

dirigées  suivant  des  droites  quelconques.  Enfin  désignons 
à  Tordinaire  par 


a, 

1 

». 

P, 

P'. 

p     >  •    •    •  9 

7> 

7'. 

v",..-, 

les  angles  que  ces  différentes  forces  forment  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives,  et  par 

X,     Y,     Z,         L,     M,     N, 

les  sommes  que  Ton  obtient  en  ajoutant  :  i^  les  projec- 
tions algébriquesde  toutes  les  forces;  2°  les  projections  al- 
gébriques de  leurs  moments  linéaires.  On  aura,  comme 
l'on  sait, 

X=  Pcosa  -h  P' ces  a'  +  P"  ces  a"  -h-  - ., 

(i)  \  Y=:Pcosp-+-P'cosf'-f-P"cosp"-4-..., 

Z  =Pcos7-HP'cos7'-hP"cos7''4- 

L  =  P  (j  cos 7  —  «  ces  P)  H- ... , 

(a)  ^M=P(zcosa — XCOS7) -h.  . ., 

N  =  P  (  xcos  B  — y  cosa)  -f-  .  ,  . . 


II- 
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De  plus,  les  forces  P,  P',. .  •  étant  dirigées  suivant  des 
droites  parallèles,  les  angles  a\  |3',  y'  sont  égaux  aux 
angles  a,  j3,  y  ou  à  leurs  suppléments,  suivant  que  les 
deux  forces  agissent  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con- 
traires. On  trouvera  par  suite 

COSa'ârdbcosa,     COs3'=dbcosp,      COS 7' =:  ±  ces  y, 

le  signe  supérieur  devant  être  préféré  dans  le  premier 
cas  et  le  signe  inférieur  dans  le  deuxième.  On  aura  de 
même 

cosa^  =  rkcosa,      cosp''  =  ±cosp,     C0S7"  =  ±tos7. . . . 
Cela  posé,  les  équations  (i)  et  (tl)  deviendront 

[  X  =  (P±P'±P"±:...)cosa, 

(3)  I  Y  =  {P±:P'±P"±...)<*"sp, 
(  Z  =  (P±:P'±:P"±:...)cos7, 

[  L  =  (Pr±P'/±--)cos7  — (P2itP's'±...)c()sp, 

(4)  I  M=(Pz±P'2'±...)cosa  — (Px±P'^'±...)cos7, 

I  N=:(Px±P'x'±...)cOSp  — (P/±Pyzh...)C055t, 

^tTonen  conclura 


ILcosa-f-Mcosp-h  N  0087  =  0, 
LX-MAY-|-NZ  =  o, 
X»H-Y»4-Z>=:(P±P'dbP"±:...)'. 

DsQil  de  la  seconde  de  ces  équations  que  le  système  des 
forces  données  sera  réductible  à  une  résultante  unique  ou 
9  tiu  couple.  Il  pourra  évidemment  se  réduire  à  un  couple 
^oni  le  moment  linéaire  aura  pour  projections  algé- 
^^(jaesles  quantités  L,  M,  N,  si  Ton  a 

^»  ce  qui  revient  au  même, 

P±P'±P'' :!:...  =  0, 
l. 
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rY'sl*n-dirc,  vu  trauircs  loriucs,  si  la  somme  des  forces 
parallèles  diri^^ces  dans  un  sens  éqalvaut  a  la  somme  des 
forces  dirigées  en  sens  contraire.  Dans  la  même  hypo- 
ihèse,  le  plan  du  couple  sera,  en  vertu  de  la  première  des 
équations  (5) ,  parallèle  à  chacune  des  forces  données,  et 
par  suile  on  pourra  supposer  les  deux  forces  du  couple 
parallèles  à  toutes  les  autres.  Si,  au  contraire,  les  deux 
sonunes  dont  nous  venons  de  parler  sont  inégales,  on 

trouvera 

X'-hY»-i-Z»>o, 

et  le  système  proposé  sera  réductible  à  une  résultante 
unique 

R  =  \/X' H- Y= -+- Z' 

formant  avec  les  demi -axes  des  angles  dont  les  cosinus 
seront 

X       Y        Z 

r'    r'    r' 

Ajoutons  que  si  la  force  P  est  du  nombre  de  celles  qui 
composent  la  plus  grande  somme,  la  somme  PdbP'itP"... 
sera  positive,  et  l'on  tirera  de  la  dernière  des  équations  (5) 

V^X^TYHhZ»  =  P  dr  P'ih  P"±:. . . , 
par  conséquent , 

R  =  P±P'±:P"±:.   ., 

et  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  force  R  avec  le3 
demi-axes  des  coordonnées  positives  deviendront 

«osa,     cosp,     C0S7; 

donc  la  résiiitanle  R  sera  équivalente  à  la  difierence  de^ 
deux  sommes  ci-dessus  mentionnées,  parallèle  a  toute3 
les  forces  du  système,  et  dirigée  dans  le  sens  de  celles  qi^i 
composent  la  plus  grande  somme. 

Il   reste  à  déterminer  la  droite  suivant  laquelle  ell 
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agit^  c'esl-â-dire  la  suite  des  points  auxquels  on  peut  la 
supposer  appliquée.  Or,  si  Ton  désigne  par 

les  coordonnées  de  Tun  de  ces  points,  on  aura  nécessaire- 
ment 

R  (>icos7  —  Çcos^)  =  L, 

R  (Çcosff  —  Çco$7)  =  M, 
R(|cosp  —  »ïCOSa)=N, 

et  l'on  en  conclura,  en  substituant  à  L,  M,  N  leurs  va* 
leurs , 

R»  C0S7  — RÇcosp  =  (P7±.Py-db.  .  Jcosy 

—  (Prdz  P's'±:...)cosp, 
RÇ  cosa— RÇcos7  =  (P2±:P'z'  dl.  .  .)cosa 

—  (Px±:P'.r'±:   ..)cos7, 
RÇcosp— R>i  cosa=(P^±P'x'±   ..)cosp 

I  —  (PjztP'/i.  .  .)cosai 

}  ces  trois  dernières  équations  sont  celles  de  la  droite  sui- 

vant laquelle  agit  la  résultante.  On  y  satisfera,  quelles 
qoe  soient  les  valeurs  des  angles  a,  j3,  y,  si  Ton  suppose 


f  RÇ=P.r±P'x'±:.    ., 
(6)  I  R>ï  =  Pr±Pyit:..   , 

[  R;  =  P2±P'z'di.  .  ., 

h  et  Ton  déterminera  ainsi  des  valeurs  de  | ,  >? ,  ^  indépen-^ 

dantes  des  angles  dont  il  s'agit. 

58.  Concevons  maintenant  que  les  forces  P,  P',  P'', . . . 
i^tant  toujours  appliquées  aux  mêmes  points  viennent  à 
tourner  autour  de  ces  mêmes  points,  sans  cesser  d'ciie 
parallèles.  Les  valeurs  des  coordonnées  Ç,  >3,  (^  détermi- 
liées  par  les  équations  (6)  ne  varient  pas;  et  le  point 
=lk|  'ï^iciue  auquel  appartiennent  ces  coordonnées  est  ion- 

7- 
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jours  un  des  points  auxquels  la  résultante  R  peut  ètr^ 
appliquée.  Ce  point  unique  est  ce  qu^on  appelle  le  centre 
fies  forces  parallèles  P,  P,  P", ....  On  ne  doit  pas  oublier 
que  les  forces  P,  F,  P", . . .  peuvent  agir  les  unes  dans  un 
sens,  les  autres  en  sens  contraire,  que  la  force  P  est  du 
nombre  de  celles  qui ,  agissant  dans  un  même  sens,  com- 
posent la  plus  grande  somme,  et  que  dans  les  équations  qui 
donnent  soit  la  résultante  R,  soit  les  coordonnées  de  son 
point  d'application,  chacune  des  forces  P,  P,  Pv  •  est 
précédée  du  signe  +  cpiand  elle  agit  dans  le  sens  de  la 
force  P,  et  du  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Les  produits  d'une  force  par  les  coordonnées  de  son 
])oint  d*application  sont  ce  qu'on  appelle  les  moments 
de  celte  force  par  rapport  aux  plans  coordonnés.  Ainsi 

sont  les  moments  de  la  force  P  par  rapport  aux  plans  des 
jz,  des  rx,  des  xy.  Cela  posé,  il  suit  évidemment  des 
équations  qui  donnent  |,  rî,  Ç,  que  si  l'on  calcule  par 
rapport  à  Tun  quelconque  des  plans  coordonnés,  i'^  Icîs 
moments  des  forces  parallèles  P,  F,  P'^,. . .  ;  a**le  moment 
de  leur  résultante  R  appliquée  au  centre  des  forces  paraU 
lèles,  ce  dernier  moment  sera  équivalent  à  la  somme  des 
moments  de  tons  les  autres  pris  tantôt  avec  le  signe  -h, 
tantôt  avec  le  signe  — ,  suivant  que  les  forces  corres- 
pondantes agissent  dans  le  sens  de  la  résultante  ou  en 
sens  contraire. 

Si  Ton  supposait  les  points  d'application  P,   F, ..• 
tous  situés  dans  le  plan  des  zj^  on  trouverait 

x  =  o,     a:'=  o, . .  . , 
et,  par  suite, 

Ç  =  o; 

donc  alors  le  centre  des  forces  parallèles  serait  lui- 
mctne  siluédans  le  plan  des  yz.  Comme  un  peut  d'ailleurs 
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prendre  pour  plan  des  yz  un  plan  quelconque,  nous  de- 
vons conclure  généralement  que,  sî  les  points  d^applica- 
lion  de  plusieurs  forces  parallèles  sont  situés  dans  un 
plan  unique,  ce  plan  renfermera  aussi  le  centre  des 
forces  parallèles.  Ou  pourrait  encore  arriver  directement 
à  la  même  conclusion  de  la  manière  suivante. 

Les  points  d^application  des  forces  P,  P, .  • .  étant  sup- 
posés ions  compris  dans  un  seul  plan  ,  concevons  que  de 
Torigine  on  abaisse  sur  ce  plan  une  perpendiculaire,  puis 
désignons  par  k  sa  longueur,  et  par  l,  m,  n«  les  angles 
que  sa  direction  forme  avec  les  demi-axes  dès  coordonnées 
positives.  Le  rayon  vecteur  mené  de  Torigine  au  point  du 
plan  qui  a  pour  coordonnées  x^y,  z  formera  évidemment 
avec  la  direction  de  la  perpendiculaire  un  angle  dont  l<; 

cosÎDUs  sera 

X  cos  /  -+-  r  l'os  m  -f-  s  ms  // 


(x'-^y-hz'j^ 


1 


et  comme,  en  projetant  ce  rayon  vecteur  sur  la  direction 
<^  la  perpendiculaire ,  on  devra  évidemment  retrouver  la 
K>Dgueur  A,  on  aura  nécessairement 

X  cos  /  4-  ^  cos  m  -f-  «  ces  /?  =  /■  ; 

^■*  cette  dernière  formule,  lorsqu'on  y  considère  x,  y,  z 
comme  vanables,  n'est  pas  autre  chose  que  l'équation  gé- 
i^^rale  d'un  plan  présentée  sous  la  forme  la  plus  utile  dans 
les  applications. 

Dans  la  question  qui  nous  occupe  cette  équation  doit 

être  satisfaite    non-seulement   lorsqu'on    choisit    pour 

^-ïj^,  zles  coordonnées  du  point  d'application  de  la  force 

^y  mais  encore  lorstju'on  remplace  ces  coordonnées  par 

^^if'i  2',  ou  par  x^\y\  z^9  •  '9  etc.;  on  aura  doue  a  la  fois 

X  cos  /  "h  y  cos  ///  -h  -  <-os  nz=z  k , 
x'  cos  l  -{-  )'  cos  ih  4-  s'  ces  /i  =  /  , 
x"cos/  -h  r"ios//*  4-  :"  cos/i  =  /  ,  etc. 
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Concevons  maintenant  que  Ton  ajoute  entre  elles  les 
équations  qui  donnent  ^,  y?,  (^,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  eos/,  la  seconde  par  eos  m,  la  troisième  par 
cos/f,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux  formules  qui 
précèdent, 

R{Çcos/H-iïC0Siw-4-;cos/i)=(P±P'±P"±:...)X=RA; 
el,  par  suite, 

Ç  ros  /  -4-  ïï  eos  /w  H-  Ç  eos  //  =  /  ; 

donc  les  coordonnées  Ç,  y?,  ^  satisfont  à  Técpiation  du  plan 
qui  contient  les  points  d'application  des  composantes,  et, 
par  conséquent,  le  point  d^application  de  la  résultante  ou  le 
centredes  forces  parallèlessetrouvelui-mêmedans ce  plan. 

Si  les  points  d^application  des  forces  parallèles  P,  P,... 
se  trouvaient  à  la  fois  situés  dans  deux  plans  donnés,  ou, 
en  d'autres  termes,  sur  la  droite  qui  résulte  de  leur  inter- 
section, le  centre  des  forces  parallèles  se  trouverait  situ^ 
dans  ces  deux  plans  et  par  consétiuent  sur  cette  droite. 

Lorsque  les  forces  P,  F,  F',. . .  agissent  toutes  dans  le 
même  sens^  les  équations  qui  donnent  II  et  les  coordon- 
nées J,  n,  Ç  deviennent 

R    =  P    H-  P'    -HP'     4- .  . .  —  iP, 

RÇ  =:Pj:-|-PVH-P".r'-h.  .    =  iPx, 

R  „  =  P  r  -h  P'r'  H-  P".r"  -h . . .  ~  IPv , 
RÇ  =  P3  -i-p'z  H-F's'-h..    =lVz. 

Donc  alors  la  résultante  II  équivaut  à  la  somme  des 
forces  données^  et  si  Ton  conçoit  cette  résultante  appli- 
quée au  centre  des  forces  parallèles,  son  moment  par  rap- 
port à  chacun  des  plans  coordonnés  sera  la  somme  des 
moments  des  autres  forces.  On  a,  en  outre, 

(n\  l  =sz r  —  —^        C 

M»  :V  IV 
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Lor6C|ue  les  forcer  données  se  réduisent  à  deux,  on  a 

{P±:F)„=:Pj±Py, 
(P±:P')ç  =  Pi±:P'«', 

et  Ton  en  conclut,   i^  en  supposant  que  les  deux  forces 
P,  P*  agissent  dans  le  même  sens  : 


(8) 


P'  O-^ç  >— „  3  —  Ç 


2"  en  supposant  quV'Ues  agissent  en  sens  contraire  : 

P  _  ï-^x  __  n  —  y'  _  ^~-  z'_ 

[(Ç~-^)''H-(>ï-j)'-t-(C-3j'P 

Il  résulte  de  ces  dernières  formules  nou -seulement  que 
'e  centre  des  forces  parallèles  P,  F  est  situé  sur  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d^application ,  mais  encore  que  les 
distances  de  ce  centre  aux  points  dont  il  s'agit  sont  réci- 
proquement  proportionnelles   aux    intensités  des   deux 
forces.  De  plus,  le  centre  des  forces  parallèles  est  ou  n'est 
pas  situé  entre  les  deux  points  d'application  suivant  ({ue 
les  deux  forces  agissent  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
<*ontraire.  On  pourrait  arriver  directement  à  ees  résultats 
par  des  considérations  géométriques. 

En  effet,  pi'enons  pour  exemple  le  cas  où  les  deux  forces 
a^issfiil  dans  le  même  sens.  Soient  A,  A'  (fig'  18)  leurs 
points  d'application,  AB,  A'B'lcs  longueurs  qui  les  re- 
l^iéscntent ,  Portons  sur  les  prolongements  de  la  droite  A  A' 
ilrux  forres  Q  égales  et  direclemrnt  opposées;  ces  nou- 
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velles  forces  étant  représentées  par  les  droites  AC,  A'C, 
contruisons  les  parallélogrammes  ABCD,  A'B'Ciy,  dont 
les  diagonales  prolongées  se  rencontreront  en  un  point  E; 
enfin  menons  la  droite  EF  parallèle  aux  droites  AB,  A'B'. 
Comme  Tadjonction  de  deux  forces  égales,  opposées  et 
agissant  aux  deux  extrémités  d'une  même  droite,  ne 
change  rien  au  système,  les  deux  forces  parallèles  AB, 
A^B'  pourront  être  remplacées  par  les  deux  résultantes 
AD,  A'iy.  De  plus  on  pourra  transporter  ces  deux  résul- 
tantes au  point  E,  ou  les  remplacer  par  deux  forces  EH. 
EH'  qui  leur  soient  respectivement  égales  ;  chacune  de 
ces  deux  forces,  à  leur  tour,  pourra  être  remplacée  par 
ses  deux  composantes  EG,  EK,  EG',  FK!  suivant  les  droites 
EF  et  GG'  parallèles  à  AB  et  A  A'.  Aux  deux  forces  paral- 
lèles données  on  peut  donc  substituer  les  quatre  forces 
EG  =  AC,  EG'  =  A'C,  EK  =  AB,  ER'  =  A'B'.  Mais  les 
deux  premières  EG,  EG'  sont,  par  construction,  néces- 
sairement égales  et  opposées,  elles  se  détruisent,  par  con- 
séquent, et  on  peut  les  supprimer.  Les  deux  secondes,  au 
contraire,  EK,  EK',  sont  dirigées  dans  le  même  sens,  sui- 
vant la  même  droite,  et  s'ajoutent;  la  résultante  des  deux 
forces  données  est  donc  dirigée  suivant  EF  et  égale  à  la 
somme 

EK-4-EK'  =  AB-+-A'B'. 

On  a  d'ailleurs,  évidemment, 

EF  _  AB        EF  _  A^' 
AF  ""  BD'     A'F  ^  B  D'' 

et,  par  suite,  à  cause  de  B'IV  =  BD, 

AB        AB  ^       ._       .,^,         -^ 

^  =  -^^     ABX  AF  =  A'B'X  A'F, 

c'est-à-dire  que  le  point  d'application  de  la  résuhantc 
est  situé  entre  les  points  d'application  des  composantes,  à 
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des  discancef  de  ces  points  rëciproqneineiil  ou  îiiTerse- 
ment  proportionnelles  anx  intensités  de  ces  forces.  Par  là 
même,  si,  en  oonserrant  aox  deux  fortes  données  leurs 
intenntés  rdatÎTes,  on  change  leur  direction,  ou  si  on  les 
(ait  tourner  autour  de  leurs  points  d^application  en  les 
laissant  toujours  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens; 
la  position  du  point  E  qui  ne  dépend  que  du  rapport  des 
intenûtés  des  forces  reste  la  même  sur  la  ligne  AB,  et  le 
point  F  est  bien  le  centre  des  deux  forces  parallèles. 

%,  au  lieu  d*être  dirigées  dans  le  même  sens,  les  deux 
forces  données  étaient  dirigées  en  sens  contraire,  la  figure 
changerait,  mais  la  construction  et  le  raisonnement  reste- 
raient les  mêmes  ;  la  résultante  serait  ^ale  a  la  différence 
des  forces  et  leur  serait  toujours  paralltie;  son  point 
d'ap^cation^  centre  des  forces  parallèles,  serait  en  dehors 
de  la  portion  de  droite  qui  unit  les  points  d'application 
des  deux  composantes,  du  côié  de  la  plus  grande  force,  a 
des  distances  de  ces  points  inversement  proportionnelles 
aux  intensité  des  forces. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 


Application  de  la  théorie  des  forces  parallèles  au  cas  de  la  pesanteur.  — 
Définitions  :  verticale,  pesanteur,  poids,  masse,  densité.  —  Corpi 
homogènes  et  non  homogènes. —  Densité  constante  ou  Yuriablc.— Déter- 
mination des  volumes,  des  surfaces,  des  arcs  de  courbos. —  Calcul  de  11 
masse  renfermée  sous  ces  volumes,  ces  surfaces,  ci*s  arcs. 


59.  Tous  les  corps  de  la  nature  sont  pesants  ou  tendeni 
à  se  précipiter  vers  le  centre  de  la  terre,  sous  l'action 
d'une  force  qu'on  appelle  pesanteur.  Lorsqu'on  suspend 
un  corps  a  un  fil  parfaitement  flexible,  de  manière  « 
former  un  fil  â  plomb,  le  fil  se  tend  en  ligne  droite,  on 
prend  une  direciiou  rectiligne  que  l'on  prouve  être  celle 
de  la  pesanteur,  ou  suivant  laquelle  la  pesanteur  s'exerce. 
La  direction  du  fil  à  plomb  ou  de  la  pesanteur  s'appelle 
la  tfern'cale  du  lieu:  prolongée  en  haut  et  en  bas  jusc|u'i 
la  voûte  céleste,  elle  marquerait  deux  points  qu'on  a  nom* 
niés  le  zénith  sur  notre  tète  ci  le  nadir  sous  nos  pieds; 
elle  est  aussi  perpendiculaire  ou  normale  à  la  surface  des 
eaux  tranquilles  ou  des  fluides  en  repos  et  libres.  Tout 
plan,  toute  ligne  perpendiculaire  à  la  verticale,  parallèle 
à  la  surface  des  eaux  tranquilles,  est  un  plan  horizontal^ 
une  ligne  horizontale^  un  plan  ou  une  ligne  de  niveau. 
Si  la  terre  élait  sphérîque  et  formée  de  couches  concentri- 
ques uniformes,  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  tous  les 
corps  pourrait  être  censée  s'exercer  du  centre,  la  verti- 
cale seiait  le  prolongement  du  rayon  tc»rrestre,  ou,  pro- 
l(>njj:é*;  dans  riiitéricur  de  In  icirc,  elle  irait  passer  par 
l(^  rentre.  Il  n Cii  (*sl  pas  lout  à  lait  ainsi,  mais  néanmoins 
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plat  à  bases  parallèles  ou  une  masse  convexe  de  sulvr 
stance  transparente.  Un  corps  abandonné  à  lui-même  est 
donc  dans  le  même  cas  que  s^il  était  sollicité  à  se  mouvoir 
par  une  pression  verticale,  unique,  égale  à  son  poids  et 
appliquée  à  son  centre  de  gravité.  ,    , 

60.  On  dit  qu'un  corps  est  homogène  lorsque  toutes 
ses  parties  sont  de  même  nature.  L^expérience  démontre  ' 
que  le  poids  d'un  corps  homogène  est  indépendant  de  sa 
forme  et  proportionnel  à  sou  volume,  taudis  que  des 
corps  non  homogènes  peuvent  avoir  des  poids  très-diffé- 
rents sous  le  même  volume.  Parce  qu'il  est  naturel  de  sup- 
poser que  les  corps  homogènes  renferment  des  quandtés 
égales  de  matière  sous  des  volumes  égaux,  on  conclut  des 
observations  fournies  par  l'expérience ,  comme  aussi  du 
raisonnement,  que  le  p<}ids  d'un  corps  est  proportionnel 
à  la  quantité  de  matière  qu'il  renferme^  et  l'on  explique  la 
diflércnce  des  poids  sous  le  même  volume  entre  des  corps, 
hétérogènes,  en  concevant  que  ces  corps  renferment  des 
quantités  différentes  de  matière  sous  des  volumes  égaux. 

La  quantité  de  matière  que  renferme  un  corps,  homo- 
gène ou  non,  est  ce  que  Ton  appelle  sa  masse.  Pour  uo 
corps  homogène,  le  rapport  de  la  masse  au  volume,  ou 
bien  la  masse  comprise  sous  Tunité  de  volume,  est  une 
quantité  constante  que  l'on  appelle  densité  du  corps. 
Pour  un  corps  hétérogène,  le  rapport  de  la  masse  an-. 
volume  n'est  plus  une  quantité  constante,  il  varie  avec 
le  volume  du  corps,  et  prend  pour  un  volume  donné  le 
nom  de  densité  moyenne. 

Soit  M  la  masse  d'un  corps  homogène^  V  son  volume 
et  D  sa  densité  (masse  sous  Tunité  du  volume),  on  aura^ 
en  vertu  de  ce  qui  précède, 

^  =  D,     ou     M  =  DV. 
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Si  l'on  fait  varier  le  volume  V,  la  masse  M  variera  en 
même  temps,  mais  le  rapport  de  M  à  Y  restera  toujours 
le  même  et  égal  à  la  densité  D. 

M 
Pour  un  corps  hétérogène,  le  rapport  -^  n'est  plus 

constant,  et  tandis  que  le  volume  varie,  ce  rapport  varie 
aussi.  Considérons  en  particulier»  dans  cette  hypothèse, 
un  des  points  du  corps  et  une  portion  de  volume  qui  ren- 
ferme ce  même  point.  Si  cette  portion  de  volume  vient  à 
décroître  indéCniment,  la  portion  de  masse  qu'elle  ren- 
ferme décroîtra  sans  cesse,  mais  le  rapport  de  la  masse  au 
volume  ou  la  densité  moyenne  s'approchera  indéfiniment 
d'une  certaine  limite  qui  ne  sera  pas  nulle  en  général,  et 
({ue  Ton  appelle  la  densité  du  corps  au  point  dont  il  's'agit. 
Le  poids  d'un  corps  étant  proportionnel  à  sa  masse,  si 
ion  désigne  par  P  le  poids  du  corps  qui  a  M  pour  massi\ 
et  par  g  le  poids  de  Tunité  de  masse,  on  aura 

P  «        *. 

^  =  gf     ou    V  =  gM. 

Nous  nous  réservons  d'approfondir  ailleurs,  dans  nos 
Leçons  de  Mécanique  physique  et  synthétique,  d'après  les 
méthodes  d'Ampère,  les  notions  délicates  de  pesanteur,  de 
verticale,  de  masse,  de  densité,  etc.,  que  nous  venons 
d'effleurer  rapidement.  Notre  tâche  ici,  et  nous  nous  em- 
pressons d'y  revenir,  est  de  montrer  comment  on  peut 
déterminer  analytiquement  le  volume  d'un  corps,  l'aire 
d  une  surface,  la  longueur  d'une  ligne,  leurs  masses  et 
les  coordonnées  de  leur  centre  de  gravité. 

61.  Si  Ton  considère  une  surface  plane  ou  courbe, 
mais  entièrement  fixe,  la  position  d'un  point  sur  cette 
surface  se  trouvera  déterminée  par  le  moyen  de  deux 
^^rdonnées  rectangulaires  ou  obliques,  rectiiignes  ou 
^curvilignes,  etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas 
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possibles  par  les  lettres 

X    et    y\ 

une  ligne  quelconque  tracée  sur  cette  surface  pourra 
être  représentée  par  une  équation  dont  le  premier  mem- 
bre renferme  les  deux  variables  x  et  y^  ou  au  moins  Tune 
d^entre  elles.  Dans  le  dernier  cas,  c'est-à-dire  lorsque 
Téquation  donnée  renfermera  une  seule  variable  x  ou  y^ 
nous  dirons  que  la  ligne  correspondante  est  de  première 
espèce.  Ainsi  les  lignes  de  première  espèce  sont  celles  qui 
auront  des  équations  de  la  forme 

/(x)  =  o,     on    /(j)  =  o, 

par  conséquent  celles  dont  les  équations  résolues  par  rap- 
port  à  l'une  des  variables  se  réduiront  à 

X  =  constante,     ou    /  =  constante. 

Au   contraire  nous  appellerons   lignes  de  deuxième 
espèce  toutes  celles  dont  les  équations  seront  de  la  forma 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Ces   définitions  étant  admises,  il  est  clair  qu'à  cha — 

que  valeur  donnée  de  a:  ou  de  y  correspondra  toujout*s 

une  ligne  de  première  espèce,  et  que  par  un  point  dorin^ 

on  pourra  toujours  faire  passer  deux  de  ces  lignes.  Noi*^ 

appellerons  lignes  coordonnées  des  x  et  des  y  les  dei*^ 

lignes  de  première  espèce  qui  ont  respectivement  poi^^ 

équations 

j  =  o,         a:  =  o. 

\J origine  des  coordonnées  sera  le  point  d' in tersoctî^*^ 
de  ces  deux  lignes,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  *^ 
point  dont  les  coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 
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62.  Suit  maîulenaiii  :  p  le  point  qui  a  }>our  cooixlon- 
nées  xeljfj  n  un  second  point  qui  ait  pour  coordonnées 
r  +  Ax,  jr-h^y^  ^«^1  ^J  étant  deux  accroissements 
très^petits  attribués  aux  variables  x  et  /;  et  désignons 
par  a  la  petite  aire  mnpq  (fig.  19)  comprise  entre  les 
qoatre  lignes  de  première  espèce  qui  passent  par  les  points 
p  et  it.  L*aire  a  dépendra  en  général  des  quatre  quautités 

et  s^éranouira  toujours  en  même  temps  que  le  produit 

car  U  suffira,  pour  la  rendre  nulle,  d'égaler  à  zéro  un  des 
facteurs  de  ce  produit;  mais  si  Ton  fait  décroitre  indé- 
finiment Ax  et  ùjr,  le  rapport 

a 

I7Â7 

convergera  yers  une  limite  qui  ne  pourra  plus  dépendre 
tpedes  variables  x  et  jr^  et  qui,  dans  plusieurs  systèmes 
de  coordonnées,  se  réduira  simplement  à  une  quantité 
<^oii8tante.  Ainsi,  par  exemple,  on  aura,  pour  un  système  de 
ordonnées  rectangulaires  tracées  sur  une  surface  plane, 

a  :=:àxàx; 

^j.         ^' par  suite 

.     I  a 

>'.;;>  Pour  un  système  de  coordonnées  obliques  tracées  sur 

j^,         ^ne  surface  plane  et  comprenant  entre  elles  Tanglc  0, 

p^î  a  •==  Ijràjr  sin  0, 


tV 

,-i.> 


/ 


r  A-cAj 


=  sm  '>. 


Donc,  si  Ton  fait,  en  général, 


»  li.n  —^ 

Axa  V 


r=  //, 
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on  aura  u=  i  dans  h;  cas  des  coordonnées  reclangulaires, 
u=::sin0  dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  etc. 
D^autres  systèmes  de  coordonnées  pourront  fournir  pour 
la  quantité  u,  au  lieu  d'une  valeur  constante,  une  Vfldeur 
variable,  c'est-â-dire  une  fonction  de  x  et  dejr»  Ajoutons 
qu'après  avoir  trouvé  la  valeur  de  u,  on  en  déduira  sans 
peine  Taire  comprise  dans  un  contour  quelconque  :  c'est 
ce  que  nous  allons  faire  voir. 

63.  Considérons  d'abord  {Jlg.  ao)  un  contour  formé  par 
quatre  lignes  de  première  espèce,  savoir  celles  qui  passent 
par  le  point  fixe  Mo>  dont  les  coordonnées  sontXo,yo  ^^ 
celles  qui  passent  par  le  point  variable  M,  dont  les  coor-^ 
données  sont  x,  y. 

L'aire  MMq  contenue  dans  ce  contour  sera  variable  elle- 
même,  et  nous  la  représenterons  en  conséquence  par 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  désigne  par  la 
caractéristique  ùj^  Taccroissement  que  reçoit  une  fonc- 
tion de  X  dans  laquelle  on  fait  croître  x  de  ^j:,  et  par 
la  caractéristique  A^  Taccroissement  que  reçoit  une  fonc- 
tion de  jr  dans  laquelle  on  fait  croître  y  de  Aj*,  on  aara< 
en  vertu  de  l'équation  (i), 

t  étant  une  quantité  très-petite. 

En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente 
par  Ax  Aj-  et  passant  aux  limites,  on  conclura 

djr         dx 

OU,  dans  les  notations  admises, 

En  intégrant  celte  dernière  équation   par  rapport  à 
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à  partir  de  y  =^09  et  ayant  égard  à  la  condition 
qui  doit  être  vériGëe  quel  que  soit  x,  on  trouvera 

Intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  a:  à  partir  de  j:  =  Xo, 
en  ayant  égard  à  la  condition 

qui  doit  être  vérifiée  quelque  soitj^,  on  obtient 

x(-«^»r)==   /     dx  l     udy=z  j       j     udxdf. 
Il  est  essentiel  d'observer  que  de  Téquation 


ODtire 


^*X(-^»^^)  =  A.r(H-8 


"Uï 


P^r conséquent  A,;^(j:,  j^),  c'esl-à-dire  l'aire  comprise 
i  une  part  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  corres- 
pondent aux  abscisses  j:  et  a:  -f-  A  j:,  de  l'autre  entre  les 
"gnes  de  première  espèce  qui  correspondent  aux  ordon- 
'^^/•îj'î  est  représenté  par  un  produit  de  la  forme 


Ax(i-f.f 


^  étant  une  quantité  très-pelile. 

Si  Von  faity  =  Y,  Y  désignant  une  quantité  constante, 
le  produit  précédent  deviendra 


Ax 


(*+0  f 


udy 
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Concevons  maintenant  que  l'on  ajoute  entre  elles  les 
équalions  qui  donnent  ^,  y?,  (^,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  ces/,  la  seconde  par  cos  m,  la  troisième  par 
cos/2,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux  formules  qui 
précèdent, 

R{Çcos/H-iïCOSiwH-;cos/ï)=(P±P'±P"±:...)^  =  RA; 
el,  pai'  suite, 

Ç  ros  /  -f-  ïï  cos  /Il  H-  Ç  cos  w  =  /  ; 

donc  les  coordonnées  Ç,  >?,  Ç"  satisfont  a  ré([uation  du  plan 
qui  contient  les  points  d'application  des  composantes ,  et, 
par  conséquent,  le  point  d'application  de  la  résultante  ou  le 
eentredes  forces  parallèlesse  trouve  lui-mêmedans ce  plan. 

Si  les  points  d'application  des  forces  parallèles  P,  P,, .. 
se  trouvaient  à  la  fois  situés  dans  deux  plans  donnés ,  ou, 
en  d'autres  termes,  sur  la  droite  qui  résulte  de  leur  inter- 
section, le  centre  des  forces  [>arallèles  se  trouverait  situé 
dans  ces  deux  plans  et  par  consé<iuent  sur  cette  droite. 

Lorsque  les  forces  P,  F,  F^. . .  agissent  toutes  dans  le 
même  sens^  les  équations  qui  donnent  II  et  les  coordon- 
nées 5,  y?,  Ç  deviennent 

R    =  P    -+-  P'    -HP'     4- .  . .  =  iP, 
R Ç  =  Px-hPy  H-  P'V H- .  .    =  ïP X, 
R  „  =  P >'  4-  P'^' H-  P"  r "  -h .  .  .  =  ï P  r , 

RÇ  =  P3  -|-P'zM-P''2"-h..      =IP2. 

Donc  alors  la  résultante  II  équivaut  à  la  somme  des 
forces  données;  et  si  Ton  conçoit  celte  résultante  appli- 
quée au  centre  des  forces  parallèles,  son  moment  par  rap- 
port à  chacun  des  plans  coordonnes  sera  la  somme  des 
moments  des  autres  forces.  On  a,  en  outre. 

iP.r  Wv  :Vz 

'''  '■--—■     "^TF'     ^-Tr- 
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Lorsque  les  forces  données  se  réduisent  à  deux,  on  a 

{P±:F)„  =  PrdbPy, 
(P±:P')ç  =  P*±:Fz', 

et  Ton  en  conclut,  i^  en  supposant  que  les  deux  forces 
P,  P*  agissent  dans  le  même  sens  : 

a"  en  supposant  qu^ elles  agissent  cii  sens  contraire  ; 


p 

^'  »  —  »  ' 

i  - 1 

P' 

X        »i  —y 

^[(5 

-^')'  +  («  - 

-r'.'  +  (ç- 

4/ 

:'V 

11  résulte  de  ces  dernières  formules  noii-seulemcui  que 
le  centre  des  forces  parallèles  P,  V  est  situé  sur  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d^application,  mais  encore  que  les 
distances  de  ce  centre  aux  points  dont  il  s'agit  sont  réci- 
pro<|uement  proportionnelles  aux  intensités  des  deux 
forces.  De  plus,  le  centre  des  forces  parallèles  est  ou  n'est 
pas  situé  entre  les  deux  points  d'application  suivant  que 
les  deux  forces  agissent  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
ron traire.  On  pourrait  arriver  directement  à  ces  résultats 
par  des  considérations  géométri(]ues. 

En  effet,  prenons  pour  exemple  le  cas  où  les  deux  forces 
agissent  dans  le  même  sens.  Soient  A,  A'  (/ig'  i8)  leurs 
points  d'application,  AB,  A'B'les  longueurs  qui  les  re- 
préscnttfiii .  Portons  sur  les  prolongements  de  ladroite  A  A' 
dvux  forces  Q  égales  et  directement  opposées ^  ces  uou- 
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velles  forces  étant  représentées  par  les  droites  ÂC,  A'C\ 
contruisons  les  parallélogrammes  ABCD,  A'B'Ciy,  dont 
les  diagonales  prolongées  se  rencontreront  en  un  point  E; 
enfin  menons  la  droite  EF  parallèle  aux  droites  AB,  A'B'. 
Comme  Tadjonction  de  deux  forces  égales,  opposées  et 
agissant  aux  deux  extrémités  d'une  même  droite,  ne 
change  rien  au  système,  les  deux  forces  parallèles  AB, 
A^B'  pourront  être  remplacées  par  les  deux  résultantes 
AD,  A'iy.  De  plus  on  pourra  transporter  ces  deux  résul- 
tantes au  point  E,  ou  les  remplacer  par  deux  forces  EH, 
EH'  qui  leur  soient  respectivement  égales  ;  chacune  de 
ces  deux  forces,  à  leur  tour,  pourra  être  remplacée  par 
ses  deux  composantes  EG,  EK,  EG',  EK'  suivant  les  droites 
EF  et  GG'  parallèles  à  AB  et  A  A'.  Aux  deux  forces  paral- 
lèles données  on  peut  donc  substituer  les  quatre  forces 
EG  =  AC,  EG'  =  A'C,  ER  =  AB,  ER'  =  A'B'.  Mais  les 
deux  premières  EG,  EG'  sont,  par  construction,  néces- 
sairement égales  et  opposées,  elles  se  détruisent,  par  con- 
séquent, et  on  peut  les  supprimer.  Les  deux  secondes,  au 
contraire,  ER,  ER',  sont  dirigées  dans  le  même  sens,  sui- 
vant la  même  droite,  et  s'ajoutent;  la  résultante  des  deux 
forces  données  est  donc  dirigée  suivant  EF  et  égale  à  la 
somme 

EK-i-EK'  =  AB-+-A'B'. 

On  a  d'ailleurs,  évidemment, 

EF  _  AB        KF  _  A^' 
ÂF^BD'     A'F'^BD'' 

et,  par  suite,  à  cause  de  B'D'  =  BD, 

AB        A'B' 

Jp  =  ^»     ABXAF=A'B'XA'F. 

c'est-à-dire  que  le  point  d'application  de  la  résultante 
est  situe  entre  les  points  d'application  des  composantes^  à 
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des  distances  de  ces  points  réciproquement  ou  inverse- 
ment proportionnelles  aux  intensités  de  ces  forces.  Par  là 
même,  si,  en  conservant  aux  deux  forces  données  leurs 
intensités  relatives,  on  change  leur  direction,  ou  si  on  les 
fait  tourner  autour  de  leurs  points  d^application  en  les 
laissant  toujours  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens; 
la  position  du  point  E  qui  ne  dépend  que  du  rapport  des 
intensités  des  forces  reste  la  même  sur  la  ligne  ÂB,  et  le 
point  F  est  bien  le  centre  des  deux  forces  parallèles. 

Si,  au  lieu  d'être  dirigées  dans  le  même  sens,  les  deux 

forces  données  étaient  dirigées  en  sens  contraire,  la  figure 

changerai  tj  mais  la  construction  et  le  raisonnement  reste- 

nient  les  mêmes  ]  la  résultante  serait  égale  à  la  différence 

des  forces  et  leur  serait  toujours  parallèle;  son  point 

d'application^  centre  des  forces  parallèles,  serait  en  dehors 

de  la  portion  de  droite  qui  unit  les  points  d'application 

des  deux  composantes,  du  côté  de  la  plus  grande  force,  à 

des  distances  de  ces  points  inversement  proportionnelles 

wx  imensités  des  forces. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 


Application  du  la  Ihoorio  des  forces  parallèles  an  cas  de  la  pesanteur.  ~~ 
Définitions  :  verticale,  pesanteur,  poids,  niasso,  densité.  —  Corps 
Iioiuo(jènett  et  non  homogènes. —  Densité  couslanle  on  vuriablc. —  IKtier- 
Hiinalion  dcsToInmes,  uessnrtaces,  des  arcs  de  courhos. —  Calcul  de  la 
masse  renfermée  sous  ces  volumes,  ces  surfaces,  ces  arcs. 


59.  Tous  les  corps  de  la  naiurc  sont  pesants  ou  tendent 
à  se  précipiter  vers  le  centre  de  la  lerre,  sous  T action 
d'une  force  qu'on  appelle  pesanteur.  Lorsqu'on  suspend 
un  corps  à  un  fil  parfaitement  flexible,  de  manière  i 
former  un  fil  à  plomb,  le  fil  se  tend  en  ligne  droite,  ou 
prend  une  direction  rectiligne  que  Ton  prouve  être  celle 
de  la  pesanteur,  ou  suivant  laquelle  la  pesanteur  s'exerce. 
La  direction  du  fil  à  plomb  ou  de  la  pesanteur  s'appelle 
la  x^erticale  du  lieu:  prolongée  en  haut  et  en  bas  jus<{u*à 
la  voûte  céleste,  elle  marquerait  deux  points  qu'on  a  nom-* 
mes  le  zénith  sur  notre  tôle  cl  le  nadir  sous  nos  pieds; 
elle  est  aussi  perpendiculaire  ou  normale  à  la  surface  des 
eaux  tranquilles  ou  des  fluides  en  repos  et  libres.  Tout 
plan,  toute  ligne  perpendiculaire  à  la  verticale,  parallèle 
à  la  surface  des  eaux  tranquilles,  est  un  plan  horizontal^ 
une  liij;ne  horizontale^  un  plan  ou  une  ligne  de  niveau  » 
Si  la  terre  était  spbérique  et  formée  de  couches  concentri— 
(jues  uniformes,  l'attraction  qu'elle  exerce  sur  tous  les 
lorps  pourrait  être  censée  s'exercer  du  centre,  la  verti- 
cale serait  le  prolongement  du  rayon  trrrcstre,  ou,  pro- 
l(>n{;iV  dans  rinlciicur  de  la  terre,  elle  irait  passer  par 
](*  ecntie.  Il  n Cil  <>sl  pas  foui  à  lait  ainsi,  mais  néatimoins 
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les  verticales  prolongées  passent  très-près  du  centre  de  la 
terre,  et,  parce  que  ce  centre  est  très-loin,  parce  que  le 
rayon  de  la  terre  est  très-grand,  relativement  aux  dimen- 
sions des  corps  dont  nous  étudions  les  conditions  d'équi- 
libre ou  de  mouvement  à  la  surface  de  la  terre,  les  direc- 
tions des  actions  exercées  sur  les  divers  points  d'un  même 
corps,  on  les  verticales  menées  par  les  divers  points  du 
corps  peuvent  être  regardées  comme  parallèles,  de  sorte 
que  la  théorie  des  forces  parallèles  s'applique  naturelle- 
ment i  la  pesanteur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  lorsqu'un  corps  pris  à  Tétat 
de  repos  est  soumis  à  l'action  d'une  force,  il  en  résulte, 
dès  le  premier  instant,  une  tendance  au  mouvement  ]  et 
que  si,  à  cet  instant,  le  mouvement  est  empêché  par  un 
obstacle,  ce  corps  exercera  contre  cet  obstacle  un  effort 
que  l'on  désigne  du  nom  de  pression.  Nous  avons  appelé 
poids  la  pression  exercée  par  un  corps  pesant  contre  le 
•plan  horizontal  sur  lequel  il  repose,  et  nous  avons  pris 
loin  de  faire  remarquer  que  les  quantités  désignées  en 
staticpie  sous  le  nom  de  forces  ne  se  manifestent  que  par 
des  poids  ou  des  pressions;  que  cet  équilibre  entre  des 
poids  ou  des  pressions  est  le  seul  qu'on  puisse  observer 
<l&Ds  la  nature.  Pour  retenir  le  corps  lorsqu'il  est  sus- 
P^du  à  un  fil,  on  est  obligé  d'exercer  un  certain  effort 
dirigé  verticalement  de  bas  en  haut.  Cet  effort  est  évidem- 
ik  Bentégal  et  directement  opposé  au  poids  qui  sollicite  le 
B  Qorps  a  tomber  suivant  la  verticale  de  haut  en  bas.  En  fai- 
I  Mnt  varier  le  point  d'attache,  on  remarque  que  l'effort  né- 
'  cessaire  pour  retenir  le  fîl  est  le  même  dans  toutes  les  posi- 
tions; et,  si  Ton  regarde  plus  attentivement,  on  constatera 
qoe  la  direction  du  fil  passe  toujours  par  un  même  point 
du  corps  qui  remplace  ici  le  centre  des  forces  parallèles, 
^^lireud  le  nom  de  centre  de  grav^itc ;  cette  observation 
^slplus  facile  à  faire  lorsque  le  corps  est  un  prisme  très- 
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plat  à  bases  parallèles  ou  une  masse  convexe  de  sul>< 
stance  transparente.  Un  corps  abandonné  à  lui-même  est 
donc  dans  le  même  cas  que  s^il  était  sollicité  à  se  mouvoir 
par  une  pression  verticale,  unique,  égale  à  son  poids  et 
appliquée  à  son  centre  de  gravité. 

60.  On  dit  qu'un  corps  est  homogène  lorsque  toutes 
ses  parties  sont  de  même  nature.  L*expérience  démontre 
que  le  poids  d'un  corps  homogène  est  indépendant  de  sa 
forme  et  proportionnel  à  son  volume,  tandis  que  des 
corps  non  homogènes  peuvent  avoir  des  poids  très-diffé- 
rents sous  le  même  volume.  Parce  qu'il  est  naturel  de  sup- 
poser que  les  corps  homogènes  renferment  des  quantités 
égales  de  matière  sous  des  volumes  égaux,  on  conclut  des 
observations  fournies  par  Texpérience,  comme  aussi  du 
raisonnement,  que  le  pOids  d'un  corps  est  proportionnel 
â  la  quantité  de  matière  qu'il  renferme  \  etFon  explique  la 
différence  des  poids  sous  le  même  volume  entre  des  corps 
hétérogènes,  en  concevant  que  ces  corps  renferment  des 
quantités  différentes  de  matière  sous  des  volumes  égaux. 

La  quantité  de  matière  que  renferme  un  corps,  homo* 
gène  ou  non,  est  ce  que  Ton  appelle  sa  masse.  Pour  un. 
corps  homogène,  le  rapport  de  la  masse  au  volume,  oïl 
bien  la  masse  comprise  sous  Tunité  de  volume,  est  une 
quantité  constante  que  Ton  appelle  densité  du  corps. 
Pour  un  corps  hétérogène,  le  rapport  de  la  masse  au 
volume  n'est  plus  une  quantité  constante,  il  varie  avec 
le  volume  du  corps,  et  prend  pour  un  volume  donné  le 
nom  de  densité  moyenne. 

Soit  M  la  masse  d'un  corps  homogène,  V  son  voliune 
et  D  sa  densité  (masse  sous  Funité  dii  volume),  on  aura, 
on  vertu  de  ce  qui  précède, 

^  =  D,     ou     M  =  DV. 
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Si  l'on  £iit  varier  le  volume  V,  la  masse  M  variera  en 
même  temps,  mais  le  rapport  de  M  à  V  restera  toujours 
le  même  et  égal  k  la  densité  D. 

Pour  un  corps  hétérogène,  le  rapport  — -  n'est  plus 

eonstant,  et  tandis  que  le  volume  varie,  ce  rapport  varie 

imn.  Considérons  en  particulier,  dans  cette  hypothèse, 

un  des  points  du  corps  et  une  portion  de  volume  qui  ren- 

farme  ce  même  point.  Si  cette  portion  de  volume  vient  à 

déerohre  indéfiniment,  la  portion  de  masse  qu'elle  ren- 

fenne  décroîtra  sans  cesse,  mais  le  rapport  de  la  masse  au 

voltune  ou  la  densité  moyenne  s'approchera  indéfiniment 

d^ane  certaine  limite  qui  ne  sera  pas  nulle  en  général,  cl 

<iue  Ton  appelle  la  densité  du  corps  au  point  dont  il  *s'agi t . 

Le  poids  d'un  corps  étant  proportionnel  à  sa  masse,  si 

Ton  désigne  par  P  le  poids  du  corps  qui  a  M  pour  masse. 

I    etptr^  le  poids  de  Tunité  de  masse,  on  aura 


-jj  =  ^,     ou    P  =  ^M. 

Nous  nous  réservons  d'approfondir  ailleurs,  dans  nos 
Leçons  de  Mécanique  physique  et  synthétique,  d'après  les 
méthodes  d'Ampère,  les  notions  délicates  de  pesanteur,  de 
Terticale,  de  masse,  de  densité,  etc.,  que  nous  venons 
d^elBeorer  rapidement.  Notre  tâche  ici,  et  nous  nous  em- 
pf<es8ons  d'y  revenir,  est  de  montrer  comment  on  peut 
terminer  analytiquement  le  volume  d'un  corps,  l'aire 
ionesurfacei  la  longueur  d'une  ligne,  leurs  masses  et 
1^  coordonnées  de  leur  centre  de  gravité. 

61.  Si  l'on  considère  une  surface  plane  ou  courbe, 
iQsis  entièrement  fixe,  la  position  d'un  point  sur  cette 
^rface  se  trouvera  déterminée  par  le  moyen  de  deux 
coordonnées  rectangulaires  ou  obliques,  rectilignes  ou 
funrjlignes/  etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas 
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possibles  par  les  lettres 

X    et    y\ 

une  ligne  quelconque  tracée  sur  cette  surface  pourra 
être  représentée  par  une  équation  dont  le  premier  mem- 
bre renferme  les  deux  variables  x  et  y^  ou  au  moins  Tune 
d'entre  elles.  Dans  le  dernier  cas,  c*est-à-djre  lorsque 
Téquation  donnée  renfermera  une  seule  variable  x  ou  y^ 
nous  dirons  que  la  ligne  correspondante  est  de  première 
espèce.  Ainsi  les  lignes  de  première  espèce  sont  celles  qui 
auront  des  équations  de  la  forme 

f{x)  =  o,     on     /(j)  =  o, 

par  conséquent  celles  dont  les  équations  résolues  par  rap* 
port  à  Tune  des  variables  se  réduiront  à 

x  =  constante,     ou    ^  =  constante. 

Au  contraire  nous  appellerons  lignes  de  deuxième 
espèce  toutes  celles  dont  les  équations  stu'ont  de  la  forme 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Ces  définitions  étant  admises,  il  est  clair  qu'à  cha- 
que valeur  donnée  de  x  ou  de  y  correspondra  toujours 
une  ligne  de  première  espèce,  et  que  par  un  point  donné 
on  pourra  toujours  faire  passer  deux  de  ces  lignes.  Nous 
appellerons  lignes  coordonnées  des  x  et  des  y  les  deux 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  respectivement  pour 

équations 

^  =  o,         x  =  o. 

lu^ origine  des  coordonnées  sera  le  point  d'intersection 
de  ces  deux  lignes,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le- 
point  dont  les  coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 
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62.  Soit  niaîulenaui  :  p  le  point  qui  a  pour  coordon- 
nées xeijrj  n  un  second  point  qui  ait  pour  coordonnées 
ar  +  ^X)  J'+Aj';  A  JET,  Aj^  étant  deux  accroissements 
très^petits  attribués  aux  variables  x  et  jr\  et  désignons 
pAr  a  la  petite  aire  mnpq  (fig.  19)  comprise  entre  les 
quatre  lignes  de  première  espèce  qui  passent  par  les  points 
p  et  n.  L^aire a  dépendra  en  général  des  quatre  quantités 

eis'éTanouira  toujours  en  même  temps  que  le  produit 

AxA/; 

car  il  suffira,  pour  la  rendre  nulle,  d'égaler  à  zéro  un  des 
facteurs  de  ce  produit;  mais  si  Ton  fait  décroître  iiidé- 
fimment  Ax  et  Aj^,  le  rapport 

a 

convergera  vers  une  limite  qui  ne  pourra  plusdépeudie 
que  des  variables  x  et  jr^  et  qui,  dans  plusieurs  systèmes 
de  coordonnées,  se  réduira  simplement  à  une  quantité 
constante.  Ainsi ,  par  exemple,  on  aura,  pour  un  système  do 
coordonnées  rectangulaires  tracées  sur  une  surface  plane, 

a = AxA/; 
«l  par  suite 

a 

z  I. 


'  AxAj 

Pour  un  système  de  coordonnées  obliques  tracées  sur 
nne  surface  plane  et  comprenant  entre  elles  l'angle  0, 

a  -=  Aràjr  sin  0, 


=  sinO. 


A^A/ 

Donc,  si  l'on  fait,  en  général, 

AxA  >- 


7=    tt^ 
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on  aura  u=  i  dans  le  cas  des  coordonnées  reclangulaires, 
ii  =  sin0  dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  etc. 
D^autres  systèmes  de  coordonnées  pourront  fournir  pour 
la  quantité  k,  au  lieu  d'une  valeur  constante,  une  vtfleuf 
variable,  c* est-à-dire  une  fonction  de  x  et  de  jr»  Ajoutons 
qu'après  avoir  trouvé  la  valeur  de  u,  on  en  déduira  sans 
peine  Taire  comprise  dans  un  contour  quelconque  :  c'est 
ce  que  nous  allons  faire  voir. 

63.  Considérons  d'abord  {Jig^  ao)  un  contour  formé  par 
quatre  lignes  de  première  espèce,  savoir  celles  qui  passent 
par  le  point  fixe  Mo>  dont  les  coordonnées  sont  x^^y^  et 
celles  qui  passent  par  le  point  variable  M,  dont  les  cooi^ 
données  sont  x,  y* 

L'aire  MMo  contenue  dans  ce  contour  sera  variable  elle- 
même,  et  nous  la  représenterons  en  conséquence  par 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  désigne  par  la 
caractéristique  Aj^  l'accroissement  que  reçoit  une  fonc- 
tion de  X  dans  laquelle  on  fait  croître  x  de  Ax,  et  par 
la  caractéristique  A^  l'accroissement  que  reçoit  une  fonc- 
tion de  y  dans  laquelle  on  fait  croître  y  de  Aj^,  on  aura^ 
en  vertu  de  l'équation  (i), 

e  étant  une  quantité  très-petite. 

En  divisant  les  deux  membres  de  T équation  précédente 
par  Aj:  ^y  et  passant  aux  limites,  on  conclura 

dy         dx 

OU,  dans  les  notations  admises, 

En  intégrant  cette  dernière  équation   par  rapport  à 
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à  partir  de  ^  =7*09  et  ayant  égard  à  la  condition 

qui  doit  être  vériGée  quel  que  soit  Xj  on  trouvera 

Int^rant  de  nouveau  par  rapport  à  xk  partir  de  x=Xoj 
en  ayant  égard  â  la  condition 

x(x.,jr)=zo 
qui  doit  être  vérifiée  quel  que  soit j^,  on  obtient 

Il  est  essentiel  d'observer  que  de  Téquation 


on  tire 


ï^ 


I    T 


par  conséquent  Ajrx(-^î  Jk)?  c'est-à-dire  l'aire  comprise 
d  une  part  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  corres- 
pondent aux  abscisses  x  et  a:  -t-  A  jr,  de  Tautre  entre  les 
"gnesdc  première  espèce  qui  correspondent  aux  ordon- 
'^^Jo,  j,  est  représenté  par  un  produit  de  la  forme 

^  étant  une  quantité  très-petite. 

Si  l'on  fait  y  =  Y,  Y  désignant  une  quantité  constante, 
'«produit  précédent  deviendra 

Jy. 
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lîl  rcpréscnicra  Taire  comprise  entre  les  lignes  de  pre- 
mière espèce  qui  répondent  d'une  part  aux  abscisses 
.r,  X  H-  û  T,  de  Tau  ire  aux  ordonnées  j^o  cl  Y. 

Oi.  Concevons  maintenant  que,  To  désignant  toujours 
une  quantité  constante»  on  représente  par  ^©i  Y,  non 
plus  deux  valeurs  constantes  de  j^  mais  deux  fonctions 
de  la  variable  jc,  et  cherchons  l'aire  comprise  d'une  part 
entre  les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équa- 
tion 

de  l'autre  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  corres- 
pondent aux  abscisses  x^  et  x.  Cette  aire  sera  variable 
avec  .r,  et  si  on  la  représente  par  9(^^)9  elle  recevra  pour 
accroissement  ^^(a:),  quand  on  fera  croître  x  de  Ax. 
So\lpqr$  [Jig.  21)  raccroissenientdont  il  s'agit  renfermé 
d'une  part  entre  les  lignes  de  première  espèce  prcl  qs  cor- 
respondantes aux  abscisses  x^  x-\-  Aj:,  de  l'autre  entre  les 
portions  /7<jf,  rs  des  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont 
pour  ordonnées  aux  points  p  et  «7,^*0  et  Y  ;  il  est  clair 
qu'on  pourra,  sans  changiT  la  valeur  de  l'aire  pqrSy  rem- 
placer séparément  ou  simultanément  :  1"  la  ligne  de 
deuxième  espèce  pq  dont  l'ordonnée  au  point  p  est  Y  par 
une  ligne  de  première  csy^ècc  p^q^  •  2"  la  ligne  de  deuxième 
espèce  ry  dont  l'ordonnée  au  point  rcstro  p^tr  une  ligne 
de  première  espèce  /■'a',  on  aura  donc  encore 

A©  (a:)  =  p'  (/ r  s' , 

De  plus,  la  ligne  /■'i'  coupera  évidemment  la  ligne  rs   ^ 
et,  par  suite,  aura  une  équation  de  la  formiî 

e'  désignant  un  certain  accroissement  que  reçoit  ^' 
considéré  comme  fonction  de  x  lorsqu'on  fait  croilrC-5  -^ 
d'une  certaine  quantité  plus  petite  cpie  Ax.  De  memc^    !• 
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ligne  ^^  aura  une  équation  de  la  forme 

Y  -h  c"  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  pq  corres- 
pondante à  une  abscisse  comprise  entre  .retx  +  Aor; 
cela  posé,  on  trouvera  (n°  63) 

et  par  conséquent  aussi 

XY-hc" 
udy, 

e,  e  et  tf  étant  des  quantités  qui  décroîtront  indéGniment 
«▼ec  Ax.  Si  on  divise  par  £^x  les  deux  membres  de  Téqua- 
tîon  précédente,  on  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 

puis  en  intégrant  à  partir  de  x=ix^^  et  ayant  égard  à  la 
condition  <f  (x^)  =  o, 

®(x)  =   /     Hx    i      udy  =1        /      udxdy  \ 

luais  il  faut  se  rappeler  alors  que  la  première  intégration 
<loit  être  faite  par  rapport  h  y  entre  les  limites  y^  et  Y 
^i dépendent  de  la  variable  a:,  et  la  seconde  par  rapport 
^  Xyhi  partir  de  la  limite  x^  qui  est  une  quantité  con- 
stanie. 

Si  en  désignant  par  /q,  Y  deux  fonctions  de  x,  et  par 
^ùîXdcux  quantités  constantes,  on  cberchait  Taire  com- 
prise d'une  part  entre  les  lignes  de  deuxième  espère  qui 
^ntpourécjuatîons 

^=:jo     et     r  =  Y, 

<ie  l'autre  entre  les  deux  lignes  de  première  espèce  qui 

8. 
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ont  pour  cquations 

on  trouverait  pour  la  valeur  de  cette  aire  que  nous  ap 
lerons  A , 

A  =  y  (X)  ;=  I        /     udxdj  ; 

dans  le  cas  particulier  où  ^^^  Y  deviennent  constan 
la  valeur  précédente  de  A  se  réduit,  comme  ou  pou 
le  prévoir,    à  la   valeur   précédemment  obtenue    ] 

En  résumé ,  si  Télémcnt  de  surface  compris  entn 
lignes  de  première  espèce  qui  correspondent  aux  e 
données 

est  représentée  par 

£  désignant  une  quantité  qui  décroisse  indéfiniment  ; 
Ax,  Ù^y\  si,  de  plus,  on  représente  par  )^,  Y  deux  f 
tions  de  la  variable  .r,  et  par  Xq,  X  deux  quantités  c 
stantes,  la  surface  ou  aire  A  comprise  enlre  les  qu 
lignes  de  première  et  de  deuxième  espèce  qui  auront  | 
équations 

V 

sera  donnée  par  l'équation 

.X      r.\ 

A  =    /        /      ucUdr, 


=/7 


Scolie.  —  Il  est  essentiel  d'observer  que  la  niclhod> 
dessus  exposée  peut  servir  h  déterminer  non-sculei 
la  surface  comprise  enlre  les  lignes  que  représenten 
é([uations  qui  précèdent,  mais  aussi  toute  autre  quai 
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ijettie  à  croître  ou  à  décroître  avec  cette  même  suifacc. 
U^^c  semblable  quantité  se  trouverait  encore  exprimée 
paiK*  Tintégrale  qui  précède,  si  Tou  désignait  par 

no  El  plus  Télément  de  la  surface,  mais  Télémeut  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée.  Enfin  si  la  surface  don- 
née se  trouvait  terminée  par  un  contour  quelconque,  il 
ser-ait  facile  de  la' décomposer  en  plusieurs  parties  à  cha- 
cune desquelles  on  pourrait  appliquer  la  méthode  précé- 
dente. 

(55.  Passons  au  problème  des  cubatures  ou  à  la  défer- 
mination  du  volume  des  corps. 

La  position  d^un  point  dans  l'espace  se  trouve  complè- 
tement déterminée  par  le  moyen  de  trois  coordonnées 
rectangulaires  ou  obliques ,  reciilignes  ou  curvilignes , 
polaires,  etc.,  que  nous  désignerons  dans  tous  les  cas  par 
les  trois  lettres 

^,    r,    »• 

Cette  notation  étant  adoptée,  une  surface  quelconque 
pourra  être  représentée  par  une  équation  dont  le  premier 
membre  renfermera  les  trois  variables  t,j,  -s,  ou  deux 
de  ces  variables,  ou  au  moins  Tune  d'elles.  Pour  distin- 
guer ces  trois  cas  l'un  de  l'autre,  nous  dirons  qu'une  sur- 
faa»  est  de  pretnièn*,  de  deuxième,  de  troisième  espèce, 
snivant  que  son  équation  renferme  une,  deux  ou  trois  va- 
lables. Eu  conséijuence,  l'équation  d'une  surface  de  pre- 
"Mère  espèce  aura  Tune  des  trois  formes 

/(x)  =  o,     /(7)  =  o,    /{z)  =  o, 

^  ce  qui  revient  au  même,  l'une  des  suivantes. 
X  =  constante,      >  =  constante,     s  =r.  constante. 

'- «[nation  d'une  surface  de  deuxième  esprcr  aura  I  iwr 
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des  trois  formes 

/(^»r)=«>,      /(X,Z)=0,      /(j,5)=o, 

OU,  si  Ton  veut,  l'une  des  trois  formes 

X=/M,     z=f{x),     ==/(r). 

Enfin  Téquation  d'une  surface  de  troisième  espèce  sera  d< 
la  forme 

à  laquelle  on  peut  substituer  la  suivante 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'à  chaque  valeur  donnée  de  or 

y  ovL  z  correspondra  toujours  une  surface  de  premier 

espèce,  et  que  par  un  point  donné  on  pourra  toujours  faîr 

passer  trois  semblables  surfaces.  Nous  appellerons  sur 

faces  coordonnées  des  jz,  des  zx  et  des  xy  les  trois  sui 

faces  de  première  espèce  qui  auront  pour  équations  rea 

pectives 

j:  =  o,     ^  =  o,     z  =  o. 

Ces  surfaces  se  couperont  suivant  trois  lignes  que  noi 
appellerons  lignes  coordonnées  ou  axes  coordonnés  d< 
a:,  des  y  et  des  -s,  et  ces  axes  en  un  point  qui  sera  l'or 
gine  des  coordonnées;  par  suite,  l'origine  sera  le  poil 
dont  les  trois  (coordonnées  se  réduisent  à  zéro. 

Une  ligne  pouvant  être  considérée  comme  l'interseï 
tion  de  deux  surfaces,  sera  naturellement  représentée  pi 
deux  équations;  si  ces  équations  sont  de  la  forme 

la  ligne  se  trouvera  située  sur  la  surface  coordonnée  d 
xy^  et  ne  sera  pas  autre  chose  que  l'intersection  de  cet 
surface  coordonnée  avec  la  surface  de  deuxième  espèce 
laquollr  appartient  Toqua! ion 
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u  général,  il  est  clair  que  toute  surface  de  deuxième 
es[>ét:e,  représentée  par  une  équation  entre  deux  varia- 
bles, coupera  Tune  des  trois  surfaces  coordonnées  suivant 
UDO  ligne  de  deuxième  espèce  à  laquelle  apparti^iidra 
Fécjuation  dont  il  s'agit.  Nous  dirons  que  celle  ligne  est 
la  base  de  la  surface. 

G().  Considérons  maintenant  Télément  de  volume  ter- 
miné par  les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  passent 
pai*  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  respective- 
ment 

•''>    y  y     ^> 

jr-f-Ax,      /-t-Aj,     z-hAs. 

Ce  irolume,  équivalent,  dans  le  cas  des  coordonnées  rec- 
^n^daires,  au  produit 

AxAj^Az, 

*  évanouira  dans  tous  les  cas  avec  ce  produit,  et  pourra 
être  représenté  par  une  expression  de  la  forme 

(w -h  t)  AxA/Az, 

^  désignant  la  limite  vers  laquelle  converge,  pour  des  va- 
'^ï^rs  décroissantes  de  Ao*,  Aj^,  Az,  le  rappori  du  volume 
^^ "dessus  mentionné  au  produit  Ax  AyA:;,  et  la  (|uaniité 
^  ^tant  assujettie  à  décroître  indéfiniment  avec  ce  même 
P^^oduit.  Dans  chaque  système  de  coordonnées,  la  quantité 
^*^  ^e  pourra  être  qu'une  quantité  ronslante  ou  une  fonc- 
^•on  détenninée  des  variables 

•^j   y^    ^* 

*^*^  plus,  après  avoir  trouvé  la  valeur  constante  ou  varia- 
ble de  cette  quantité  tv,  on  en  déduira  facilement  Tex- 
Pt^cssion  du  volume  renfermé  dans  une  enveloppe  quel- 
conque. 

Eu  effet,  cherchons  d'abord  le  volume  r  compris  entre 
■^s  six  surfaces  de  première  espèiM'  qui  passent  par  les 
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points  dont  les  coordonnées  sont 

On  pourra  considérer  ce  volume  comme  raccroisse- 
nient  relatif  à  j:  et  à  ^  d'un  autre  volume  renfermé  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  les  deux 
points  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 

•*0>       J9y        *'09        •*' >        J9        "• 

Désignons  par  ^(x,  j-,  z)  ce  dernier  volume,  et  ad- 
mettons que  les  caractéristiques  Zij, ,  A^ ,  A.  indiquent  les 
accroissements  que  reçoivent  les  fonctions  de  x,  y,  z, 
quand  on  y  fait  croître  x  de  Ax,  ou^  de  Ajf,  ou  z  de 
Az,  le  volume  cherché  (^  sera 

et  de  plus  on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède^ 

AxA^Ax^»!^»/»  s)  =r(tv-h  «)  AjA^As. 

En  divisant  par  Az  les  deux  membres  de  l'équation 
précédente,  puis  faisant  converger  Az  vers  la  limite  zéro, 
on  obtiendra  la  formule  suivante  : 

i- -^ =  (iv-HsjAxAjr; 

puis  en  intégrant  par  rapport  à  ;:,  à  partir  de  z  =  Zo,  et 
observant  que  Ton  a,  quels  que  soient  x  eljy 

on  obtiendra 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r  =  A,  A,xj;  (x,  .}•,  c  )  =  (  I  -h  £  )  A  X  A^r   1      «v/z , 
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e  désignant  une  quantité  qui  aura  des  valeurs  différentes 
dans  les  diverses  formules,  mais  toujours  des  valeurs  très- 
petites  quand  ù^x  et  û^y  seront  eux-mêmes  très-petits. 
Si  l'on  voulait  obtenir  le  voliune  compris,  d'une  part, 

entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  correspondent 

aux  coordonnées 

de  Vautre,  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  ont 
pour  équations 

il  suffirait  de  remplacer  z  par  Z  dans  le  second  membre 
deTéquation  qui  donne  (^;  on  trouverait  ainsi  pour  re- 
présenter le  volume  cherché  une  expression  de  la  forme 

nZ 

c  désignant  toujours  une  quantité  infiniment  petite. 

67.  Concevons  maintenant  que  Xq  et  X  désignent  deux 
quantités  constantes,  y^  et  Y  deux  fonctions  de  la  variable 
•^t  2i  et  Z  deviennent  des  fonctions  de  deux  variables  .r 
^J^,  et  cherchons  le  volume  compris,  d'une  part,  entre 
^  surfaces  de  première  et  de  deuxième  espèce,  qui  ont 
pour  équations 

*«1  autre,  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations 

^  volume  croîtra  ou  décroîtra  en  même  temps  que  Taire 
ï'omprîse  entre  les  quatre  bases  des  surfaces  dr  premièrr 
^^ue  seconde  espère,  et  si  Ton  désigne  par 
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l'élément  auquel  se  réduit  ce  volume,  dans  le  cas  où  Ton 
remplace  les  surfaces  x=:Xo,  x=X,  yz=zy^^  y=Y,  par 
les  quatre  surfaces  de  première  espèce  qui  correspondent 
aux  coordonnées 

on  obtiendra  pour  Texpression  du  volume  chçrché 

X  /»Y 


Jx.      Jjr^ 


udxdy. 


Il  reste  à  trouver  la  valeur  de  1/,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  celle  du  volume  élémentaire 

compris,  d'une  part,  cutre  les  surfaces  de  première  espèce 
qui  correspondent  aux  coordonnées 

de  l'autre,  entre  les  surfaces  de  troisième  espèce  qui  ont 
pour  équations 

Or,  sans  changer  ce  volume  élémentaire,  on  pourra  évi- 
demment remplacer  :  i*'  la  petite  portion  de  surface  de 
troisième  espèce  qui  prend  son  origine  au  point  dout  les 
coordonnées  sont 

et  qui  se  termine  k  celui  dont  les  coordonnées  sont 

par  une  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  T équation  serait  de  la  forme 

Z  =  Zq  -f-  c  , 

i    étant  une  (juautilé  infmiment  petite  en  même  telnp^ 
que  ùkoc^  ùi}  \  Ci"  la  petite  portion  de  surface  de  Iroisièm^-^ 
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espèce  qui  s*ëtend  depuis  le  point  correspondant  aux 
coordonnées 

•r,    /,    Z, 

jiiscpi'a  celui  dont  les  coordonnées  sont 

x-HAx,      af-f-A^,      Z^-AZ 

par  une  portion  correspondante  de  surface  de  première 
espèce  dont  l'équation  soit  de  la  forme 

f  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  De 
plus,  pour  obtenir  le  volume  compris,  d'une  part,  entre 
les  surfaces  de  première  espèce  qui  sont  représentées  par 
les  équations 

dePauire,  entre  les  surfaces  de  première  espèce  qui  cor- 
respondent aux  coordonnées  x,  x  -+-  Zix;  y,  7  -+-  Ajr,  il 
suffira  évidemment  de  remplacer  dans  la  formule 

^Z 

h  par  Zo-+-  e'î  et  Z  par  Z  -h  e".  On  trouvera,  en  consé- 
quence, pour  représenter  ce  volume  une  expression  de  la 
forme 

JpZ-h." 
I  WdZy 

hélant  une  quantité  infiniment  petite.  En  égalant  cette 
expression  à  (u-\- t)  ùkXÛ^y^on  trouvera 

J/^Z-he" 
I  wdz, 

puis,  en  passant  aux  limites, 


^Z 

U  =.    \       (V(iz. 
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La  valeur  de  n  étant  ainsi  déterminée,  la  formule  qui  ex- 
prime le  volume  compris  entre  les  surfaces  données  de- 
viendra 


wdz. 


/    ^/^  /    dx  / 

•^•^.  •^J'o  *^^o 


On  aura  donc,  en  désignant  par  V  le  volume  cherché  et 
supposant  les  intégrations  faites  i**  par  rapport  à  z  eulre 
les  limites  variables  Zo,  Z;  2°  par  rapport  à  j  entre  les 
limites  variables  j,,,  Y  5  3**  par  rapport  à  x  entre  les  li- 
mites constantes  x^,,  X, 

/»X    /»Y    /»Z 
V=    /       1       /      wdxdydz, 

Jx^    Jy^    Jb^ 

Scolie. — Il  est  essentiel  d'observer  que  la  méthode  pré- 
cédente peut  servir  à  déterminer  non-seulement  le  volume 
compris  entre  les  surfaces  dont  il  s'agit,  mais  encore  toute 
autre  quantité  assujettie  à  croître  ou  à  décroître  avec  ce 
même  volume.  Une  semblable  quantité  se  trouverait  en- 
core exprimée  par  l'intégrale  qui  forme  le  second  membre 
de  la  dernière  équation,  si  Ton  désignait  par 

[w  -\-  t)  Ajt  A^' Az, 

non  plus  r élément  de  volume  V,  mais  Télément  corres- 
pondant de  la  quantité  cherchée. 

Ajoutons  que  si  le  volume  donné  se  trouvait  terminé, , 
non  par  les  surfaces  données,  mais  par  un  contour  quel- 
conque, il  serait  facile  de  le  décomposer  en  plusieurs 
parties,  de  manière  que  chacune  de  ces  parties  ou  le  vo- 
lume correspondant,  pût  être  facilement  calculé  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer. 

On  peut  remarquer  encore  que  si  Ton  divise  par 
^xù^yùi^z  les  deux  membres  do  Tcqualion 

AxA^A,|(.r,r,  3)  =  (u- -+- g)  A.r  A  r  A?, 
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311  en  conclura,  en  passant  aux  limites, 

de  plus,  il  est  permis  de  prendre  pour  ^  (j^,^r^  z)  le  vo- 
lume compris  entre  les  six  surfaces  de  première  espèce 
qni  correspondent  aux  coordonnées 

o>  ^,     o>  JTj     o,  s, 

il  suffit  donc  de  connaître  ce  dernier  volume  pour  en  dé- 
duire la  valeur  de  tv. 

68.  Faisons  servir  a  la  détermination  des  masses  les 
principes  que  nous  venons  d'établir. 

Dans  un  corps  hétérogène  considérons  un  point  qui  ait 
pour  coordonnées 

Soit  V  un  élément  de  volume  qui  renferme  ce  même  point 
et  m  la  masse  comprise  sous  le  volume  v  \  lorsque  Félé- 
mentwsera  très-petit,  la  masse  m  sera  également  très- 
petite,  mais  le  rapport 

m 

V 

<Hi  la  densité  moyenne  relative  au  volume  (^  conservera  en 
général  une  valeur  finie.  De  plus,  si  on  fait  décroître  in- 
déGuimcnt  les  trois  dimensions  de  Télément  (^,  sans  que 
f*t  élément  cesse  de  renfermer  le  point  x,  y^  z,  le  rapport 


convergera  vers  une  limite  fixe.  Cette  limite  est  ce  qu^oti 

appelle  la  densité  du  corps,  au  point  dont  les  coordonnées 

*^Dlx,  y,  z,  elle  est  une  fonction  des  trois  variables  t, 

J»  2  que  nous  désignerons  par  la  lettre  p.  Cela  posé,  on 
aaia 


hm  —  =  <i, 

V 


t: 
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^*t,  en  supposant  les  trois  dimensions  du  volume  v 
petites, 

—  =  p(i  4-8) ,      m  =r  pu  (i  -+-£). 

Dans  ces  dernières  formules,  e  désigne  une  quantité 
niment  petite.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  imagine  q" 
volume  élémentaire  v*  soit  compris  entre  les  surfaci 
première  espèce  qui  correspondent  aux  coordonnées 

.r,  a?4-Ax,     rt^'-H^r»     *»     z -4- As, 
la  valeur  de  ^  sera  de  la  forme 

IV  étant  une  fonction  des  seules  variables  x,  ^,  z  ;  et 
suite,  la  valeur  de  m  prendra  la  forme  suivante 

m  =  (i-|-«")p  w  àxAf  ôlz. 

Soient  maintenant  M  la  masse  entière  du  corps,  1 
volume,  et  concevons  que  ce  volume  soit  enfermé  :  i 
tre  deux  surfaces  de  première  espèce  qui  ont  pour  i 
tions 

Xo  et  X  étant  des  quantités  constantes;  2**  entre  deux 
faces  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 

jTo  et  Y  étant  deux  fonctions  de  x;  3°  entre  deux  sur 
de  troisième  espèce  qui  ont  pour  équations 

z^  et  Z  étant  des  fonctions  des  deux  variables  x  et  y 
vertu  des  principes  établis  dans  des  paragraphes  pi 
dents,  on  trouvera  pour  la  valeur  de  V 

/»X    /»Y    /-»Z 
(  1  )  \=  I         I         I       iV(/jrf/y,h. 

^'-''^  ^'r.  •/-. 
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Si,  dans  le  second  membre  de  la  formule,  on  écrit  ûwru 
lîea  de  w,  on  obtiendra  (n°  67,  Scolie)  la  valeur  de  M, 
SâYoir 

Lorsque  le  volume  V  n'est  pas  terminé  comme  on  le 
suppose  ici,  on  parvient  sans  peine  à  le  décomposer  en 
plusieurs  parties  dont  chacune  peut  être  calculée  par  le 
moyen  de  la  formule  (i).  La  masse  correspondante  à  cha- 
cune de  ces  parties  peut  alors  se  déduire  de  la  formule  (  2  ) . 

69.  Il  est  essentiel  de  se  rappeler  que  Ton  peut,  dans 
chaque  système  de  coordonnées,  déterminer  facilement  la 
valeur  de  iv,  dès  que  Ton  connaît  le  volume  compris  entre 
les  six  surfaces  de  première  espèce  qui  passent  par  Tori- 
gineet  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  j,  z.  En 
effet,  soit  ^  (x,  /,  z)  ce  dernier  volume^  on  aura,  comme 
on  Ta  fait  voir, 

Pour  donner  une  première  application  des  formules 
précédentes,  supposons  d'abord  les  coordonnées  x,  y^  z 
'^langiilaires.  Dans  cette  hypothèse,  le  volume  ^  (x,  y,  z) 
^^pris  entre  les  six  surfaces  de  première  espèce,  ou  entre 
les  six  plans  qui  passent  par  l'origine  et  le  point  dont  les 
coordonnées  x,  j",  z,  se  trouve  déterminé  par  Téquation 

de  laquelle  on  tire 

dxdydz 

On  aurait  pu  encore  arriver  au  même  résullat,  en  ob- 
^rvaniquc  le  volume  renfermé  entre  des  plans  rectan- 
S^laires  qui  passent  par  les  points  dont  les  coordonnées 
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sont  : 

jr>  7>  2,     X  -h  Ax,     ^  4-  A/,     «  +  As, 

se  réduit  à  un  parallélipipèdc  rectangle,  dont  les  < 
sions  sont  respectivement  égales  à  Ax,  Aj^,  Az,  e 
qu'on  a 

c^  =  ArA/ Az, 
et,  par  suite  (n**  68), 

wfi  4-  «)  =  I,     «'=1. 
Cela  posé,  les  formules  qui  donnent  V  et  M  dévie 

J/.X    /.Y    /.Z  /.X    /.Y 

f       /       I     dx(ixdz=  j       f     (Z  —  z.)dxdj 

.X    /.Y   /»Z 


I        1        1     pdxdjrdz. 


Si  Ton  considère  des  coordonnées  obliques,  ma 
jours  rectilignes,  en  désignant  par  a  le  volume  du 
lélipipède  ([ui  aurait  pour  arêtes  trois  droites  resp 
ment  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  de  plw 
à  l'unité  de  longueur,  on  trouvera 

^^  (^,  /,  2)  =  nxjrz ,      vz=a\x  àjàz, 

et,  par  suite, 

w=  a. 

Cela  posé,  les  formules  (i)  et  (2)  deviendront 

/»X    /»Y    ^Z  n\    /»V 

\  =  a  j       f       I     dxdjrdz  =  aj       f      {Z^z,)d 

J/»X    /»Y    /»Z 
f        I        I      pdxdydz. 

Concevons  maintenant  que  la  position  du  poin 
Tespace  stî  liouve  déterminée  par  le  moyen  des  coc 
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nées  polaires 

r  désignant  le; rayon  vecteur  mené  du  point  que  Ton  con- 
ûdère  a  un  point  fixe  pris  pour  origine^  S  Tangle  que 
forme  ce  rayon  vecteur  avec  un  axe  fixe,  ou  plutôt  avec 
BQ  demi-axe  passant  par  Toriginei  et  p  Tangle  formé  par 
un  plan  fixe  qui  renferme  ce  demi-axe,  avec  le  plan  qui 
passe  par  le  même  demi-axe  et  le  rayon  vecteur.  Les  sur- 
iaces  de  première  espèce,  c'est-à-dire  les  surfaces  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 

6  =  constante,     ou    />  =  constante^     ou     r=  constante, 

seront  évidemment  :  les  premières,  des  surfaces  coniques 
droites  à  bases  circulaires  qui  auront  pour  axe  Taxe  fixe  ; 
les  secondes,  des  plans  passant  par  Taxe  fixe;  les  troi- 
sièmes, des  surfaces  sphériques  qui  auront  pour  centre 
l'origine. 
Les  équations 

9=:  G,     /?  =  o,      r=o 

appartiendront  en  particulier,  la  première  au  plan  fixe, 
la  seconde  à  l'axe  fixe,  la  troisième  au  point  unique  pris 
pour  origine, 
(^laposé,  le  volume,  représenté  par 

^  trouve  terminé  :  i^  par  deux  plans  qui  renfermeront 
1  axe  fixe,  et  comprendront  entre  eux  un  angle  égal  à/?; 
^  par  une  portion  de  surface  conique  dont  la  génératrice 
formera  avec  Taxe  fixe  Tangle  0;  3°  par  une  portion  de 
^<ie  sphérique  dont  la  hauteur  est  équivalente  à 

r(i  —  cosO), 
^l 'aire,  au  produit 

2  7rr[r(i  —  cos  ô)]  =  STrr*  (i  — CûSÔ). 

^  Volume  sera  donc  une  |K)i  tion  de  secteur  sphérique 


/ 
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qui  a  pour  base  cette  zone  et  dont  le  volume  est,  en  con- 
séquence, 

I  2 

-  r2  7rr»(i — cosO)  =  ^îrr*(i  —  cosô). 

Ajoutons  que  le  volume  ^  (6,  /?,  r)  sera  au  secteur  sphé- 
rique  dans  le  rapport  de  p  k  2  tt,  d'où  Ton  conclura 

4»  (6, />, ''j  =  :r- ^ /^(i  —  cosô), 

27r    o 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

+  (®»/^5'*)=3  (i  — cosO)/?. 

On  aura  d'ailleurs,    (m    remplaçant,  dans    la   formule 
iv  =  D^r^(x,  jr,  z),  .r,  j,  z,  par  0,  p^  r, 

«f=D^    4'(®>  /'j  r)=zr^s\n9,     ou     crrrr'sînO. 

La  valeur  de  w  étant  ainsi  trouvée,  on  tirera  des  équa- 
tions (i)  et  (2),  en  écrivant  0,  /;,  r  au  lieu  de  x,  /,  «, 
^0?  /^Oî  ''o  au  lieu  de  JCq,  jo?  ^o»  *?t  0,  P,  R  au  lieu  de  X, 

Y,Z, 

/•e  /*p  /»R 

•^«0     --Vo     •/'•« 

'       f        /     pr^sinQdQdpdr. 

Dans  ces  dernières  équations,  Tq  et  R  sont  des  fonction 
des  variables  0  et  /?  ^  ^0  et  P  des  fonctions  de  la  seule  va — 
riabled,  etOo,  @  des  quantités  constantes. 

70.  Après  avoir  appris  à  déterminer  les  masses  com— - 
prises  sous  un  volume  donné,  considérons  des  masses  con— - 
centrées  sur  des  surfaces  ou  sur  des  lignes.  La  masse d'u 
corps  sous  un  volume  donné  est  évidemment  d'autan 
plus  grande  que  sa  densité  en  chaque  point  est  plus  con- 
sidérable*, et,  si  Ton  vient  a  diminuer  le  volume,  il  suf- 


PESANTEUR    ET    CENTRE    DE    GRAVITÉ.  l3l 

(ira,  pour  que  la  masse  demeure  constante,  d'augmenter 
partout  la  densité.  On  peut  même,  en  faisant  croitre  in- 
définiment la  densité,  renfermer  une  masse  donnée  sous 
un  volume  dont  les  dimensions  soient  aussi  petites  qu^on 
le  voudra.  Si  les  trois  dimensions  viennent  à  décroître 
simultanément,  la  masse  finira  par  être  concentrée  sensi- 
blement en  un  seul  point.  Si  deux  dimensions  seulement 
viennent  à  décroître, la  masse  finira  par  être  sensiblement 
concentrée  sur  une  ligne;  enfin  si  une  seule  dimension 
vient  à  décroître,  la  masse  finira  par  être  concentrée  sur 
une  surface.  C'est  de  cette  pianière  que  Ton  arrive  à  la 
notion  des  points  matériels^  des  lignes  matérielles^  des 
surfaces  matérielles. 

G)ncevons,  par  exemple,  que  Ton  considère  un  cylin- 
dre d'une  longueur  constante  et  d'un  diamètre  variable; 
on  pourra,  sans  changer  la  masse  du  cylindre,  diminuer* 
indéfiniment  son  diamètre,  pourvu  que  Ton  augmente  in- 
définiment sa  densité,  et  toute  la  masse  finira  par  se  trou- 
ver sensiblement  concentrée  sur  Taxe  du  cylindre  qui,  par 
ce  moyen,  deviendra  une  droite  matérielle.  Quoique  les 
concentrations  de  cette  espèce  ne  puissent  jamais  s'effec- 
iner  entièrement,  néanmoins  dans  la  mécanique  analy- 
^que  on  les  regarde  comme  achevées. 

Lorsqu'une  masse  donnée  a  été  concentrée  sur  une  ligne 
ou  sur  une  surface,  le  rapport  de  cette  masse  à  la  ligne  ou 
^  la  surface  en  question  est  ce  qu'on  appelle  la  densité 
doyenne  de  cette  ligne  ou  de  cette  surface.  Si  Ton  consi- 
dère en  particulier  une  portion  de  la  même  ligne  ou  de 
U  même  surface  qui  renferme  un  point  déterminé,  la 
densité  moyenne  de  cette  portion,  tandis  que  ses  éléments 
diminuent,  s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  li- 
ïDite.  Cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  la  densité  de  la 
"gneoM'de  la  surface  au  point  dont  il  s'agit. 
Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  surface  plane  ou 

9- 
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courbe  sur  laquelle  on  fixe  la  position  d'un  point  a 
moyen  de  ses  coordonnées  x  et  j^.  Désignons  par  A  ui 
portion  de  cette  surface  courbe  renfermée:  i°  entre  1< 
lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 

^0  et  Y  étani  deux  fonctions  de  X^  :àP  entre  les  lignes  c 
première  espèce  qui  ont  pour  équations 

OTo  et  X  étant  des  quantités  constantes.  Enfin,  supposot 
qu'une  certaine  masse  M  ait  été  concentrée  sur  la  surfac 
A,  de  telle  manière  que  la  densité  de  cette  surface,  a 
point  qui  a  pour  coordonnées  x,  y^  soit  une  fonction  d 
ces  coordonnées  représentée  par  p.  Si  Ton  désigne  par 
un  tout  petit  élément  de  surface  qui  renferme  le  poîi 
dont  il  s'agit,  et  par  m  la  masse  concentrée  sur  Télément^ 
on  aura 

—  =p(i  -hfi),     m  =  flp(H-c), 

£  étant  une  quantité  très-petite.  De  plus,  si  on  suppos 
rélément  a  terminé  par  les  quatre  lignes  de  premièi 
espèce  qui  correspondent  aux  coordonnées 

j:,     x+  a j:,     y^     y  -+-  Ajr, 
a  sera  de  la  forme 

et  par  suite  la  valeur  de  m  sera  de  la  forme 

//i  =  (i  -h«')pw Ax Aj'. 

Ajoutons  qu'en  vertu  des  principes  établis  n^  64  1 
masse  M  se  déduira  de  son  élément  m,  comme  la  sui 
face  A  se  déduit  de  son  élément  a,  et  puisque  l'on  a 

A=  I        1       wlxdyy 


PBSÀMTEUIi    ET    CEMTIiE    DE    GRAVITÉ.  l33 

00  aura 


M  =  /        I      ^udxdy. 


71.  Concevons  maintenant  que  chaque  point  de  l^es- 
pace  étant  déterminé  par  le  moyen  des  trois  coordonnées 
Jt^j  Xi  Zj  on  substitue  à  la  surface  coordonnée  des  ay 
Qnc  surface  quelconque,  et  soit  B  la  portion  de  cette  der- 
nière surface  comprise  entre  les  quatre  lignes  suivant  les- 
quelles elle  se  trouve  coupée  par  les  surfaces  de  première 
^t   de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 

Soient  en  outre  : 

^^   ime  certaine  masse  concentrée  sur  la  surface  B*, 

P  la  densité  de  la  surface  B  au  point  qui  a  pour  coordon- 
nées X,  y; 

^  l^élément  de  la  surface  B  compris  entre  les  quatre  sur- 
laces de  première  espèce  qui  répondent  aux  coordon- 
nées X,  X  ^-  Ax,  j^,  y  -h  Ay  ; 

'^    l'élément  de  masse  concentré  sur  la  surface  h. 

L'élément  de  la  surface  b   sera  déterminé  par  une 

ècjiiaiion  de  la  forme 

^  =  {1  -h  «)  u^x  àjr, 
^  désignant  une  certaine  fonction  des  variables  x,  /,  et  s 
^ne  quantité  très-petite.  De  plus,  le  rapport  7-  devant  être 

^rès-peu  différent  de  p,  la  masse  élémentaire  m  sera  de  la 

foiine 

/w  =  (i  -h«')p« Aj: A/. 

^'a  posé,  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  irouver«i 
B=  I        I      udxcfy;         M  =  /        /      pudxdy. 
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Supposons  que  Taire  B  soit  une  portion  de  la  surface 
courbe  qui  a  pour  équation 

et  soit  S  Tinclinaison  de  cette  surface  courbe  par  rappor' 
au  plan  des  xy^  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x  et  j^ 
On  aura 

-=[-(è)"-(l)"T- 

^  =  (i  4-8)sécOAj:  A/, 

et  par  suito 

u  =  sécO. 

Cela  posé,  les  valeurs  de  B  et  de  M  seront 

Si  Ton  appelle  a  et  A  les  projections  des  surfaites  b  et  B 
sur  le  plan  des  xy^  on  trouvera 

tf  =  A.r  A/, 

et  par  suite 

X   nY 

dxcijr. 


=f  f 


On  arriverait  encore  à  cette  dernière  formule,  en  suppo- 
sant que  l'équation  z  =f(xj  y)  se  réduit  à  z  =  o,  c'est- 
à-dire  en  supposant  que  la  surface  B  est  une  portion  du 
plan  des  zy.  Dans  cette  hypothèse,  en  eflet,  sécd  =  i,  et 
les  équations  qui  donnent  B  et  M  se  réduiront,  comme 
cela  devait  être,  à 

/»X    /«Y  /»X   pY 

A=|        I      iixdx,      M=i       I     pdjcdy. 
J*.  Jy^  •/■Te  Jy^ 

Concevons  que  la  position  d'un  point  dans  un  plan  se* 
trouve  déterminée  par  le  moyen  de  deux  coordonnées 
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polaires 

r  désignai! l  le  rayon  vecteur  mené  du  point  que  Ton  con- 
sidère à  un  point  fixe  pris  pour  origine,  et  p  Tangle  que 
ionnece  rayon  vecteur  avec  un  axe  fixe  ou  plutôt  avec  un 
demi-axe  passant  par  Torigine.  Les  lignes  de  première 
espèce,  représentées  par  des  équations  de  la  forme 

p  =2  constante,     ou    r  =:  constante, 

seront  des  droites  passant  par  Forigine,  ou  des  arcs  de 
cercle  qui  auront  Torigine  pour  centre.  Les  équations 

■  p  =  Of     r  =  o, 

appartiendront  en  particulier,  la  première  au  demi-axe 
"xe  et  la  deuxième  à  Torgine  elle-même.  Cela  posé,  soit 

xiPf  '•) 

«  sui*face  plane  comprise  entre  les  lignes  de  première 
^Péce  qui  répondent  aux  coordonnées 

o,     o,     p,     r. 

^^tte  surface  plane  n'étant  autre  chose  qu'un  secteur 
CïituXaire  décrit  du  rayon  r  et  correspondant  à  l'angle  p^ 
onauja 

^^î t  de  plus  a=  [i  -\-t)u ^pAr  l'élément  de  surface 
com-j^  jjj  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  répondent 
^^^  ^coordonnées 

v^n  ^^ra^  Qn  vertu  des  principes  établis  ci-dessus, 

'  "       ffpeir      ^   ' 


\ 
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et  ToD  en  conclura 

Par  suite,  si  A'  représente  la  surface  comprise  j"  entre  les 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  pour  équations p=:/7oi 
p  =  P^  pojP  étant  deux  quantités  constantes*,  2^  entre 
les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équations 
^  =  /"o ,  r  =  R,  To  et  R  étant  deux  fonctions  de  y?,  on  aura 

A=f      f    rdpdr=lÇ    (B^'-r\)dp, 

Supposons  en  outre  une  certaine  masse  M  concentrée  sur  la 
surface  Â,  de  manière  que  p  soit  la  densité  de  cette  surface 
au  point  qui  a  pour  coordonnées  p  et  r,  on  aura  encore 


M  =   I         I     prdpdr. 


72.  Considérons  maintenant  une  masse  concentrée 
sur  une  ligne  donnée,  et  supposons  chaque  point  de 
l'espace  déterminé  par  le  moyen  de  coordonnées  quel- 
conques x^y,  z. 

Désignons  par  S  la  ligne  donnée,  par  .Xo ,  X  les  abscisses 
des  points  extrêmes,  par  <f[x)  la  portion  de  la  longueur  S 
comprise  entre  les  points  j^O)  -^i  p^r  s  un  élément  de  S 
compris  entre  les  points  qui  répondent  aux  abscisses  x 
et  j:  +  Ax,  enfin  par  M  la  masse  concentrée  sur  la  lon- 
gueur donnée  S,  et  par  m  la  masse  élémentaire  concen- 
trée sur  l'élément  5. 

L'élément  s  sera  donné  par  l'équation 

H  étant  la  limite  du  rapport  de  s  à  Ax;  et  si  on  appelle 
p  la  densité  de  la  ligne  S  au  point  dont  Tabscissc  est  j:^ 
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on  aura 
Cela  posé,  on  trouvera 

et  par  suite 

//f  (x)  =  M<;/x; 

puis,  en  inférant  les  deux  membres  entre  les  limites  Xo, 
X,  et  ayant  égard  aux  équations 

f(X)=S,     (p(xo)  =  o, 
on  aura 

X 
udx. 


< 


En   opérant    de    la    même    manière    sur    Téquatiou 
''^^(i-h£)pudx,  on  passera  de  m  à  M,  et  on  trouvera 


M 


^X 
=  f      pudx. 


<3.  En  résumant  ce  qui  précède  et  remplaçant  dans 
1^  calculs  relatifs  aux  volumes  la  lettre  w  par  la  lettre 
tt,  ou  arrive  aux  conclusions  suivantes. 

Supposons  chaque  point  de  l'espace  déterminé  par  le 
moyen  de  trois  coordonnées  x,  j*,  z.  Soient  z© ,  Z  deux 
fonctions  des  variables  x,  y^yo^^  deux  fonctions  de  la 
seule  variable  j: 5  Xo,  X  deux  quantités  constantes. 

*^  Si  Ton  désigne  par  (i-f-  e)u^x^yAz  Télémentde 
>olume  i^  compris  entre  les  surfaces  de  première  es^>cc'e 
l^ï  repondent  aux  coordonnées 

(*,      V,      z-,      (x  4-  A.r,      Y  -r-  àr,      z  -h  àz), 
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u  étant  la  limite  du  rapport  du  volume  i^  au  ] 
^xAyAz]  par  V  le  volume  compris  entre  les  suri 
première,  deuxième  et  troisième  espèce,  qui  oii 
équations 

par  M  la  masse  comprise  sous  ce  volume  et  par  p 
site  au  point  qui  a  pour  coordonnées  ;r,  y^  z,  on  a 

I        /        /     udxdydz, 

/•X    /»Y    A»Z 
(«')  M=/        J        1     ^udxdydz, 

•/x,   ./r,   •/*, 

a®  Si  Ton  désigne  par  (i-he)  ii  Ax  A/ 1  élément 
surface  courbe  compris  entre  les  lignes  d'interse< 
celte  surface  courbe  avec  les  surfaces  de  premièn 
qui  correspondent  aux  coordonnées 

u  étant  la  limite  du  rapport  de  a  au  produit  à 
par  A  la  portion  de  la  même  surface  courbe  c< 
entre  les  surfaces  de  première  et  de  seconde  espèc 
pour  équations 

par  M  la  masse  concentrée  sur  la  surface  A  et 
densité  de  la  surface  A  au  point  qui  a  pour  coon 
a:,  r,  on  aura 


3*  Si  1 M  'àcBÇstt  par    i —  £   a  JLr  Icunws.^  .-  £  xiir 

»iicoofik«B«ax.x  —  AT*,  x  <cja.:  li  2iisi^  ix  rijçw^ 
deiàAx^p&fSlakKmrsj  zn  :«cr«  Lpb^  «ksv  jf*$>  }m«:5 
^  wpendtai  svx  a3»c»s«»  x. .  X:  pu  M  U  Aftsw  «n»- 
ccBirée  sur  ta  I%Be  S.  ti  ptz  z  U  demsle  &  U  Imk  S  au 
point  dont  Tilscisse  es2  x.  c<a  astâ 

•  Y 

If 


=i 


c 

-  • 


l. 
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HUITIÈME  LEÇON. 


Centres  de  gravité.  —  Proposition  générale  relative  à  la  décom(>osltioD  e 
éléments  infiniment  petits  des  volumes,  des  surfaces  et  des  lîgnet.- 
Application  à  la  détermination  des  masses  et  des  coordonnées  du  centi 
de  gravité. —  Détermination  approchée. —  Centre  de  gravité  des  toIiiim 
—  Centre  de  gravité  des  surfaces.  —  Centre  de  gravité  des  oourbei.  • 
Applications.  —  Théorèmes  de  Guldin. 


74.  Nous  commencerons  par  démontrer  quelques  pro 
positions  dont  la  connaissance  nous  sera  fort  utile  pov 
la  détermination  des  centres  de  gravité. 

TnÉORÈME.  —  Supposons  que  Â  représente  une  loi 
gueur,  une  surface,  ou  un  volume,  et  que  Ton  divise  A  e 
éléments  a^ ,  a, , . . . ,  a„  dont  toutes  les  dimensions  soiei 
fort  petites,  de  sorte  que  Ton  ait 

Désignons  par  (x,  j,  z),  (Xj,/,,  Zi ),...,  (x„,  ^«,  z^ 
les  coordonnées  de  points  situés  dans  les  éléments  a 
/If, . . . ,  a„,  ou  très-voisins  de  ces  éléments,  et  désignoi 
par  lij,  2/t, . . . ,  i/„  les  valeurs  correspondantes  d^une  fon 
tion  tt=y*(x,  y^  z)'^  enfin,  soient  êi,  e,,...,  e„  d 
quantités  positives  ou  négatives  qui  deviennent  infinimei 
petites,  en  même  temps  que  les  éléments  a^ ,  a^ , . . . ,  a^ 
et  faisons 

la  somme  S  conservera  sensiblement  la  même  valei 
quel  que  soit  le  mode  adopté  pour  la  division  de  A  c 
éléments  très-petits,  et  quelles  que  soient  les  valeui 
supposées  très-petites  des  quantités  Si ,  ê,,  .  . . ,  e„. 

Démonstration.  —  On  tirera   de  l'é(|ualion  qui  d( 
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finit  S: 

$=«,01  +  8x02  +  . .  .+«,a,+Al/(t,,  t, ,. . .,  •«), 

iV(ei,  «tv  -  -  >  ^")  cl^sîgns^^  uDe  moyenne  entre  la  plus 
gnnde  et  la  plus  petite  des  quantités  Cj,  e,,. . .,  e.;  et 
omune  le  dernier  terme  de  cette  équation  sera  toujours 
infiniment  petit,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  e,,  Ci,.*-,  £« 
n'toront  pas  d'influence  sensible  sur  la  valeur  de  S.  De 
]dns,  si  la  fonction  u  se  léduit  à  une  quantité  constante, 
on  aura 

j>  tf,fli+«jûa  +  .  .  .+ttii0ii  =  "A, 

et  par  suiteS  diflcrera  très -peu  du  produit  uA. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  fi  ne  se  réduise 
pas  à  nne  quantité  constante,  et  concevons  que  du  mode 
de  division  adopté  Ton  passe  à  un  nouveau  mode  telle- 
ment choisi,  que  chacun  des  éléments  du  premier  mode 
soitforméparla  réunion  de  plusieurs  éléments  du  second. 

Soient  a',  a^, . . .,  les  éléments  du  nouveau  mode  qui 
ratent  de  la  subdivision  de  l'élément  a,.  Dans  le  pas- 
**ge  du  premier  mode  au  second,  on  devra  remplacer  le 
produit  (u]  +  ^1  )  ^1  P^i^  ^^^  somme  de  la  forme 

=  (fl'-hû''-h.  .  .)  M{u'-h%\  tt"+  t\  . .) 

^  «",. . .  désignant  des  nombres  irès-pelits,  et  m',  a", . . . , 
les  valeurs  de  u  correspondantes  à  des  points  situés  dans 
•^  éléments  a'.,  a'^, . . . ,  ou  très-voisins  de  ces  élc- 
i  îûents,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  u  correspondantes  à 
des  points  irès-rapprochés  du  point  (x,j^,  z).  En  consé- 
quence 

a'-^,',     /i"  +  f",... 

^linêniela  moyenne 

diflerent  très-peu  de  m,  et  l'expression  (i/  -h  i')a'  pourra 
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être  présentée  sous  la  forme  (fii  +  61)^1  ;  le  nombre  i 
étant  toujours  très-petit,  maïs  pouvant  différer  de  celi 
que  renfermait  le  produit  (ui  +  Sij^i  dans  le  seooo 
membre  de  Téquation  qui  déGnit  S.  On  prouvera  c 
même  que  la  subdivision  des  éléments  a^ja^y,..,  n'aui 
d^autre  effet  que  de  convertir  les  produits 

en  des  sommes  équivalentes  à  des  produits  de  mèn 
forme,  dans  lesquels  les  nombres  £1^  £s^ .  • . ,  auront  d 
valeurs  différentes,  mais  toujours  très-petites.  Par  suit 
le  passage  du  premier  mode  au  second  ne  faisant  vari* 
que  les  nombres  £1 ,  £«,...,£„  ne  changera  pas  sensibi 
ment  la  valeur  de  S. 

Reste  le  cas  où  Ton  passe  d^un  premier  mode,  dans  1 
quel  les  éléments  de  a  seront  très-petits,  à  un  second  da' 
lequel  les  éléments  soient  encore  très-petits,  mais  ne  r 
sultent  pas  de  la  subdivision  des  éléments  du  premie 
Pour  prouver  que  la  valeur  de  S  n'est  pas  sensibleme 
altérée  dans  le  passage  du  premier  mode  au  second, 
suffira  d'observer  qu'elle  ne  varierait  pas  d'une  manié 
sensible  dans  le  passage  du  premier  ou  du  second  mode 
un  troisième  tellement  choisi,  que  chaque  élément  du  pr 
mier  ou  du  second  mode  se  trouve  formé  par  la  réuni( 
de  plusieurs  éléments  du  troisième. 

Dans  toute  cette  discussion,  dont  nous  aurions  pu  noi 
dispenser,  en  renvoyant  à  la  première  de  nos  leçons  < 
calcul  intégral,  on  pourrait  supposer  S  déterminée  p 
une  équation  plus  générale,  ou  de  la  forme 

75.  Soit  M  une  masse  comprise  sous  un  volume  doni 
ou  concentrée  sur  une  surface  ou  sur  une  ligne  donné 
désignons  par  A  ce  volume,  cette  surface  ou  cette  lign 
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p«r  à  un  de  ses  éléments,  par  m  la  masse  correspondante 
à  rélément  a. 

Divisons  la  masse  M  en  éléments  mi,  m,, . . . ,  m„,  dési- 
gnons par  Hi ,  fit  9  •  •  •  9  Afi  1^  éléments  correspondants 
de  la  quantité  A,  et  par  (Xj ,  ^, ,  Zj),  (x,,j,,  z,),..., 
(x.,  )r,,  z«)  les  coordonnées  des  points  d^application  des 
forces  parallèles  qui  représentent  les  poids  de  ces  divers 
éléments.  Elnfin,  soit  g  le  poids  de  Funité  de  masse  et 
(,  n,  Ç,  les  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles 
dont  il  s'agit;  ces  forces  étant  respectivement 

gnti ,     gm,f .  . . ,     gm^ , 
on  aura 

gM  =  gmi-hgmt'\-  ...  +g:/w„, 

^MÇ  =  ^/w,j:,-h5r/WjXi4-  . ..  -hg/n^x^, 
^M>î  =  gm^Xi  -+•  gm^r^  H- ...  -H  /?w«rn , 
^MÇ  =  ^/w,  s,  -h ^/w, z, -f- . .  . -f- g'/iî,  z„ . 

elj  par  suite, 

M  =r  m,  H-  m,  -h  ...-+-  /if„ , 
M  Ç  =  /W|  J?|  -f-  m^x-x  -+-..,  -f-  /?/„  jr„ , 
Mii  =  /w,  j,-+-w,j,-|-  ...  4-  /w»^», 

lopins,  en  supposant  les  dimensions  de  Tëlément  a  très- 
Petites,  et  désignant  par  e  une  quantité  très-rapprochée  de 
^ro,  de  l'équation 

p  =  lim  —  » 
'  a 

<|Qi  définit  la  densité  d^  on  tirera 


-=p(i4-.), 


e^par  conséquent. 


r-=Pi(i4-«i),     r-  =  P'('  +  «09---9     r- =?«(!-+-«/.)» 
^»i*îv..,  e„,  désignant  des  quantités  irès-peliics,  et  p,. 
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|0,,...,   pn    les    densités    correspondantes    aux    poî 

Cela  posé,  les  formules  qui  dounent  les  valeurs  de 
et  de  (,  riy  ^^  pourront  être  remplacées  par  les  suivant! 

M=  (H-t,)p,fli-h(i-+-«i)piû»-+-...         +fi+««)p.a«, 

MÇ  =  (l-Hf,)piXill,-+-(l-+-fa)pjXall,-H..  .  -|-(l4-««)p.x. 

M»ï  =  (i  -f-  f,)  p,7ifli-H  (i-+- 1,)  pijjfla-H . . .  -f-  (i  -H  f,)  p«^. 
MÇ=(i-*-f,)p,2,fl,-H(i4-f,)pj«aai-h...  -»- («-h  ««)  p»*» 

Pour  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  M,  ^,  19, 
il  suffit  de  chercher  les  valeurs  que  prennent  les  secoi 
membres  quand  les  éléments  a,,  ^s,. . .,  a„  devienni 
infiniment  petits.  On  obtiendra  de  cette  manière  :  i® 
masse  M\  a**  les  coordonnées  Ç,  y?,  ^  de  son  centre 
gravité.  Celte  masse  et  cette  densité  sont  ainsi  donm 
par  les  quatre  équations 

Wmlpara  Vimlpxa  lim  Ipza 

Ç  =  ~r — ;? — >      >î=-r: — >      Ç  =  ~r — r — » 

hmipa  hmlpa  hmipa 

et  ces  limites,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  volume,  d'une  su 
face  ou  d'une  ligne,  seront  évidemment,  comme  no 
l'avons  longuement  exposé  dans  le  calcul  intégral  et  da 
la  leçon  qui  précède  des  intégrales  triples,  doubles  < 
simples,  prises  entre  des  limites  qui  embrassent  le  volui 
entier,  la  surface  entière  ou  la  ligne  entière.  Ce  centre 
gravité,  évidemment,  ne  changera  pas  de  place  si  le  cor 
vient  à  tourner  sur  lui-même  ^  eu  ellet,  les  valeurs  de 
Yi^^ne  varient  pas  si  Ton  conçoit  que  les  plans  coordonn 
tournent  avec  le  corps. 

76.  Considérons  un  corps  terminé  par  deux  surfac 
courbes,  par  deux  cylindres  perpendiculaires  au  plap  d 
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x^  et  par  deox  plans  parallilcs  au  j^an  des  xy.  Désignons 
parj=Z(  et  «^:Z  les  deux  surfaces  courbes,  z,  et  Z 
^ntroDctiona  dex  etdej';  désignons  encore  parj=  o, 
j'=:YleBéqnadoDS  des  deux  cylindres  perpendiculaires 
nplan  des  xy,y^  et  Y  étant  fonctions  de  la  seule  variable 
I;  enfin  désignons  par  x  =  x« ,  x  =:::  X  les  équations  de 
deai plans  perpendiculaires  à  l'axe  desx;  X  et  Xo  seront 
dei  constantes.  On  pourra  prendre  a  =  &AxA^A2, 
iderenant  égal  à  t  quand  les  coordonnées  sont  rectangu- 
Wres,  et  l'on- aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

«t,  par.  conséquent , 

n  xtiztlydx 


~      pX   f.Y    ,Z 

X  L  i.  '■'"•"■ 

i  j.  "■"""" 

.    .1.1' 

.  i.  .1.  ' 


^X    f\    /.Z 

p  dztlydx 


apposons  que  la  densité  p  soit  constante,  et  posons 
z 


xï;-^' 


sec 
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Supposons  que  Taire  B  soit  une  portion  de  la  surfai 
courbe  qui  a  pour  équation 

et  soit0  rinclinaison  de  cette  surface  courbe  par  rappoi 
au  plan  des  oiy^  au  point  qui  a  pour  coordonnées  x  et  j 
On  aura 

-=h(^)'-(l)T 

^  =  (i  H-«)sécôAx  A/, 

et  par  suite 

ti  =  sécô. 

Cela  posé,  les  valeurs  de  B  et  de  M  seront 

f        I     sécQdxdjr,      M  =  i        I     psécO  tLcdjr. 

Si  Ton  appelle  a  et  Â  les  projections  des  surfaces  b  efl 
sur  le  plan  des  xy,  on  trouvera 

et  par  suite 

X   /.Y 

dxdy. 


=/7 


On  arriverait  encore  à  cette  dernière  formule,  en  supg: 
sant  que  l'équation  z  =zf(xj  y)  se  réduit  a  z  =  o,  c'e 
à-dire  en  supposant  que  la  surface  B  est  une  portion 
plan  des  zy.  Dans  cette  hypothèse,  en  effet,  sécd  =  i, 
les  équations  qui  donnent  B  et  M  se  réduiront,  com.i 
cela  devait  être,  à 

/•X   pY  p\   pY 

A=i        I      (Ixdy,      M=l       I     pdxdy. 

Concevons  que  la  position  d'un  point  dans  un  plan 
trouve  déterminée  par  le  moyen  de  deux  coordonne 
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polaires 

r  d^signanl  le  rayon  vecteur  mené  du  point  que  Ton  con- 
sidère à  un  point  fixe  pris  pour  origine,  et  p  1  angle  que 
forxnece  rayon  vecteur  avec  un  axe  fixe  ou  plutôt  avec  un 
demi-axe  passant  par  Torigine.  Les  lignes  de  première 
espèce,  représentées  par  des  équations  de  la  forme 

p  =2  constante,     ou    r  =  constante, 

■ 

seront  des  droites  passant  par  Forigine,  ou  des  arcs  de 
cercle  qui  auront  Torigine  pour  centre.  Les  équations 

*  /?  =  o,     r  =  o, 

appartiendront  en  particulier,  la  première  au  demi-axe 
fi^e  et  la  deuxième  à  Torgine  elle-même.  Cela  posé,  soit 

*^    surface  plane  comprise  entre  les  lignes  de  première 
^^Pice  qui  répondent  aux  coordonnées 

o,    o,    p,    r. 

Cette  surface  plane  n'étant  autre  chose  qu'un  secteur 
^**tulaire  décrit  du  rayon  r  et  correspondant  à  Tangle  p^ 
^*^  aura 

Soit  de  plus  a  =  (i  +  e)u  Aj9  A/*  l'élément  de  surface 
^oinprij  entre  les  lignes  de  première  espèce  qui  répondent 
^^x  coordonnées 

Pi      ^y     P-^^Pf      r-^ù^r. 

^n  aura,  en  vertu  des  principes  établis  ci-dessus, 

'*  -       dpdr      ^  '' 
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et  ToD  en  conclura 

Par  suite,  si  A  représente  la  surface  comprise  |°  entre  ]< 
lignes  de  première  espèce  qui  ont  pour  équations  p==/i, 
p  =  P^  poyP  étant  deux  quantités  constantes^  a**  eoti 
les  lignes  de  deuxième  espèce  qui  ont  pour  équaiioi 
y*  =  /"o ,  r=:  R,  To  et  R  étant  deux  fonctions  de p^  on  aui 

A=f      f    rdpdr=lf    (K^^r\)dp. 

Supposons  en  outre  une  certaine  masse  M  concentrée  sur 
surface  Â,  de  manière  que  p  soit  la  densité  de  cette  surfa< 
au  point  qui  a  pour  coordonnées  p  et  r,  on  aura  cncoi 


=rx" 


M  =   I         I      prdpdr. 

72.  Considérons  maintenant  une  masse  concentn 
sur  une  ligue  donnée,  et  supposons  chaque  point  i 
l'espace  déterminé  par  le  moyen  de  coordonnées  que 
conques  x^y^  z. 

Désignons  par  S  la  ligne  donnée,  par  .Xo ,  X  les  absciss 
des  points  extrêmes,  par  (f  [x)  la  portion  de  la  longueur 
comprise  entre  les  points  oto,  x,  par  s  un  élément  de 
compris  entre  les  points  qui  répondent  aux  abscisses 
et  j:  +  Ax,  enfin  par  M  la  masse  concentrée  sur  la  loi 
gueur  donnée  S,  et  par  m  la  masse  élémentaire  concei 
tyée  sur  l'élément  5. 

L'élément  s  sera  donné  par  l'équation 

H  étant  la  limite  du  rapport  de  5  à  Ajr;  et  si  on  appel 
p  la  dçnsité  de  la  ligne  S  au  point  dont  l'abscisse  est  j 
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on  a  ara 

—  =  p  (!-+-«'),      #w  =  (  I -h  •"jpaAjT. 

Cela  posé,  on  trouvera 

A,(x)  =  *  =  (!  +  . )iiAx,      ^îi£-' ={,  +  ,)«, 

^'t  par  suite 

puis,  eniut^rant  les  deux  membres  enlrc  les  limites  jto, 
X)  et  ayant  ^ard  aux  équations 

f(X)=S,     (p(x,)  =  o, 
on  aura 

X 
udxn 


=X. 


En   opérant    de    la    môme    manière    sur    rëquatioii 
"*  ^==(i'^e)pudx,  on  passera  de  m  à  M,  et  on  trouvera 


M 


^X 
=  f      ptidx. 


"73.  En  résumant  ce  qui  précède  et  remplaçant  dans 
l^s  calculs  relatifs  aux  volumes  la  lettre  w  par  la  lettre 
^^  on  arrive  aux  conclusions  suivantes. 

Supposons  chaque  point  de  l'espace  déterminé  par  le 
^oyen  de  trois  coordonnées  x,  j*,  z.  Soient  Zq  ,  Z  deux 
^onctions  des  variables  ar,  Jiyù^  Y  deux  fonctions  de  la 
scnje  variable x^  a:©,  X  deux  quantités  constantes. 

t®  Si  l'on  désigne  par  (i-f-  e)u^x^yAz  Télémentde 
volume  i^  compris  entre  les  surfaces  de  première  cs^>èi'e 
*i**t  répondent  aux  coordonnées 

(x,      >,      Z',      (x -I-  A.r,      r-i-à),     z-\-àz   , 
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u  étant  la  limite  du  rapport  du  volume  i^  au  prodv 
ùiX^yùkz  \  par  V  le  volume  compris  entre  les  surfaces  i 
première,  deuxième  et  troisième  espèce,  qui  ont  poi 
équations 

par  M  la  masse  comprise  sous  ce  volume  et  par  p  la  det 
site  au  point  qui  a  pour  coordonnées  .r,  y^  z,  on  aura 

I       1        /     udxdjdz, 

n\   pY   pZ 
•/x,     Jj^    Jt^ 

a^  Si  Ton  désigne  par  (i  +  e)  u  ^x^y  Télément  a  d'ui 
surface  courbe  compris  entre  les  lignes  d'intersection  • 
cette  surface  courbe  avec  les  surfaces  de  première  espè 
qui  correspondent  aux  coordonnées 

u  étant  la  limite  du  rapport  de  a  au  produit  J^x  ùk 
par  A  la  portion  de  la  même  surface  courbe  compri 
entre  les  surfaces  de  première  et  de  seconde  espèce  aya 
pour  équations 

par  M  la  masse  concentrée  sur  la  surface  A  et  par  p 
densité  de  la  surface  A  au  point  qui  a  pour  coordonna 
x,  r,  on  aura 

[b)  A=  r      r    udxdy. 


(b)  M=     l  f      OHdxd^ 
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y^  Si  Ton  désigne  par  (i-\-  e)uAx  réiément  5  d'une 
ugue  comprise  entre  les  points  d'intersection  de  cette 
hgne  avec  les  surfaces  de  première  espèce  qui  répondent 
iut  coordonnées  x,  x  +  Ax^  u  étant  la  limite  du  rapport 
de  1  i  Ax;  par  S  la  longueur  de  cette  ligne  entre  les  points 
7Û  répondent  aux  abscisses  Xo ,  X;  par  M  la  masse  con- 
<^trée  sur  l'a  ligne  S,  et  par  p  la  densité  de  la  ligne  S  au 
point  dont  Tabscisse  est  x,  on  aura 


l4o  STATIQUE. 


HUITIÈME  LEÇON. 


Centres  de  gravité.  —  Proposition  générale  relative  à  la  décompositiOD  ( 
éléments  infiniment  petits  des  volumes,  des  surfaces  et  des  lignes.- 
Application  à  la  détermination  des  masses  et  des  coordonnées  du  caat 
de  gravité.—  Détermination  approchée.— Centre  de  gravité  des  voluBU 
—  Centre  de  gravité  des  surfaces.  —  Centre  de  gravité  des  courbeL 
Applicatious.  —  Théorèmes  do  Guldin. 


74.  Nous  commencerons  par  démontrer  quelques  pn 
positions  dont  la  connaissance  nous  sera  fort  utile  po^ 
la  détermination  des  centres  de  gravité. 

Tdéorème.  —  Supposons  que  Â  représente  une  lo 
gueur,  une  surface,  ou  un  volume^  et  que  Ton  divise  A  i 
éléments  /Zj ,  a, , . . . ,  a„  dont  toutes  les  dimensions  soie 
fort  petites,  de  sorte  que  Ton  ait 

A  =  «1  -h  flj  H-  .  .  .  4-  <7n  • 

Désignons  par  (x,  j,  z),  (a:,,  ji,  Zj ),...,  (x„,  j„,  z, 
les  coordonnées  de  points  situés  dans  les  éléments  i 
/?a, . . . ,  a„,  ou  très-voisins  de  ces  éléments,  et  désigne 
par  II],  i/j, . . . ,  i/„  les  valeurs  correspondantes  d'une  foi 
tion  u=f[x^  y^  z)\  enGn,  soient  €,,  et,...,  e„  c 
quantités  positives  ou  négatives  qui  deviennent infinimc 
petites,  en  même  temps  que  les  éléments  ^i ,  Vi) , .  • . ,  ^ 
et  faisons 

(i)     S  =  (tt,  4- s,)  «.-h  (a,  +  82)^2 -f-. .  .-+-(«„-+- ««)««! 

la  somme  S   conservera  sensiblement  la  même  vale 
quel  que  soit  le  mode  adopté  pour  la  division  de  A 
éléments  très-petits,  et  quelles  que  soient  les  valei: 
supposées  très-petites  d(*s  quantités  êi  ,  e,, . . . ,  e„. 

Démonstration.  —  On  lircra   de  réquation  qui  d 
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finit  S  : 

S=iiiai  +  a3<î>  +  .  .  .-4-a,û,4-Ailf(e,,fa, .  .  . ,  t,), 

lf(ei,  e,,. . . ,  6n)  désignant  une  moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  quantités  e^^  €,,...,  e^-  et 
comme  le  dernier  ternie  de  cette  équation  sera  toujours 
infiniment  petit,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  £,,  e,,...,  e, 
naoront  pas  d'influence  sensible  sur  la  valeur  de  S«  De 
plus,  si  la  fonction  u  se  léduit  à  une  quantité  constante, 
on  aura 

et  par  suite  S  différera  très  -peu  du  produit  //A. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  li  ne  se  réduise 
pas  à  une  quantité  constante,  et  concevons  que  du  mode 
de  division  adopté  Ton  passe  à  un  nouveau  mode  telle- 
ment choisi,  que  chacun  des  éléments  du  premier  mode 
soit  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  éléments  du  second. 

Soient  a\  aP ^ . . . ,  les  éléments  du  nouveau  mode  qui 
résultent  de  la  subdivision  de  l'élément  a^.  Dans  le  pas- 
Mge  du  premier  mode  au  second,  on  devra  remplacer  le 
produit  (i/|  +  El  )  ai  par  une  somme  de  la  forme 

=  (fl'+û"+.  .  .)  ^(«'4-i',  «"+£". . .) 

=  fl,ilf{it'-4-i',i«"-+-8"...). 
^'ï  «",.••  désignant  des  nombres  très-petits,  et  m',  v!' ^ . .  . , 
les  valeurs  de  u  correspondantes  à  des  points  situés  dans 
les  éléments  a',  a'^, . . . ,  ou  très- voisins  de  ces  élc- 
^nts,  c'est-à-dire  des  valeurs  de  u  correspondantes  à 
des  points  très-rapprochés  du  point  (Xjj-,  z).  En  consé- 
<juence 

etmèniela  moyenne 

"ifierent  très-peu  de  ?/,  et  Vexpression  (1/  -h  i')a'  pourra 
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être  présentée  sous  la  forme  (f/|  +  e,)Ai;  le  nombre 
étant  toujours  très-petit,  mais  pouvant  différer  de  cel 
que  renfermait  le  produit  («1  +  61)^1  dans  le  seooi 
membre  de  Téquation  qui  déCnit  S.  On  prouvera  ( 
même  que  la  subdivision  des  éléments  at^a^,..,,  n'tui 
d^autre  effet  que  de  convertir  les  produits 

en  des  sommes  équivalentes  à  des  produits  de  méii 
forme,  dans  lesquels  les  nombres  t^,  e»^.  • .,  auront  d 
valeurs  différentes,  mais  toujours  très-petites.  Par  suit 
le  passage  du  premier  mode  au  second  ne  faisant  vari 
que  les  nombres  Ci ,  £«  ,...,£„  ne  changera  pas  sensiU 
ment  la  valeur  de  S. 

Reste  le  cas  où  Ton  passe  d'un  premier  mode,  dans  1 
quel  les  éléments  de  a  seront  très -petits,  a  un  second  da 
lequel  les  éléments  soient  encore  très-petits,  mais  ne  1 
sultent  pas  de  la  subdivision  des  éléments  du  premi< 
Pour  prouver  que  la  valeur  de  S  n'est  pas  sensiblemc 
altérée  dans  le  passage  du  premier  mode  au  second, 
suffira  d'observer  qu'elle  ne  varierait  pas  d'une  manie 
sensible  dans  le  passage  du  premier  ou  du  second  mod 
un  troisième  tellement  choisi,  que  chaque  élément  du  pi 
mier  ou  du  second  mode  se  trouve  formé  par  la  réuni 
de  plusieurs  éléments  du  troisième. 

Dans  toute  cette  discussion,  dont  nous  aurions  pu  no 
dispenser,  en  renvoyant  à  la  première  de  nos  leçons 
calcul  intégral,  on  pourrait  supposer  S  déterminée  ] 
une  équation  plus  générale,  ou  de  la  forme 

S  =  (i-hti)"iai-l-(H-ia)«2^,4-.  .. 4- (i-t- «,)«"<»■• 

75.  Soit  M  une  masse  comprise  sous  un  volume  don 
ou  concentrée  sur  une  surface  ou  sur  une  ligne  donne 
désignons  par  A  ce  volume,  celle  surface  ou  celle  ligi 
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ptr  â  un  de  ses  éléments,  par  m  la  masse  correspondante 
ârélément  a. 

DiTÎsonsla  masseM  en  éléments  mi,  m,,. . .,  m„,dési- 
gnons  par  Hi ,  ât,.  •  •  >  a„  les  éléments  correspondants 
de  la  quantité  A,  et  par  (x, ,  j, ,  z,),  (a:,, y,,  z,),. .., 
(x.,  ^„,  z„)  les  coordonnées  des  points  d'application  des 
forces  parallèles  qui  représentent  les  poids  de  ces  divers 
déments.  Enfin,  soit  g  le  poids  de  Tunité  de  masse  et 
{,  )},  Ç,  les  coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles 
dont  il  s'agit)  ces  forces  étant  respectivement 

on  aura 

g^  =  gmi-{'gmi-^  ...  -^rgntny 
gMl=^  gfriiX^-^  gniiXi-^  . . .  -hgm^x^, 
gMïi  =  gm^jTi  -h  gf^iXi  +  •••-+-  gf'nXn  j 
gMK  =  gmiZi  -f-g/wt2ï-+--.  ,'^gm„z„. 

et,  par  suite, 

M  ^  /îii  -H  /Wj  -h  ...  -h  /w„ , 
M  Ç  =  iti  X|  -f-  /WjX,  4-  , .  ,  -|-  /?;„  x„ , 
M>j  =  m,  j,-+-OT,/,+  ...  -h  /w„j„, 
M  2^  =  /Tii  Zi   +  /Wj  «a  -+-...  -4-  w„  z„  • 

Deplas,  en  supposant  les  dimensions  de  l'élément  a  très* 
p^tes,  et  désignant  par  e  une  quantité  très-rapprochée  de 
ïà'o,  de  Féquation 

p  =  lim  —  » 

^  a 

^Qi  définit  la  densité  d,  on  tirera 


-=p(H-f), 


^^par  conséquent. 


^M^t, ••.,£„,  désignant  des  quantités  (rès-pelilos,  et  Oi. 
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|0s9*--»   Pn    l^-'S    (Icnsilés    correspondantes    aux    points 

Cela  posé,  les  formules  qui  doutieut  les  valeurs  de  M 
et  de  (,  yj,  (^,  pourront  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

M=  (H-t,)p,«iH-(H-tOpj«t-+-"-         +Cï4-««)p«««f 
MÇ  =  (I^-•l)p,.rllI,-+-(I^-«J)pJ•=^^^^-^"••  •  -+"(>-+- «i)^-*- «M 
Mïï  =  (l-f-t,)p,/,fli-H  (l-|-•^)p^7^^^-^-••  •  "H  (»+««) P«r-«« t 
M  Ç  =  (iH-  II) p, Si  tf ,4-  ( 1 4-  «a)  p»  »> <ïa-H ...  -4-  (»  -h  •«)  p« a.fl, . 

Pour  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  M,  J,  w,  Ç, 
il  suffit  de  chercher  les  valeurs  que  prennent  les  seconds 
membres  quand  les  éléments  ai,  ^t,.  •  •,  a„  deviennent 
infiniment  petits.  On  obtiendra  de  cette  manière  :  i^  la 
masse  M^  2®  les  coordonnées  Ç,  y?,  Ç  de  son  centre  de 
gravité.  Cette  masse  et  cette  densité  sont  ainsi  données 
par  les  quatre  équations 

M  =  lim  2p^, 

lim  lùxa  lim  ^oya  lim  T.ùza 

Ç  =  ~p — ;; »      ri=^ -t: — = >      Ç  =  T — ;: — > 

limSpa  1imZp/i  lim  Zpa 

et  ces  limites,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  volume,  d'une  sur^"* 
face  ou  d'une  ligne,  seront  évidemment,  comme  non  ^ 
l'avons  longuement  exposé  dans  le  calcul  intégral  et  dan^^ 
la  leçon  qui  précède  des  intégrales  triples,  doubles  oc^ 
simples,  prises  entre  des  limites  qui  embrassent  le  volum^^ 
entier,  la  surface  entière  ou  la  ligne  entière.  Ce  centre  d^^ 
gravité,  évidemment,  ne  changera  pas  de  place  si  le  cor 
vient  à  tourner  sur  lui-même  *,  en  eilet,  les  valeurs  de  Ç 
y?,^  ne  varient  pas  si  Ton  conçoit  que  les  plans  coordonné^^ 
tournent  avec  le  corps. 

76.  Considérons  un  corps  terminé  par  deux  surface*  ^ 
courbes,  par  deux  cylindres  perpendiculaires  au  plan  de?  - 
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t  par  denz  pimns  parallèles  au  plan  des  rf.  Désignons 
K^s«  et  x^Zi  les  deux  snriaces  courbes,  x^  et  Z 
t  fbncUona  de  x  et  de_^  j  désignons  encore  par^  =  o, 
T  les  équations  des  deux  cylindres  perpendiculaires 
landes:^,,^!  et  Tétant  fonctions  de  la  seule  variable 
nfio  désignons  par  x  =  x* ,  x  ^  X  les  équations  de 
iplans  perpendiculaires  à  l'axe  dcsx;  X  etXa  seront 
constantes.  Où  pourra  prendre  a  =  h^xù.jr^x, 
nenant  égal  à  i  quand  les  coordonnées  sont  rectangu- 
a,  et  l'on-  aura,  en  vertn  de  ce  qui  précède, 

pir.  conséquent, 


ç= 


/»\    y.V     iZ 

pdttlydx 


uj: 


CI^Jj"-""' 


\  r'i. 

f,  iMrilx 


"rrx 

/.\    /.Y    rtZ 

,      _X.  X  X  '"""" 
XXX'""*"' 

apposons  que  la  densité  p  soit  consunte,  et  posons 
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la  valeur  Je  Ç  deviendra  dans  cette  hypothèse' 

r    Vxdx 


a:r 


Voyons  ce  que  signifie  la  quantité  U. 

Coupons  le  corps  par  un  plan  parallèle  au  plan 
Les  courbes  dMntersection  de  ce  plan  avec  les  s 
z=Zoy  z=iZi  auront  pour  projection  sur  le  plan 
deux  courbes  dont  les  coordonnées  seront  Zq  6t  Z  ;  1' 
segment  compris  entre  ces  deux  courbes  et  Taxe  de 

/•Y  pY  pY  /.Y    /.2 

•^^.  •^.»".  «/to  •/r.   •/«. 

par  conséquent  U  représente  la  section  faite  dans  1 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

Quand  le  corps  sera  de  révolution  autour  de  Y 
j'9  on  aura  U  =  ttj^',  r  étant  l'ordonnée  de  la  cou 
nératrice  qu'on  suppose  située  dans  le  plan  de 
représentée  parl'équation  y  ==/'(a:).  Lorsque  le  coi 
terminé  par  deux  surfaces  de  révolution,  la  quai 
signifiera  la  différence  entre  les  carrés  des  coorc 
des  deux  courbes  génératrices. 

La  valeur  de  ^  sera  donc  donnée  par  l'équation 

I      jr^xdx 

Exemples. — L  Soit  donné  un  cône  oblique  < 
pyramide  à  base  plane  quelconque*,  toutes  les  2 
parallèles  à  la  base  seront  semblables  entre  elles, 
conséquent,  leurs  aires  seront  dans  le  rapport  des 
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de  leurs  distances  aa  sommet.  Si  Ton  prend  ce  dernier 
point  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  desyz 
VLXM,  plan  parallèle  à  la  base  du  solide,  Taire  U  sera  égale  au 
produit  de  x*  par  une  constante,  et  la  formule  (4)  donnera 


Jja 


ï  4X>— ori 


Sn  supposant  Xo  =  o,  pour  aller  de  la  base  au  sommet, 
oi:^  trouve 

c^esi4-dire  que  le  centre  de  gravité  d'un  cône  ou  d*unc 
pyramide  entière  est  à  une  distance  de  la  base  égale  au 
<|iiartde  la teiuteur.  Comme  les  formules  (i),  (si),  (3)  sub- 
sistent également  pour  des  coordonnées  obliques,  on  peut 
prendre  pour  axe  des  x  la  ligne  qui  passe  par  le  sommet 
^^  par  le  centre  de  gravité  de  la  base  ;  cet  axe  alors  passe 
Parles  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections,  parallèles, 
^^)  par  suite,  semblables  à  la  base.  Dans  cette  hypothèse 
1«»  deux  intégrales 

Sfydydz     et     SJzdzdy 

*  évanouiront  pour  une  valeur  quelconque  de  x^  et 
^*  9'ensuit  que  les  deux  coordonnées  r?  et  Ç  seront  égales 
^  ïéro,  en  vertu  des  formules  (a)  et  (3).  Le  centre  de 
St'avité  du  cône  ou  de  la  pyramide,  soit  entière,  soit  tron- 
4^ée  parallèlement  à  la  base,  est  donc  situé  sur  la  droite 
^^i  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base. 

II.  Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité  d'un 
^tant  de  la  sphère.  Soit  a  son  rayon,  et  plaçons  l'origine 
^^  coordonnées  au  centre  de  la  sphère.  On  trouve  alors 

U=|7r(«'-.r^), 

10. 
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par  suite 

1      (rt'  —  .r'  )  xfhr. 

^      Jo                               3 

'-   r'                   -g"' 

X 


)dx 


Gomme  on  peut  indifleremment  choisir  pour  axe 
X  l'une  quelconque  des  trois  arêtes  de  Toctant,  il  est  i 
dent  qu'on  aura  aussi 

3  ^      3 

>}=  g  fl,  Ç=:  g  fl. 

III.  Soit  j^=  flx*^  l'équation  de  la  génératrice  d*i 
surface  de  révolution.  La  formule  (5)  donnera 

X 

x""-^'  dx 


X 


C 


Pour  m  =  a,  on  aurait 

C'est  le  centre  de  gravité  d'un  solide  en  forme  d*ent< 
noir  qui  est  engendré  par  la  révolution  d'un  arc  de  pa 
bole  autour  de  la  tangente  au  sommet.  S'il  s'agit  du  volu 
compris  enti*e  la  surface  parabolique  et  le  plan  de  i% 
tion  de  Taxe  de  la  parabole,  il  faudra  prendre  pour  y 
différence  Y* — j^  laquelle,  multipliée  par  tt,  représe 
l'aire  d'un  anneau  circulaire.  Dans  ce  cas,  on  aurait 

/»X  /»X 

1       ( Y»  —  ^  '  )  xr/a:          |       (X*  —  x^ )  xdx       1  x« 
Jo Jo 3 t 
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IV.  Prenons  pdur  équation  de  la  courbe  génératrice 
r'=  ax;  le  centre  de  gravité  du  paraboloïde  sera  déter- 
miné par  son  abscisse 

X 

'o 


L 

i 


=1" 


.TcLx 


V.  Considérons  un  tétraèdre  aux  arêtes  a^b^  c,  Téqua- 
lion  de  sa  base,  en  coordonnées  rectangulaires  ou  obli- 
ques, étant 


?ious  aurons 


X  Y         Z 

--f-xH I  =o. 

abc 


(-;)  r-(-^'-) 


ç  = 


Ç'  c'y—')  r 

t/o    %/o  t/o 


xdxdyilz 


(-3  r(-^9 


J  O    t/o  *^o 


dxdydz 


(-3 


xdxdy  ( I 


X        >\ 


c'O      1/0 


(-9 


**i-:-î 


Intégrant  par  rapport  à  j",  on  aura 


1  = 


i     xdx  (  I I 
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el  enfin 

On  trouvera  de  la  même  manière 

I  ,  I 

4  4 

Un  plan  parallèle  à  la  base  aura  pour  équation 

JC         Y         z 

-+ xH m  =  o, 

a        o        c 

et  s'il  passe  par  le  centre  de  gravité,  on  pourra  faire 


ce  qui  donne 


3 

4 


La  distance  de  ce  plan  au  sommet  du  tétraèdre  est  don 
égale  aux  trois  quarts  de  la  hauteur. 

VI.  Appliquons  encore  la  formule  (5)  à  un  ellipsoïd 
de  révolution.  L'équation  de  Tellipsc  génératrice  sera 


par  suite 

4=         • 


rf^  *   «.(X-4r.)-i(X'-x;) 


valeur  indépendante  de  la  grandeur  du  petit  axe,  et  q 
sera  la  même  pour  tous  les  ellipsoïdes  qui  auront  le  mèo 
grand  axe.  Ou  la  retrouve  d'ailleurs  encore  pour  un  ellij 
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soïdei  trois  axes.  Dans  le  cas  d'an  demi-sphéroïde,  ou  aura 
et  jursnite 

Cette  expression  s'applique  évidemment  aussi  à  un  hé- 
luiaplière. 

Sans  le  cas  d'un  seliilffde  révolution,  ou  peut  prendre 
l*ax^  de  révolution  pour  axe  des  x,  et,  en  appelant  r  la 
'listance  d'un  point  quelconque  M  à  cet  axe ,  ce  l'angle  de 
'VUtioD,  on  aura 

j':=rQOS«,      «^  rsina,      dxdyilz  =  rdrdjcda; 
P^r  suite,  les  formules  (i),  (a),  (3),  p.  i45,  donneront 
/.x    ^II    ^A 

(6)     .  5 


_nx— 


X  >k  , 


(7> 


(8) 


■x    /.H    ^A 


r"  sin  aii/ir/xrfa 


xTx: 


K    ^A 


"*»  désignani  par  /  la  dislance  à  l'origine  des  coordon- 
nées, on  aura 

/■  =  H  -f-  *',     dxdrdz^  -  drrdadl  =  ''''''''"'-, 
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par  conséquent 


(9)  ?=    ^' 


Exemples.  —  I.  Soit  donné  un  segment  de  sphère  com- 
pris entre  deux  plans  qui  passent  par  l'axe  des  x,  et  ter^ 
miné  par  un  fuseau  sphérique.  Les  limites  des  intégrations 
seront,  par  rapport  àa,  a  =  oeta  =  A;  par  rapporti  r^ 

r  =  o  et  r  =  ^a*  —  x*  5  par  rapport  à  x,  x  =  —  a  et 
X  =  -f-  a.  De  cette  manière  on  obtient  pour  la  valeur 
du  dénominateur  de  f ,  r?,  Ç,  dans  (6),  (7)  et  (8), 

-A,  /         {a^  —  x')dx  =  ^\^e^. 

Le  numérateur  de  Ç  s'évanouit,  nous  avons  par  consé- 
quent Ç  =  o.  Les  numérateurs  de  y;,  Ç  deviennent  respec- 
tivement 

(^2  —  .r' y  ftx  =  g  sin  A  fl* 
et 

(«•  —  X»)*  ^/j:  =  ^(i  —  cos  A)flf*; 

par  conséquent 

3         sinA  3  i  —  ces  A 

16  A  16  A 

IL  Cherchons  en  second  lieu  le  centre  de  gravité  d'une 
pyramide  triangulaire,  terminée  par  une  surface  spliéri- 
(jue  ayant  le  sommet  pour  centre  et  R«  pour  rayon. 

Soient  donc  A,  H,  C  les  trois  angles  du  triangle  sphé- 
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Hque  donné  ou  de  sa  projection  sur  une  sphère  concen-> 
trique;  a,  i,  c  les  côtés  opposés  aux  gngles  A,  B,  C;  le 
centre  sera  Torigine  de^coordoiyiées,  Taxe  des  x  passera 
par  le  sommet  A ,  et  le  plan  des  xz  par  le  côté  c.  Nous  nous 
senriroDs ,  cette  fois ,  dm  la  vaKur  exprimée  par  la  for- 
mule (9),  p.  i5a,  pour  Tordonnée  Ç,  et  nous  désignerons 
par  f  Tare  compris  entre  le  sommet*  A  et  un  point  quel- 
conque du  côté  opposé  â|  ile  maniAe  que,  le  long  de  ce 
côté,  on  ait  r  =  R  =  /sin ç.  Alors  ilVagit  d'intégrer  d'a- 
lH>rdsur  une  sphère  du  rayon  /,  entre  les  limites  a*=o 
et  «  =  A,  r  =  o  et  r  s=  /sin^,  et  d'étendre  ensuite  la 
troisième  intégratiqn  depuis  /=ojusqu4'/=Ro.  L'in- 
tcgration  relative  à  r  donnera  premièrement 

« 

«/o 


t/o  t/0 


Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  les  trois  arcs  dif- 
tereniiels  rdoc,  Ida  et  ld(f  forment  un  petit  triangle 
fcctangie  dont  le  côté  rda  est  opposé  à  i* angle  (3  compris 
^tre  les  arcs  (f  et  a.  On  aura  donc  rda  =  Ida  sin  [3  5 
®'  ''=Zsiny,  et  sinf  sin/3  =  sinisinC  ,  par  suite, 
an  yrfa  =  sinistnCrfa.  D'un  autre  côté,  la  formule 

m 

I 

cosp  :7  — cosacosB-f-sinasioBcosr 

^®^ne  facilement  —  cosçrfa  =  rf(3  5  et  les  limites  a  =  o, 
*  ==  A  se  changent,  pour  a,  en  «  =  o  et  a=  a  ^  pour  (3,  en 
P^'?-^Betj3  =  Cj  par  conséquent 


I     sin'(pr/pc  =  asin^sinC 

Jo 
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et 

I     (i  — co5(p)rfa  =  AH-  /        ^p"=  A4-B-hC  — 
0  «Ar— B' 

De  cette  manière,  et  en  exécutant  la  dernière  inti 
tion  par  rapport  à  /,  on  obtient 

\  aûnb  ainC 

^  —  g  ^  À  -+-  B  -h  C  —  ic' 

C'est  la  dislance,  an  sommet  de  la  pyramide,  de  h 
jection  de  son  centre  de  gravité  sur  Tarète  ^ui  pass 
le  point  A.  On  trouverait  des  expressions  analogues 
les  deux  autres  coordonnées. 

77.  Centre  de  grav^ité  des  surfaces*  —  Supp 
maintenant  que  la  masse  est  concentrée  sur  une  si 
courbe;  soient  b^  b^^, .  ,^  b^les  éléments  de  cetl 
face^  ai ,  a^ , . . . ,  a„  leurs  projections  snr  le  pla: 
ay,  9i ,  Oj , . . . ,  9„ ,  les  angles  qu'ils  forment  ai? 
plan  des  ay  :  on  aura 

M  =  lim2/7i  =lim£6p  =  lim2pasécG, 

ou,  puisque  a  =  AxAy^ 

M=  I        I      p  sécB  djr fi JT  ; 

et,  par  suite, 

MÇ  =  limlmxzrzWmlpbx  =  limXpxiisécO, 
pa'en  conclura 

I        I      p  a:  sec  ô  ciyfix 

(I)  •  l  =  éz^ ; 

^  '  pX    /»Y 

I        I      p  séc  ô  dydx 


4>         ^^  0 
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on  aura  de  même 

j        1     p  séc  ^ydyilx 


w         " =  ;x  ;^ • 


«/ JC,    «/r. 


p  séc  9  ilydx 


j        j     pséXiBzdjfidx 
(3).  «  =  4ira 


psécBdfdx 


équations  dans  lesquelles 


/  dz^         dz*  t  -"  .»■  ini  •  iT,  i.i 


Si  la  surface  est  plane,  la  valeur  de  1^  sera  m|b^Je<èt  les 
deux  premières  formules  suffiront:  alors  aussi  >j?;\ 

ô=o,     sécô  =  i, 
J        j      p  xdjrdx 


(5) 


r 


En 


supposant  la  densité  p  constante  et  1     dy=l. 
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on  aura 


(6)  Ç  = 


X 

Ixdx 


r 


Iflx 


l  est  la  longueur  de  la  ligne  d^intersection  de  Taire  pla: 
par  une  parallèle  à  l'axe,  des  j*.  Les  mêmes  formules  su 
sislcnt  d'ailleurs  pour  des  coordonnées  obliques. 

Si  sec  0  est  constant  comme  pour  un  cône  ou  pour'i 
cylindre  droit  dont  les  axes  seraient  parallèles  à  Ta 
des  z,  les  formules  ci -dessus  deviennent 


__  •Ar,    Jj\ 


X    /.Y 

p  xdy<îx 

X    /^Y 

pfriydx 


t/ x,      t/».. 


'n  •-  0 


j        j      P  zdfdjc 


^    _^^      ^j^o ~  Jo 


p  dydx 


ri 


Dans  ce  cas,  Ç  et  y;  ont  les  mc^mcs  valeurs  que  les  coc 
données  du  centre  de  gravité  de  la  projection  delà  se 
face  sur  le  plan  des  xy^  et  par  conséquent  le  centre 
gravité  de  la  surface  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  ; 
plan  des  .r^  ,  menée  par  le  centre  de  gravité  delà  proj« 
lion.  Alors  t»n  désii^nant  parV  le  volume  du  corps,  pai 
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sa  projection,  on  a 

V 

Dans  un  cône  droit  dont  Taxe  coïnciderait  avec  Taxe 
des  z^  on  aura 

A 

m 

Si  la  surface  est  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  on 
aura,  en  introduisant  l^s  coordonnées  semi-polaires,  ou 
faisant  x  =  r  sina,  y  =  r  cosa, 


•  • 


sec 0  =  v^i  -H  (Dr«)',     dxdjr  =  rdrâx, 

R    /«A 

p  r*  sin  a  séc  ^drdx 

(7)  ç 


/7' 


(8) 


ï)  = 


J/9R       /«À 
f  jf  I       pr^cBdrdcf. 
r,   •/a, 

J/»R    /«A 
I        I       pr*  cosa  sccÔr/rr/a 


R    /«A 

prsécO  drdoL 


y 


R    /«A 


(9)  ç  = 


I        I      prz  séc  Bdrdoi 

H    /.A 

p  r  séc  9  drd a. 


If 

^^ï'  Une  surface  plane, 

I       I      pr^  s\n%  drdoL  I        1      pr^cosadrdoi 


J/*K     /»A  '       '^  ^R     /.A 

I        I      prdrdd  l        j      prdrdx 


l58  STATIQUE. 

Exemples.  —  I.  Cherchons  d'abord  le  centrô  degra 
de  la  demi-surface  d^un  ellipsoïde  à  trois  axes  îd^ 
Son  équation  sera 

d'où 

^  c*  or        ^  c'  r 

a}  z  '  b^  z 


par  conséquent,  en  venu  de  la  formule  (3), 


<.= 


L 


ri 


Quant  à  ^,  m^  il  est  facile  de  voir  que  ces  coordoni 
seront  égales  à  zéro.  En  effet,  séc  0  et  z  sont  fonctions 
x'  et  de  j^*  ^  par  conséquent 


J^a    J—h  *  Jo     J- 


b  « 

o   /»-*-* 


11 


xdxdy ,  SPC© 


puisque  Tintégrale  se  décompose  en  deux  parties  ^ 
mais  de  signe  contraire;  on  trouve  également 


X 


/  ydy  ax  sec  9 

I  * =o. 


Il  s'agit  donc  seulement  de  déterminer  ^. 
En  posant 


-  =  rsina,      7=rcosa, 
a  b 


t 

se 
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on  (^tieift  IfrtransforioaUon  suivante  : 


i:>9 


i  (  J 

\         »/o      t/o 


rdrdt 


••y .— j : 


I"X'7&'^V"^^^(S^'"'^-^J^^^'^-0 


en  faisant 


A  ==  -;  sin^a  -+-  -r-  cos*a  —  i , 

M*  h* 


v/r 


(i  — H)  =  sin(p, 


le  Domérateur  devient 


3Jo  A 


et  le  dénominateur 


ofiii 


^'f        l+A   /*arctaDg^Â 


o  v'Â 


X' 


S 


X 

<fa^Tl'-arc  tang  \J  K  , 


i  +  A 
i  H :=r-  arc  tang 


A  +  i 

va" 


cos*  ffdv 


^P^'conséqjient 


Sii^ 


•9 


o 


(A-Hi)' 


<fa 


II 


ir  H —   I       =—  arc  tang  v  A  da 

*crai  t  iimjjiç^  ici,  d'aller  plus  loin,  parce  que  ces  inté- 
grales dépassent  déjà  les  fonctions  elliptiques. 

^*  ^-«onsidérons  maintenant  quelques  surfaces  planes. 


Pren 


^ïifi  d^abord  un  triangle  dont  la  base  serait  parallèle 
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à  Taxe  des  y  cl  le  sommet  à  l'origine;  nous  désij^ 
base  par  &,  et  la  hauleur  du  triaifgle  par  h.  La  formii 

X 

Ixdx 

1  = 


1 


X 

idx 


donnera  alors,  puisque  -  =  t9 


i 


X        h 
X 


x^dx 
xdx 


!.. 


telle  serait  l'abscisse  du  centre  de  gravité  d'un  trapèze 
triangle  tronqué.  Pour  le  triangle  entier  on  fera  j*o  = 
X  =:  /*,  ce  qui  donne 

Le  centre  de  gravité  d'un  triangle  se  trouve  donc  à  ' 
distance  de  la  base  égale  au  tiers  de  la  hauteur  \  et  c 
remarque  s^appliquant  aux  trois  côtés  également,  on 
déduit  sans  peine  ce  théorème  que  le  centre  de  % 
viié  du  triangle  est  à  Tintersection  des  trois  lig 
droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  centre  du  ( 
opposé. 

III.  Cherchons  à  présent  le  centre  de  gravité  de  l'i 
d'une  branche  decycloïde,  et  celui  de  sa  moitié.  L'éq 
tion  de  la  cycloïde  peut  être  mise  sous  cette  forme  : 

x  =  û(i — cosoj),    j^  =  /ï(«  H- sin  w), 
d'où 

£/;r  rzasina)//»)     £(^  =  a  (i+cosa))  tf/oj,     xdy  =ia^ûv?^^ 


*  «terminer  Je,  i,,.,-.  .v..     !*•  '6t 


•^  *^'^'    /  ^-^>     .  ,     y^^. 


■X 

^«  première  devient  "  " 


o  ^ 


=  XT- 


'«ne  sera 

=  -  XT  _  '   ,  r^ 

=  -X»T-i^,/i         .  . 


^*>fin  «  troisième  '  ^    ~  "7 


o         "^  *'•"•-)  «nW«.=>,ij^y, 


-«»        4  SCOS2ÛJ.    '  \ 

S^wi^OB  aury  "  '^^  "•<>-•  Pour  i?'''  "-"'«^«e 
donne        '  °°  •«'•aX==:o,  r=aû„    ^j^^'"*  '°'aie  de 


h —  —  û         ^ 


Il 
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Pour  la  moitié  de  la  branche,  on  a  X:=aiz,  Y  = 
n  =  71,  et  Ton  trouve 


6  2     \         97r/ 


IV.  Soit  donnée  une  zone  sphérique  de  hauteur  A. 

Nous  nous  servons  des  formules  (7),  (8),  (9).  L'î 
gration  relative  à  a,  depuis  a  =  o  jusqu^à  a  =  aTr,  d( 
d'abord 


Jl     r5V^i-H(D,«)^ 


Ç  =  „=ro,      et     Ç=-~K 

Mais 

et 

rdr  =  —  z^/z, 

par  conséquent, 

1  Z^Z 

ç  =  ___,j r _z  +  -A. 


Le  centre  de  gravité  d'une  zone  est  donc  situé  à  m 
delà  hauteur. 

V.  Centre  de  gravité  d'un  triangle  sphérique. 
En  adoptant  les  notations  dont  nous  avons  fait  1 
pour  déterminer  le  centre  de  gravité  d'une  pyrami 
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l^ase sphérique,  nous  aurons,  puisque 

/=R,    et    Vi-f-(D.»)»  =  ^, 

I  I      rdrdoL  j      sin^yi/a 


doue  enfin,  en  procédant  comme  p.  i53, 


R«     a  sin  &  sin  C 


2  A-hB-f-  C  —  TT 

^*  Von  projette  le  centre  de  gravite  sur  les  trois  arêtes, 
^^  ra^ns  extrêmes  du  triangle  sphérique,  les  distances 
^^*  trois  projections  au  centre  de  la  sphère  seront  Ç  et 
^^Hx antres  expressions  analogues;  et  ces  distances  seront 
PiX)portionnelles  aux  cosinus  des  angles  que  le  rayon  pas- 
^^)t  par  le  centre  de  gravité  forme  avec  les  trois  arêtes. 
^^^  voit  aisément  que  ces  distances  et  ces  cosinus  sont 

*^iM  les  rapports  -, —  :  r— :  :  -: — •  Les  distances  au  centre 
'-^         sma    smo     smc 

^Q  la  sphère,  des  deux  centres  de  gravité  de  la  pyramide 

^^  de  sa  base  sphérique,  sont  entre  elles  comme  3:4- 

^.  Centre  de  gravité  de  la  surface  d^un  hémisphère 
lont  la  densité  est  proportionnelle  à  la  distance  à  la 
Wsc. 

En  supposant,  dans  la  formule  (7)9  p  proportionnel 
^2,  on  obtiendra 


\- 


I        /       zrdrdoL  j       rdr^Al  —  r^ 

I         I        rdrdz  j       rdr 


I  I  . 
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De  même 

iséct  j     fdx      Sscc/tangrl     xtlx 


Iséc/  f 


dlr 


II.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  arc  d'h< 
Prenons  pour  équations  de  la  courbe 

xzzz  b  arc  cos  -  » 

a 

En  faisant  x^  =  o,  nous  avons  d'abord 

«  =  -X, 

ensuite 

X  /.X 


l    "^'     '  =  i  Jo     "^^ 


Comme  on  a  dx  =  —  i  ■ ,  >  il  vient 

Va»  —  s' 


ç=— -  r  -=^==— Y. 


De  même 


79.    i*'  L'élément  d'une  surface  de  révolution 
ou  bien  %ny  %éQtdXy  en  supposant  que  l'axe 
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làxede  révolution,  sa  surface  sera 

B=  2ir  I       Yséctdx; 

X 

^tydx 


C 

I     se 


maia  y?  =    '*   9  r\  étant  Tordonnée  du  centre  de 


£ 


%èctdx 

granité,  et  si  nous  appelons  s  la  longueur  de  Tare  généra- 

X 
leur,  5=  I     séc td!r.  On  a  donc 


'^S:=i   \       SÀ 


B=  STnix, 


c'est-à-dire  que  Vaire  de  la  surface  de  révolution  est 
ig€Mle  au  produit  de  l'arc  générateur  par  la  circonfé- 
^nce  que  décrit  le  centre  de  gratuité  de  cet  arc. 

-Exemple.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'un  arc 
^  cercle,  supposons  que  sa  corde  c  soit  parallèle  à  Taxe 
^^  X,  on  aura  pour  la  surface  de  la  zone  sphérique 

.  rc 

B  =  2irrc  =  2ir>}5,     dou     iï  =  ~ 

s 

^^  L'élément  du  volume  d'un  corps  de  révolution  est 
*  n  (  Y"  — yl  )  4^9  et  par  suite 

X    /•¥ 
V  =  air  I        I      ydydx\ 


^ftis  comme,  en  désignant  par  19  l'ordonnée  du  centre  de 
Si^vité  de  la  surface  génératrice,  on  a 

X    /.Y 

ydydx 

'=  Jt    /•¥ • 

dydx 


n 

77 
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on  aura 

Le  volume  engendré  est  égal  au  produit  de  la  surface 
génératrice  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  4e 
gravité  de  cette  surface.  Ces  deux  propositions  sont  con- 
nues sous  le  nom  dd  Théorèmes  de  Guldin,  qui  les  for- 
mula le  premier. 

80.  Nous  ne  terminerons  pas  cette  leçon  sans  signa- 
ler deux  propriétés  élémentaires,  mais  remarquables,  da 
centre  de  gravité  d*un  système  quelconque  de  corps  ou  de 
points. 

I.  Soient  A,  A^ . . .  les  centres  de  gravité  de  plusieurs 
corps  dont  les  poids  sont  respectivement  p^  p',. . . , 
soit  Al  le  centre  de  gravité  commun  du  système  de  ce; 
corps  ^  appelons  r,  /*',...,  les  distances  Ai  A,  Ai  A',« . .  \ 
si  Ton  applique  au  point  Ai  suivant  Ai  A,  Ai  A',. .  •  d 
fondes  pr^  p' r^^. , ,  proportionnelles  à  la  fois    au  poid 
et  à  la  distance  au  centre  de  gravité  commun,  ces  for 
se  feront   nécessairement  équilibre.  En  eilet,  menon 
par  le  point  Ai  trois  axes  rectangulaires  que  nous  preu 
drons  pour  axes  des  coordonnées,  et  soient  (oc^y^  2)^ 
(x',  y^  z'),. . .    les  coordonnées  des  points  A,  A',. . .  =^ 
puisque  le  centre  de  gravité  commun  Ai  (xi,j^i,  ^i)  esK 
à  Torigine  des  coordonnées,  on  aura  nécessairement 

x,  =  -=—z=r.o.        r,  =-^— =0,        z,  =  -^— =  0, 

ou  simplement 

:Lpx  =z  o ,     ^px  ==  o ,     ipz  =  o . 

Mais  en  appelant  (a,  c,  7),  (a',  6',  /), . . .  les  angles  qut? 
les  lignes  Ai  A,  A|  A', .  •  •  f<^i^t  avec  les  axes,  on  aura 

X  r=  r  cos  « ,       J'  =^  f  t'os  ^ ,      z  =n  r  ros  y  ;      ./'  r=  r'  cos  a', . .  — 
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et  €D  substituant  ' 

Ipr  cos  0L  =  Of     2/?rcos6=:o,      2/>rcos7  =  o. 

IVf  aisles  trois  sommes  des  premiers  menées  de  ces  équa- 
ffons  sont  les  composantes  de  la  rë^PE^te  des  forces 
P^9  'pV, .  • .  ;  ces  trois  composantes  sont  donc  nv^es  \  la 
résultante  est  nulle  aussi,  par  conséquent,  et  les  forces 
p^  p'r', ...  se  font  nécessairement  équilibre. 

Si  les  poids  p,  p',K  . .  sont  égaux,  les  équations  qui  pré- 
^^^^dent  devienneni 

'  •.  «^ 

"2rcosas=o,      2rcos6s=o,      2:rcos7  =  o, 

et  l'on  en  conclut  que  des  fbrces  représentées  en  grandeur 
€t  en  direction  par  les  lignes  At  A,  A,  A', .  •  •  se  feraient 
équilibre. 

Réciproquement,  si  des  forces  appliquées  au  point  Ai, 
et  représentées  en  grandeur  et  en  direction  jpar  les  lignes 
•1 A  =  r.  Al  A'  =  r', . . .  se  font  équilibre,  lies  corps  éga- 
lement pesants  et  ayant  respectivement  leurs  centres  de 
graifîlé  en  A,  A',.  •  «1  formeront  un  système  dont  le  centre 
le  gravité  commun  sera  en  Ai.  En  effet,  si  l'on  conserve 
les  mêmes  notations,  les  équations 

ïrco$a  =  o,      2:rco$6  =  o,     2rco87  =  o, 

t 
« 

eniraineront  les  suivantes  : 

2/?X=0,       S/?7=0,       lpz=zOy  ' 

X,  =  o,         7,  =  o,  s,  =0. 

U*  Cessons  de  prendre  le  centre  de  gravité  commtm  Ai 
F^r  origine  des  coordonnées,  plaçons  cette  origine  en 
}  ^D  point  quelconque  O  5  soient  toujours  />,  ^', . . .  les 
i  pojus  des  corps  ayant  leurs  centres  de  gravité  en  A ,  A', ...  ; 
\  '-''  ^)î  (^j  y^-,  ^')î.  •  •  les  coordonnées  rectangulaires 
^^ points^  r,  /•',...  les  distances  de  ces  points  à  Tori- 


l^O  STATIQUE. 

ginc;  Xij  ji^  z^  fbs  coordonnées  du  œntre  de  gra? 
commun,  Ti  i^  distance  au  point  O.  et  faisons 


On  aura  néceBmNBment 


1 . 


P  Zi  =  j»z  -h /?' z'-h  .  r.  ; 
carrant  et  ajoutant,  il  viei^a  s  ^ 

Or 

ÂV '=  (x  -  x')»  4-  (  jr  — /  J»  H-  (z  -  t' Y 
=  r»  4-  r"  —  2(xa:'-|-^/  H-  z«'), 

et,  par  consé^ent, 
on  aurait  de  même 


2(:Mr"4.7y'-hW^)  =  r'4-r"'  — AA"   ; 


En  substituant,  il  viendra 

OU,  à  cause  de  ^  -+-^  H-  p"-h . . .  =±  P, 

Cette  équation  donne  la  distance  ri  du  centre  coio 
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le  gravite  à  on  point  quelconque  O,  en  fonction  des  dis- 
uices  jes  points  A,  A',.  •  •  ^  ^^  même  point,  et  des  dis- 
inces  mutuelles  des  centres  partiels  de  gravité.  On  en  tire 

Pr»+y/r'»  4....=PrÎH-  1  {pp'kk'\  pp"TJ^'\. . .). 

Baiid  le  point  O  se  déplace,  le  premier  terme  Pr'  varie 
iftans  le  second  membre  \  et  comme  la  somme  qui  forme 
second  terme  est  essentiellement  positive,  on  en  conclut 
e  l'expression 

■ 

eint  sa  plus  petite  valeur  quand^  =  o,  c'est-à-dire 
ind  Torigin^^  coïncide  avec  le  odnre  de  gravité  com- 
iQ  du  système.  On  en  conclut  encore  que  la  somme 
i  poids  appliqués  aux  points  A,  A', ... ,  respectivement 
iltipliés  par  les  carrés  de  leur  distBnce  à  un  même  point, 
a  la  même,  quelque  part  que  soit  placé  ce  point  ^or  la 
rface  d*uiie  sphère  dont  le  centre  de  gravité  commiui 
caperait  le  centre. 


< 
1^2  STATIQUE, 


NEUVIÈME  LEÇON. 

Des  grandeurs  coexistantes  et  des  rapports  dififérenliels.  —  mSbmi. 
Densités.  —  Masses  et  densités  des  volumes,  des  surfaces,  des  llgi 
droites  ou  courbes.  ^ 


81 .  Nous  croyons  utilf  de  résumer  la  question  intéit 
santé  du  calcul  des  volumes,  des  masses  et  des  coordonna 
des  centres  de  gravhé,  par  quelques  considérations  géi 
raies  et  élémentairqFauxquelles  M.  Caudiy  attachait  u 
grande  importance,  sur  lesquelles  il  est  souvent  revei 
qu'il  a  développées  une  dernière  fois  dans  le  second  \ 
lume  de  ses  Exercices  d^ analyse  et  de  physique  maû 
mf^Sfùdj  pages  i88  et  suivantes. 

Nous  appelons  grandeurs  ou  quantités  coexistan 
deux  grandeurs,  ou  quantités  qui  existent  ensemble, 
varient  simultanément,  de  telle  sorte  que  les  éléme 
de  Tune  existent^  varient  et  s'évanouissent,  en  mê 
temps  que  les  éléments  de  Tautre.  Tels  sont,  par  exem[ 
le  volume  d'un  corps  et  la  masse  ou  le  poids  de  ce  corj 
le  temps  pendant  lequel  un  point  se  meut  et  Tespace'  p 
couru  par  ce  point  ]  le  rayon  d*un  cercle  et  sa  surfa 
le  rayon  d'une  sphère  et  son  volumcv,  la  hauteur  et 
surface  d'un  triangle  ou  d'un  parallélogramme  \  la  hi 
tcur  et  le  volume  d'un  prisme  ou  d'une  pyramide;  la  b 
et  le  volume  d'un  cylindre,  etc. 

Des  grandeurs  ou  quantités  coexistantes  peuvent  d'j 
leurs  varier  simultanément  dans  un  ou  plusieurs  s 
divers.  Ainsi ,  par  exemple,  le  volume  d'un  prisme 
d'un  cylindre  dont  la  base  est  constante,  varie  ave< 
hauteur  dans  un  seul  sens  :  mais  si  Ton  suppose  la  hi 


L     '^^■ 
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tenr  constante  et  la  base  variable,  le  volume  pourra  varier 
avec  cette  base  dans  deux  sens  diiTérents.  De  même  en- 
core la  masse  d^un  parallélipipède,  ou  généralement  d'un 
corps  quelconque,  pourra  varier  avec  le  volume  de  ce 
corps  dans  trois  sens  correspondants  aux  trois  dimen- 
sions de  l'espace,  etc. 

Cela  posé,  soient  A  et  B  deux  grandeurs  ou  quantités 
coexistantes  qui  varient  simultanément  dans  un  ou  plu- 
sieurs sens  divers.  Concevons  d'ailleurs  que  la  grandeur 
B  soit  décomposée  en  éléments 

dont  les  valeurs  numériques  soient  très-petites,  et  nom- 
mons 

les  éléments  correspondants  de  la  grandeur  A.  Enfin  sup- 
posons^]ue,  Tun  quelconque  des  éléments  de  la  grandeur 
B  étant  représenté  par  &,  et  Télément  correspondant  de 
1^ grandeur  A  par  a,  la  valeur  numérique  de  l'élément  b 
^enne  à  décroître  indéfiniment  dans  un  ou  plusieurs  sens  ; 
Tâérnent  a  s'approchera  lui-même  indéfiniment  de  zéro; 

Q^is  on  ne  pourra  pas  en  dire  autant  du  rapport  t?  qui 

^vergera  en  général  vers  une  limite  finie  différente  de 
léro. 

Cette  limite  est  ce  que  nous  appellerons  le  rapport  dij- 
firentiel  de  la  grandeur  A  à  la  grandeur  B.  Ce  rapport 
^fférentiel  sera  d'ailleurs  du  premier  ordre,  ou  du  second, 
^^àvi  troisième,  etc.,  suivant  que  pour  l'obtenir  on  aura 
uit décroître  Télément  b  dans  un,  ou  deux,  ou  trois,... 
sen&  dififérents. 

Concevons  que  Ton  indique,  à  l'aide  de  la  lettre  M 
placée  devant  plusieurs  quantités,  une  moyenne  entre  ces 
T^lités,  c'est-à-dire  une  quantité  nouvelle  comprise 


«^ 


■s. 
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entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  l'on 
considérait  d'abord  :  si  les  éléments 

de  la  grandeur  ou  quantité  désignée  par  B  sont  positifs, 
les  éléments 

^i  >     ^t  >  •  •  •  j     û»  ï 

de  la  grandeur  ou  quantité  désignée  par  A  pouvapt  ètr« 
afTectés  de  .signes  quelconques ,  on  aura ,  en  vertu  d'av 
théorème  connu , 


On 


et  par  suite  les  deux  équatioijis 

A  =  ûi -4- Oj-f-. .   -Hûji, 

entraîneront  la  suivante  : 

D'ailleurs  cette  dernière  équation  continuera  de  s 
sister,  si,  le  nombre  n  devenant  de  plus  en  plus  gra 
chacun  des  éléments 

devient  de  plus  en  plus  petit,  et  alors  chacun  des  rap* 
ports 

finira  par  différer  aussi  peu  que  l'on  voudra  d'une  cer- 
taine valeur  du  rapport  différentiel.  On  peut  donc  énon- 
cer le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Le  rapport  entre  deux  grandeurs  ou 
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istantes  A  et  B,  dont  lafpremiire  varie 
is  imUfc^giears  sens  avec  la  seconde  supposée  tou- 
irsponme,  est  une  n^oyenne  entre  las  diverses  valeurs 
leur  rapport  différentiel.  ^' 

Corollaire.  —  Le  théorème  I  s'étend  évidemment, 
ec  la  formule  (i),  au  ca^même  où  la  seconde  quantité 
serait  toujours  négative. 

82.  Lorsque  deuit  grandeurs  coexistantes  varient  pro- 
•rtionnellement  Tune  à  Taiitre,  leur  rapport  est  con- 
Lnt|  aussi  bien  que  le  rapport  de  leurs  éléments^  et  la 
ni  te  de  ce  dernier  rapport,  ou  le  rapport  difiérentiel. 
I  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si  deux  grandeurs  ou  quantités 
existantes  A  et  B  sont  entre  elles  dans  un  rapport  con- 
ntj  ce  rapport  constant  sera  aussi  leur  rapport  diffé- 
c&tiel.  La  proposition  inverse  peut  s'énoncer  comme  il 
îl: 

Thâorèmb  in.  —  Si  le  rapport  différentiel  de  la  gran- 
ïUr  ou  quantité  A  à  la  grandeur  ou  quantité  constante  B 
t  constant)  ce  rapport  constant  sera  aussi  celui  des  gran- 
ïurs  ou  quantités  elles-mêmes. 

Dé&ionstration,  —  Supposons  d'abord  que  la  grandeur 
^)  étant  positive,  puisse  être  consi^rée  comme  unique- 
ment formée  d'éléments  positifs.  Alors  le  théorème  III 
lera  une  conséquence  immédiate  du  théorème  I  ;  et  par 
Hdie,  si  Ton  nomme  p  le  rapport  dilOférentiel  des  gran- 
^rs  A  et  B,  on  aura 

Ajoutons  qu'en  vertu  du  corollaire  du  théorème  I  Te- 
<p&tioa  (a)  subsistera  encore,  si  la  quantité  B,  étant 
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*  .* 

négative,  peut  ftre  considérée  comme  uniqaji^nt  g 
posée  d'éléments  négatifs.  ipr 

Supposons,  en  second  Heu ,  la^grandeur  ou  quant} 
forma  d'éléments  dont  les  uns  soient  positifs^  les  an 
négatifs.  On  pourra  la  décomposer  en  diverses  partie 

Bf        n^        T>* 

dont  chacune  soit  considérée  comme  uniquement  for 
d'éléments  affectés  du  même  signe  ;  et,  en  nommant 

|A    9         A    y        A     y  ...  I 

les  parties  correspondantes  de  la  grandeur  ou  quantit 
on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

A'i_      A"_      a;^_ 

B'  —  '°'     B^  —  ^'     B**  —  P»'*' 

par  conséquent, 

A'=pB',     A^srpB'',     A''  =  pB*',..., 
et 

A'H-A"-f-A*'-+-...  =  p(B'4-B"-hB«'-h...). 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

(3)  A=:pB. 

f 
Or  cette  dernière  formule  entraîne  évidemment  Té 

tion  (2) . 

Corollaire, — Si  le  coefficient  différentiel  p  estconst 
ment  nul,  l'équation  (3)  donnera  simplement 

(4)  A  =  o. 

On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suiva: 

Théorème  IV.  —  Une  gi;andcur  ou  quantité  s\ 
nouit  toujours,   lorsque  le  rapport  différentiel  de  c 
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grandeur  ou  quantité  à  une  autre  grandeur  ou  quantité 
coexistante  est  constamment  nul. 

83.  Le  rapport  diflerentîel  de  deux  grandeurs,  con- 
stant ou  variable,  reçoit  souvent  divers  noms  particuliers 
relatifs  à  la  nature  même  de  ces  grandeurs.  Donnons  à  ce 
sujet  quelques  exemples. 

Considérons  d'abord  une  certaine  masse  ou  quantité  de 

matière  M,  renfermée  dans  un  solide  dont  le  volume  est 

V,  ou  concentrée  sur  une  surface  dont  Taire  est  Â,  ou 

enfin  concentrée  sur  une  ligne  dont  la  longueur  est  S.  Si 

M  varie  proportionnellement  à  la  quantité  V,  ou  A,  ou 

Cl  M  M  51  11./ 

»>»  le  rapport  constant— >  ou  —t  ou  ■— »  sera  la  densité 

V  A  ij 

constante  du  corps,  ou  de  la  surface,  ou  de  la  ligne  donnée. 
Soient,  dans  la  même  hypothèse^  m  l'élément  de  la 
"^se  M,  et  u^  ou  «,  ou  j,  Télément  correspondant  de  la 
T^antiié  V,  ou  A,  ou  S.  La  densité  constante  du  corps, 
Oûdela  surface,  ou  de  la  ligne  donnée,  pourra  encore  être 


'*P^ésentée  par  le  rapport  —i  ou  —i  ou  —  »  ainsi  que  par 

'*  limite  de  ce  rapport.  Cette  densité  constante  sera  donc 
'^rapport  différentiel  de  la  masse  M  à  la  quantité  V,  ou 
A,  ou  S. 

Supposons  maintenant  que  la  masse  M  varie,  par  exem- 
P'Cjavec  le  volume  V,  mais  sans  lui  être  proportionnelle. 

Alors  les  rapports  —  et  —pourront  différer  l'un  de  Tautre 

^t représenteront  ce  qu'on  nomme  la  densité  moyenne  du 
^rps  sous  le  volume  V  ou  sous  le  volume  vf.  Si  d'ailleurs 
•c  volume  élémentaire  i^  change  graduellement  de  forme, 
*ans  jamais  cesser  de  renfermer  un  certain  point  P  du 
•^rpsque  l'on  considère,  et  si,  en  vertu  de  ce  changement 
Reforme,  les  trois  dimensions  du  volume  viennent  à  dé- 
^foilre  indéfiniment,  la  masse  élémentaire  m  décroîtra 
!•  12 
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indéfiniment  avec  le  volume  élémentaire  ^;  mais  le 

port— 9  ou  la  densité  moyenne  du  corps  sous  le  volan 

convergera  en  général  vers  une  certaine  limite  difféi 
de  zéro.  Or  cette  limite,  qu*on  nomme  la  densité  du  c 
au  point  P,  représentera  évidemment  pour  le  même  { 
le  rapport  différentiel  de  la  masse  au  volume.  En  d'aï 
termes,  ce  rapport  différentiel  est  la  limite  vers  laqi 
converge  la  densité  moyenne  d^un  élément  infiniii 
petit,  appartenant  au  corps  que  Ton  considère  et  ren 
mant  le  point  P. 

Pareillement,  si  la  masse  M  ou  m,  concentrée  sur 
surface  ou  sur  un  élément  de  surface,  varie  avec  Taii 
ou  a  de  cette  surface  ou  de  cet  élément,  sans  être  pro] 

tionnelle  à  cette  aire,  le  rapport  --ou  —  représentera 

A.  O 

qu^on  nomme  la  densité  moyenne  de  la  surface 
de  Télément  dont  il  s'agit.  Soit  maintenant  P  un  p 
renfermé  dans  la  surface  élémentaire  a  ;  et  concevons 
les  deux  dimensions  de  cette  surface  élémentaire  décr 
sent  indéfiniment  sans  qu'elle  cesse  jamais  de  renfer 
le  point  P.  La  masse  élémentaire  m  décroîtra  indéfinio 

avec  a;  mais  le  rapport —9  ou  la   densité   moyenne 

Félément  de  surface,  convergera  eu  général  vers  une 
taine  limite  différente  de  zéro.  Celte  limite,  qu'on  noi 
la  densité  de  la  surface  au  point  P,  ne  sera  autre  c! 
que  le  rapport  différentiel  de  la  masse  M  à  Paire  A, 
culé  pour  le  point  P. 

Pareillement  encore,  si  la  masse  M  ou  m,  concen 
sur  une  ligne  ou  sur  un  élément  de  cette  ligne,  varie 
la  longueur  S  ou  5  de  cette  ligne  ou  de  cet  élément,  sans 

proportionnelle  à  cette  longueur,  le  rapport  ^  ou  — 
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présentera  ce  qu^on  nomme  la  densité  moyenne  de  la 
ligne  ou  de  rélément  dont  il  s^agit.  Soit  maintenant  P 
un  point  situé  sur  la  ligne  élémentaire  s\  et  concevons 
que  cette  ligne  décroisse  en  longueur  sans  cesser  jamais 
de  renfermer  le  point  P.  La  masse  élémentaire  m  dé- 
croîtra indéfiniment  avec  5^  mais  le  rapport  —  ou  la  dén- 
oté moyenne  de  la  ligne  élémentaire  convergera  en  gêné- 
'■l  vers  une  certaine  limite  différente  de  zéro.  Cette 
"ttiite,  qu'on  nomme  la  densité  de  la  ligne  au  point  P, 
^  sera  autre  chose  que  le  rapport  différentiel  de  la  masscM 
ila  longueur  S,  mesuré  au  point  P. 

Si  Ton  applique  successivement  le  théorème  I  aux 
limasses,  aux  vitesses,  aux  pressions  hydrostatiques,  etc., 
^'^  obtiendra  les  propositions  suivantes  : 

MLe  rapport  de  la  masse  d'un  corps  à  son  volume  est 
■"^e  moyenne  entre  les  densités  correspondantes  aux  di- 
^^s  points  de  ce  volume. 

Z/trsqu^une  masse  est  concentrée  sur  une  surface  ou 

*«»*■  une  ligne,  le  rapport  entre  cette  masse  et  l'aire  de 

'a  surface  ou  la  longueur  de  la  ligne  est  une  moyenne 

^tre  les  densités  correspondantes  aux  divers  points  de 

cette  surface  ou  de  cette  ligne. 

Lorsqu'un  point  mobile  parcourt  une  ligne  droite  ou 
tourbe,  le  rapport  de  t espace  au  temps  est  une  moyenne 
^tre  les  vitesses  que  le  point  mobile  acquiert  successives 
ffwnt  dans  ses  diverses  positions  sur  cette  ligne. 

Lorsquune  surface  est  pressée  par  un  liquide  pesant^ 
k  rapport  entre  la  pression  totale  et  Faire  de  cette  sur- 
/«ce  est  une  moyenne  entre  les  diverses  valeurs  de  la 
preiiibn  hydrostatique  correspondantes  aux  rlivers 
?oint$  de  la  surface. 

Ces  diverses  propositions  justifient  les  noms  de  densité 
^enne,  de  vitesse  moyenne,  de  pression  hydrosta- 

l'A. 
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tique  moyenne,  précédemment  donnés  aux  divers  n 
ports  qui  s'y  trouvent  mentionnés. 

8i.  Le  rapport  difTéreutiel  d'une  grandeur  à  une  au 
n'est  un  rapport  constant  que  dans  le  cas  où  ces  de 
grandeurs  sont  proportionnelles  Tune  à  l'autre.  Dans 
cas  contraire,  non-seulement  le  rapport  différentiel  d 
deux  grandeurs  est  variable,  mais  il  peut  varier  dans  ) 
ou  dans  plusieurs  sens  suivant  que  la  seconde  grande 
peut  varier  elle-même  dans  un  seul  sens  ou  dans  plusiev 
sens  divers.  Il  en  résulte  qu'un  rapport  différentiel  pc 
être  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépe 
dantes.  Ainsi  en  particulier,  si  la  seconde  grandeur  < 
une  ligne,  ou  une  surface,  ou  un  volume,  le  rapport  dii 
renticl  sera  généralement  déterminé  pour  chaque  po* 
de  la  ligne  donnée,  de  la  surface  donnée,  ou  du  vola 
donné.  Mais  il  pourra  varier  d'un  point  à  l'autre  et< 
pendre  des  coordonnées  de  ce  point,  savoir  :  d'une  s© 
coordonnée  si  la  seconde  grandeur  est  une  ligne,  de  de 
coordonnées  si  la  seconde  grandeur  est  une  surface, 
trois  coordonnées  si  elle  est  un  volume. 

Concevons  maintenant  que  les  deux  grandeurs  coei 
tantes  A  et  B  puissent  varier  simultanément  dans  dci 
trois,. . .  sens  divers.  On  pourra  en  dire  autant  de  le 
éléments  correspondants;  et  l'on  obtiendra  pour  Uni 
du  rapport  entre  ces  éléments  un  rapport  différentiel 
du  premier,  du  second,  du  troisième, . . .  ordre,  qui  s 
une  fonction  de  une,  deux,  trois,. . .  variables  indép 
dantes.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  le  rapport  di 
rentiel  p  est  une  fonction  continue  des  variables  don 
dépend,  c'est-à-dire  une  fonction  qui  prend  une  val 
unique  et  déterminée  pour  chaque  système  de  vale 
attribuées  à  ces  variables,  et  qui  varie  avec  elles  par  ( 
grés  insensibles.  Dans  cette  hypothèse,  si  un  élémen 
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de  la  grandeur  B  devient  infiniment  petit  dans  tous  les 
sens,  on  pourra  dire  en  quelque  sorte  qu'à  cet  élément  h 
correspond  un  seul  système  de  valeurs  des  variables  indé- 
pendantes, et  par  suite  une  seule  valeur  de  p.  Mais  aux 
diîerses  parties  de  la  grandeur  B,  ou  plutôt  à  ses  divers 
éléments  infiniment  petits,  correspondront  divers  systèmes 
de  Taleurs  des  variables  indépendantes,  et  par  conséquent 
en  général  diverses  valeurs  de  p'.  Les  limites,  entre  les- 
quelles les  variables  devront  rester  comprises  dans  ces  di- 
vers systèmes,  dépendront  de  la  valeur  attribuée  à  la  gran- 
deur B*,  et,  si  la  grandeur  Best  toujours  positive,  ces  limites 
s'étendront  de  plus  en  plus  avec  celte  valeur  même. 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  seconde  gran- 
deur soit  une  aire  ou  un  volume,  et  nommons  P  un  point 
quelconque  de  cette  aire  ou  de  ce  volume.  La  position 
du  point  P  se  trouvera  déterminée  par  deux  ou  trois  coor- 
données qui  seront  les  variables  indépendantes.  Cela 
posé,  prenons,  dans  la  seconde  grandeur,  un  élément  in- 
finiment petit  qui  renferme  le  point  P,  et  divisons  par  cet 
élément rélément  correspondant  delà  première.  Le  quo- 
^t  obtenu  difiérera  généralement  très-peu  de  sa  limite, 
qui  sera  le  rapport  difïérentiel  de  la  première  gran- 
deur à  la  seconde,  correspondant  au  point  P.  Ajoutons  que 
ce  rapport  différentiel,  variable  avec  les  coordonnées  du 
point  P,  en  sera,  dans  beaucoup  de  cas,  une  fonction  con- 
^*nue.  D'ailleurs  les  divers  systèmes  de  valeurs  de  ces 
bidonnées,  correspondants  aux  divers  éléments  de  l'aire 
*^  du  volume  que  Ton  considère,  devront  être  censés 
connus  dès  que  Ton  connaîtra  celte  aire  ou  ce  volume; 
et  les  limites,  entre  lesquelles  resteront  comprises  les  va- 
leurs des  coordonnées  dans  ces  divers  systèmes,  seront 
évidemment  déterminées  par  les  é(|uatioiis  des  lignes  qui 
envelopperont  cette  aire  ou  de  la  surface  qui  enveloppera 
^  volume. 


I 
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Lorsque,  la  seconde  grandeur  étant  toujours  posit 
le  rapport  difTérentiel  p  est  une  fonction  continue  des 
riables  dont  il  dépend,  et  par  suite  varie  avec  elles 
degrés  insensibles,  une  moyenne  entre  les  diverses 
leurs  de  p  correspondantes  aux  divers  éléments  A 
seconde  grandeur  est  encore  nécessairement  Tiuie  de 
valeurs.  Donc  le  théorème  I  entraine  la  proponi 
suivante  : 

Théorème  V.  —  Si  le  rapport  différentiel  d'une  p 
mière  grandeur  à  une  grandeur  coexistante  et  toujc 
positive  est  une  fonction  continue  de  la  variable  ou 
variables  dont  il  dépend,  une  des  valeurs  de  ce  rap| 
différentiel  correspondantes  à  la  seconde  grandeur  re[ 
sentera  le  rapport  qu'on  obtient. en  divisant  la  premi 
grandeur  par  la  seconde. 

Corollaire  /.  — Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qoi 
seconde  grandeur  se  réduise  à  une  longueur  S  mesu 
sur  une  certaine  ligne  droite  ou  courbe,  et  la  premi 
grandeur  à  une  masse  M  concentrée  sur  cette  lig 
Les  diverses  valeurs  du  rapport  différentiel  p  c 
respondanles  aux  divers  éléments  infiniment  petits  di 
longueur  S  ne  seront  autre  chose  que  les  diverses  vale 
de  la  densité  dans  les  divers  points  que  renferme  a 
longueur.  D*ailleurs  la  position  de  chaque  point  P^ 
la  ligne  que  l'on  considère,  pourra  être  déterminé 
l'aide  d'une  seule  coordonnée  X]  et  la  densité  p  s 
fonction  continue  de  Xy  lorsque,  étant  complètement  < 
terminée  pour  un  point  donné  P,  elle  variera,  avec 
position  du  point  P,  par  degrés  insensibles.  Donc 
théorème  V  entraîne  la  proposition  suivante  : 

S  désignant  la  longueur  (Tune  ligne  droite  ou  cow 
sur  laquelle  se  trou\^c  concentrée  une  masse  M,  il 
densité  p,  étant  complètement  déterminée  en  cha^ 
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p€>£nl  ¥dela  longueur  S,  varie  ai^ec  la  position  du  point 
P  ^ar  degrés  insensibles,  le  rapport  de  M  à  S,  ou,  en 
d  '^^Mutres  termes,  la  densité  moyenne  de  la  ligne,  sera 
l^9Mne  des  videurs  de  p  correspondantes  aux  div^ers 
points  que  renferme  la  longueur  S. 

Corollaire  II.  —  Concevons  que  la  seconde  grandeur 
se  i^uise  à  une  aire  A,  mesurée  sur  une  certaine  surface 
pTaae  ou  courbe,  et  la  première  grandeur  à  une  masse  IVl 
oo-nccntrëe  sur  cette  surface.  Les  diverses  valeurs  du  rap- 
port différentiel  p,  correspondantes  aux  divers  éléments 
ir^Cnimeiit  petits  de  Taire  A,  ne  seront  autre  chose  que 
1(^3  diverses  valeurs  de  la  densité  relatives  aux  divers 
points  que  renferme  cette  aire.  D'ailleurs  la  position  de 
cli^que  point  P  sur  la  surface  que  Ton  considère  pourra 
^^re  déterminée  à  Taide  de  deux  coordonnées  rectangu- 
laires x,  y^  ou  de  deux  coordonnées  polaires  r,  a,  ou 
iKi.éme  a  Taide  de  deux  coordonnées  quelconques  ;  et  la 
densité  p  sera  une  fonction  continue  de  ces  coordonnées , 
lorsque,  étant  complètement  déterminée  pour  un  point 
donné  P,  elle  variera  avec  la  position  du  point  P  par  de- 
S^és  insensibles.  Donc  le  théorème  V  entraine  la  propo- 
sition suivante  : 

k  désignant  Vaire  d'une  surface  plane  ou  courbe  sur 
f Quelle  se  trouve  concentrée  une  masse  M ,  si  la  densité  p^ 
^iant  complètement  déterminée  en  chaque  point  P  de 
l^ùire  A,  varie  avec  la  position  du  point  P  par  degrés 
'Sensibles,  le  rapport  deM  à  A^ou^en  d^ autres  termes ^ 
*^  densité  moyenne  de  la  surface,  sera  Vune  des  valeurs 
^  p  correspondantes  aux  div^ers  points  que  renferme 
'Wc  A. 

Corollaire  III.  —  Concevons  que  la  seconde  grandeur 

^  réduise  au  volume  Y  d'un  solide  dont  la  niasse  soit  M. 

■^s  diverses  valeurs  du  rapport  différentiel  p,  correspon- 
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(lantcs  aux  divers  éléments  infiniment  petits  du  volume  V, 
ne  seront  autre  chose  que  les  diverses  valeurs  de  la  den- 
sité relatives  aux  divers  points  que  renferme  ce  volume. 
D'ailleurs  la  position  de  cliaque  point  P,  dans  ce  voltune, 
pourra  être  déterminée  à  Taidede  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires j:,  y,  z^  ou  de  trois  coordonnées  polaires  r^ 
(?,   u  j   ou  généralement   à  Taide  de  trois  coordonnée 
quelconques  ;  et  la  densité  p  sera  fonction  continue  de  c& 
coordonnées,  lorsque,  étant  complètement  déterminée  e: 
un  point  quelconque  P,  elle  variera,  avec  la  position 
point   P,    par   degrés   insensibles.  Donc  le  théorème 
entraine  la  proposition  suivante  : 

V  désignant  le  volume  d'un  solide  dont  la  masse  ^ 


M,  si  la  densité  p  de  ce  solide ^  étant  complètement  €m^^ 
terminée  en  chaque  point  quelconque  P  du  volunu 
'Varie  ai^ec  la  position  du  point  P  par  degrés  insensil 
le  rapport  de  M  à  V,  ou,  en  d^ autres  termes ^  la  dei 
moyenne  du  solide,  sera  Vune  des  valeurs  de  p  corr^^cs 
pondantes  aux  div^ers  points  que  renferme  le  volume  T 

85.  La  comparaison  des  éléments  correspondants 

a     et     6 
de  deux  grandeurs  coexistantes 

A     et    B 

pi*ut  donner  lieu  à  la  formation  de  l'un  ou  l'autre  d^^ 
deux  rapports 

a       b 

h         a 

suivant  c[ue  Ton  divise  le  premier  élément  par  le  seconde 
ou  le  second  par  le  premier.  Or  ces  deux  rapports,  in-^ 
\ erses  Tun  de  Tautre,  auront  pour  limites,  si  les  élémenu^ 
n  et  b  viennent  à  décroître  indéfiniment,  deux  quantités 
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inverses  aussi  l'une  de  Fautre,  c'est-à-dire  deux  quantités 
dont  le  produit  sera  l'unité.  On  peut  donc  aux  proposi- 
tions précédemment  énoncées  joindre  la  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Si  deux  grandeurs  ou  quantités 
coexistent  et  varient  simultanément,  le  rapport  différen- 
tiel de  la  première  à  la  seconde  sera  Tinverse  du  rapport 
différentiel  de  la  seconde  à  la  première. 

Observons  encore  que  si  Ton  désigne  par  X,  [i  deux  fac- 
teurs ou  coefficients  constants,  et  par  a,  b  les  éléments  de 
deux  grandeurs  ou  quantités  coexistantes  A,  B,  les  pro- 
duits la,  [ib^  représenteront  les  éléments  des  grandeurs 
exprimées  par  les  produits  XA,  fxB.  Cela  posé,  soit  a  la 

limite  du  rapport  t'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rap- 
port différentiel  de  A  à  B.  Le  rapport  différentiel  de 
AÂ  àjiB  sera  évidemment  la  limite  du  rapport 

'    lib        yi  b       ft 

Si  Tun  des  facteurs  ^,  X  est  Tunité,  le  même  produit, 
i^uîtà 

^présentera  le  rapport  différentiel  de  X A  à  B,  ou  de  A  à 
f*"«  On  peut  donc  énoncer  encore  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VU.  —  Soient  X,  fjt  deux  facteurs  constants, 
*'«  le  rapport  différentiel  de  deux  grandeurs  ou  quan- 
lîlés  coexistantes 

A,     B. 

**s  rapports  différentiels 

deXAàB,     deAàfiB,     deXAàpiB 
^^^i  respectivement 


l86  STATIQUE. 

86.  Jusqu*ici  nous  uous  sommes  bornés  à  compai*' 
<leux  grandeurs  entre  elles.  Si  les  grandeurs  que  l'on  co 
parc  Tune  à  Tautre  sont  au  nombre  de  trois,  de  quat 
ou  même  en  nombre  quelconque,  on  obtiendra  sur  les  n 
ports   difTércntiels  de  nouvelles  propositions  que 
allons  successivement  établir. 

Observons  d'abord  que,  si 

A,     B,     C, 

désignent  trois  grandeurs  coexistantes,  et 

trois  éléments  correspondants  de  ces  grandeurs,  on  auxa 

identiquement 

tt!\  a       a       b 

c       b        c 

or  en  supposant  que  dans  cette  équation  les  élémem  ^ 
a,  £,  c.  deviennent  infiniment  petits,  ou  obtiendra  J^ 
proposition  suivante  : 

THÉonÈME  VIII.  —  Si  trois  grandeurs  ou  quantil 
coexistent  et  varient  simultatiément,  le  rapport  différen^*^ 
tiel  de  la  première  à  la  seconde,  multiplié  par  le  rappoi^ 
différentiel  de  la  seconde  à  la  troisième ,  donnera  pou 
produit  le  rapport  différentiel  de  la  première  à  la  troi 
sième. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  le  théorème  qu 
nous  allons  énoncer. 

Théorème  IX.  —  Si  plusieurs  grandeurs  ou  quanlilé 
coexistent  et  varient  simultanément,  le  rapport  diffé 
rentiel  de  la  première  à  la  dernière  sera  le  produit  de 
rapports  différentiels  de  la  première  à  la  seconde,  de  1 
seconde  à  la  troisième,  de  la  troisième  h  la  (jualrième,.. 
enfin  d(»  ravant-dernière  à  la  dernière. 
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Le  théoriine  VIII  entraîne  évidemment  le  suivant  : 

TnÈouïxE  X.  — Lorsque  trois  grandeurs  coexistent 
et  varient  simultanément,  si  Ton  divise  le  rapport  dif- 
férentiel de  la  première  à  la  troisième  par  le  rapport 
différentiel  de  la  seconde  à  la  troisième ,  on  obtiendra 
poar  qaolient  le  rapport  différentiel  de  la  première  à  la 
seconde 

Nota.  En  vertu  des  théorèmes  II  et  III,  si  le  rapport 
de  la  première  grandeur  à  la  seconde  est  constant,  ce 
nipport  constant  sera  en  même  temps  leur  rapport  diffé- 
i^liel;  et  réciproquement,  si  le  rapport  différentiel  de 
la  première  grandeur  a  la  seconde  est  constant,  ce  rap- 
port différentiel  constant  sera  le  rapport  des  grandeurs 
elles-mêmes.  Cela  posé,  il  est  clair  que  le  théorème  X 
^traîne  encore  les  deux  propositions  suivantes. 

Théorème  XI.  —  Supposons  que  deux  grandeurs  ou 
Nantîtes  coexistantes  A  et  B  soient  entre  elles,  tandis 
^^elles  varient,  dans  un  rapport  constant  fA,  les  rapports 
^fiférentiels  a  et  6  de  ces  deux  grandeurs  A  et  B  à  une  troi- 
nètne  grandeur  ou  quantité  coexistante  C,  seront  entre 
^X  dans  le  même  rapport  constant  \  en  d'autres  termes, 
I  équation 

(S)  A=f*B 

entraînera  la  suivante 

(7)  a  =  pi6. 

Th6orêmb  XII.  —  Réciproquement  si  les  rapports  dif> 
»éreniiels  a,  6  de  deux  grandeurs  ou  quantités  cocxis- 
^nies  A  et  B  successivement  comparées  à  une  troisième 
grandeur  ou  quantité  C  sont  entre  eux  dans  un  rapport 
constant /i,  ce  rapport  constant  sera  aussi  celui  de  A  à  B; 
^*n  d'autres  termes,  l'équation  (7)  entraînera  toujours  re- 
lation (6). 
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Corollaire,  — En  supposant  dans  le  théorème  XU  le 
nombre  fx  réduit  à  l'unité,  on  obtient  la  proposition  smai- 
vanle  : 

Théorème  XIII.  — Si  les  rapports  différentiels  de  devLX 
grandeurs    ou  quantités  A  et  B,  successivement  co 
parées  à  une  troisième   grandeur  ou  quantité  C, 
égaux,  les  grandeurs  ou  quantités  A,  B  seront  égales  en 
elles. 

Considérons  maintenant  la  somme  de  plusieurs  gra.  *■ 
deurs  ou  quantités  coexistantes 

Nommons  S  cette  somme,  et 

a,     6,     f , . . . ,     J, 
les  éléments  correspondants  des  grandeurs  ou  quantités 

Enfin  comparons  celles-ci  à  une  nouvelle  grandeur  ob 
quantité  K,  dont  Télémentsoit  A  ;  on  aura  non-seulement 

(8)  S  =  4-t-B-+-C-f-..., 
mais  aussi 

(9)  s  =  a  -h  A  -f-  c-H. .  . , 
et  par  suite  ^ 
,     V                              s      a       b       c 

Or,  si  Ton  conçoit  que,  dans  cette  dernière  équatio^^' 

les  éléments 

a,      by      r,..     ,      s,      /•, 

deviennent  iniininient  petits,  on  obtiendra,  en  passai- '•^ 
aux  limites,  la  proposition  suivante  : 

TiiÉORÎcME  XIV.  —  Si  Ton  calcule  non-seulement    ^^* 
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différentiels 

a,     6,      7, .  .  .  , 

ors  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 

A  le  rapport  diiTércntiel  ç  de  la  somme 

A4-B4-C-h.  ..  , 

>UTelle  grandeur  ou  quantité  K,  le  dernier  rap- 
a  le  rapport  différentiel  de  la  somme 

AH-B-f-C-h,..  à  K, 

nème  temps  la  somme  des  autres  rapports  difTé- 
en  sorte  qu'on  aura 

;  =  aH-64-7H-.... 

sons  à  présent  que,  dans  la  somme  S,  les  gran- 
quantités 

A  y  a  y  \j  y   »    0    .    y 

ent  respectivement  multipliées  par  des  facteurs 

8 

^>      /*>       ^>  •  •  •  » 

jres  termes,  supposons  que  la  grandeur  ou  quan- 
présente  une  fonction  linéaire  des  grandeurs  ou 

A  y  Jj  •  \J  f    •    •    •    , 

née  par  la  formule 

S=raA-f-fAB  -4-vC-h 

u  nomme  toujours 

€ly(ryCy»m'yS 

lents  des  grandeurs 

A.,  D  y  C<,*«>,  d, 

•n  compare  encore  ces  diverses  grandeurs  ou  quan- 
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titës  à  une  nouvelle  grandeur  ou  quantité  K  dont  1 
ment  soit  Xr,  on  trouvera,  eu  égard  à  la  formillc  (12), 
seulement 

(i3)  j  =  XflH-|A^  + vc-f-, . . , 

mais  aussi 

...  *      ^  «         ^         c 

puis  en  supposant  que,  dans  cette  dernière  équation 
éléments 

U  y  9  9***9  9  9 

s'approchent  indéfiniment  de  la  limite  zéro,  on  se  t 
vera  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XV.  —  Si  Ton  calcule,  non-seulemen 
rapports  difTcrenticls 

a,     6,     79- • *  9 
de  plusieurs  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 

mais  aussi  le  rapport  différentiel  ç  d'une  autre  gram 

ou  quantité 

XA4-fAB-j-vC-f-..., 

représentée  par  une  fonction  linéaire  des  premières,  à 
nouvelle  grandeur,  ou  quantité  coexistante  K,  le  der 
rapport  ç  sera  exprimé  en  fonction  linéaire  de  tous 
autres,  tout  comme  S  s'exprime  en  fonction  linéaire 
A,  B,  C, . . .  ;  en  sorte  qu'on  aura 

■ 

(i5)  ç  =  Xa4-fA6-j-v7  4-. . . 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  théorème  XV9 
coeflicients 

^9     f*»     ^9  •  •  •  9 
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fo^t  eue  OU  positifs,  ou  négatifs.  Si,  pour  fixer  les 
s,  on  iAjpposàit 

^=1,     ft=  —  I,     v  =  o,     etc. ..y 

léorème  XV  pourrait  être  énoncé  comme  il  suit  : 

hAorèmb  X\I.  —  Si  Ton  calcule  non-seulement  les 
N>rts  différentiels 

a,     6, 

Iras  grandeurs  ou  quantités  coexistantes 

A,     B, 

I  aussi  le  rapport  différentiel  de  leur  différence 

S  =  A  — B, 

e  nouvelle  grandeur  ou  quantité  coexistante  K,  le  der- 
rapport  c,  ou  le  rapport  différentiel  de  la  différence 
-B  à  K,  sera  en  même  temps  la  différence  des  deux 
es  rapports  différentiels  a,  6,  en  sorte  qu'on  aura 

observons  aussi  que  le  rapport  différentiel,  désigné 
c  dans  le  théorème  XIII,  s'évanouira  toujours  avec  la 
ime  S,  et  que  réciproquement  en  vertu  du  thco- 
teXIV,  cette  somme  s'évanouira  toujours  avec  le  rap* 
t  difTéreniicl  c  Donc  Téquation 

)  XA-|-f*BH-vC4-...  =o 

rainera  toujours  la  formule 

)  >a  4-  fiS  4-  vy . . .  =  o , 

réciproquement  cette  formule  entraînera  toujours  Té- 
itioii  (i8).  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition 
vante: 

ratoRÈMB  XVII.  —  Si  plusieurs  grandeurs  ou  quan- 
^8  coexistantes  sont  liées  entre  elles  par  une  équa- 
u  linéaire  quelconque^  la  mêtne  équation  linéaire  exis- 
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tcra  entre  les  rapports  difTérentiels  de  ces  gÀndc 
quantités  h  une  autre;  et  réciproquement,  n  ces 
cicnts  différentiels  sont  liés  entre  eux  par  une  éq 
linéaire,  la  môme  équation  linéaire  existera  en 
grandeurs  données. 

Remarquons  encore  que  les  formules  (8),  (la). 
et  les  formules  (11),  (i 3),  (17),  sont,  tout  comme  1 
mules  (18)  et  (19),  des  équations  linéaires  qui  lienl 
elles,  d'une  part  les  grandeurs  ou  quantités  cocxii 

d^autre  part  les  rapports  différentiels 

a,     6,     7,...,     et     ç, 

des  grandeurs  ou  quantités  dont  il  s'agit  aune  ne 
grandeur  ou  quantité  K.  Par  suite,  on  pourra  rcn 
de  la  formule  (n),  (i5)  ou  (17)  à  la  formule  (8),  (1 
(16),  tout  comme  on  remonte  de  la  formule  (19)  à 
mule  (18). 

Donc  aux  théorèmes  XIV,  XV,  XVI,  on  pourrî 
dre  les  théorèmes  inverses  qui  sont  compris,  comm 
dans  le  théorème  XVII,  et  que  nous  allons  énoncei 

Théorème  XVIII.  —  Soient 
plusieurs  grandeurs  ou  quantités  coexistantes,  et 

*9         ^9         79*''>         C9 

les  rapports  différentiels  de  ces  mêmes  grandei 
quantités  comparées  à  une  nouvelle  grandeur  ou  qv 
coexistante  K.  Si  le  rapport  différentiel  ç  est  la  som 
tous  les  autres  £t,  ë,  y, . . . ,  la  grandeur  ou  quantité 
pareillement  la  somme  des  grandeurs  ou  quantités 
C, . . .  En  d'autres  termes^  lequation 
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entraifien  l'équation 

S  =  A4-B  +  Ch- 

Théorème  XIX.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées 
(jue  dans  le  théorème  précédent,  si  le  rapport  difTéren- 
tiel  ç  s'exprime  en  fonction  linéaire  de  tous  les  autres, 
h  grandeur  ou  quantité  S  s'exprimera  de  la  même  ma- 
nière en  fonction  linéaire  des  quantités  A,  B,  C , . . .  •  En 
d'autres  termes,  la  formule 

ç  =  ).a  -h  1*6  -f-  v7  -4- . . . 
^traînera  la  suivante 

S  =  >A-f-f*BH-vC-h 

TatoRÈME  XX.  —  Soient 

A,     B,     S, 
^is  grandeurs  ou  quantités  coexistantes,  et 

^^  rapports  différentiels  de  ces  mêmes  grandeurs  ou  quan- 
^^)  comparées  à  une  grandeur  ou  quantité  coexistante 
^*  Si  le  rapport  différentiel  c  est  la  différence  des  deux 
autres  a  et  6,  la  grandeur  ou  quantité  S  sera  pareillement 
*^ différence  des  grandeurs  ou  quantités  A  et  B.  En  d'au- 
^''^  termes,  l'équation 

ç  =  a  —  ê 

\     ^Ifainera  Téquation 

S  =  A  — B. 

Lorsque  deux  grandeurs  ou  quantités  coexistantes  se 
'boisent  à  une  variable  a:  et  à  une  fonction  y  de  cette 
^anable,  le  rapport  différentiel  de  la  fonction  a  la  variable 
^l  précisément  ce  qu'on  nomme  la  dérivée  de  la  fonction, 
^0  le  coefficient  différentiel. 

I.  i3 
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Lorsque  deux  grandeurs  ou  quantilës  coexistantes 
réduisent  au  produit  de  n  variables  x,^,  2 , . . . ,  et  &  i 
fonction  (f  de  ces  variables ,  le  rapport  différentiel  d« 
fonction  f  au  produit  3cyz.,.f  est  précisément  ceqa 
nomme  la  dérivée  de  tordre  n  de  la  fonction  f  9  pi 
par  rapport  à  toutes  ces  variables. 

D'ailleurs,  pour  que  la  variable  x,  ou  le  prod 
xyz. . .,  et  la  fonction  tf  de  x^  ou  de  x^  y^  ^>*  •  •)  ivp 
sentent  deux  grandeurs  coexistantes,  il  sufBt  que  la  foi 
tion  f  s'évanouisse  avec  la  variable  x,  ou  avec  les  var 
blesx,  j^,  a,.... 

87.  Problème. — Soit  K  une  grandeur  toujours  positi 
dont  chaque  élément  varie  dans  un  ou  plusieurs  sens  r 
une  ou  plusieurs  variables  indépendantes;  et  supposa 
que,  pour  chaque  système  de  valeurs  attribuées  à  ces 
riables,  le  rapport  différentiel  p  d'une  seconde  grand 
ou  quantité  S  à  la  première  ait  une  valeur  connue  et 
terminée  qui  varie  avec  elles  par  degrés  insensibles, 
demande  une  méthode  qui  puisse  servir  à  calculer  la  gi 
deur  S,  avec  un  degré  d'approximation  aussi  grand  1 
Ton  voudra. 

Solution.  —  En  vertu  du  théorème  V,  le  rapport 

K 

sera, dans  l'hypothèse  admise,  une  des  valeurs  durapj 
différentiel  p  correspondantes  k  la  grandeur  K.  On  s 
donc,  pour  l'une  de  ces  valeurs  de  /9, 

S 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(20)  S  =  pK. 
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Pareillement,  si  Ton  nomme  k  un  élément  de  K,  et  5 
l'élément  correspondant  de  S,  Tune  des  valeurs  du  rap- 
port différentiel  p  correspondantes  k  Télément  A*  vérifiera 
la  formule 

(ai)  s=.pk. 

Biais  si  Télément  k  décroit  indéfiniment  dans  tous  les 
sens,  les  diverses  valeurs  de  p  correspondantes  à  cet  élé- 
naent  se  déduiront  les  unes  des  autres  par  des  variations 
do  plus  en  plus  petites  des  variables  indépendantes,  et,  en 
conséquence,  ces  diverses  valeurs  finiront  par  différer 
en. tre elles  de  quantités  inférieures  à  tout  nombre  donné  t, 
Dodo  alors,  en  prenant  Tune  quelconque  d'entre  elles 
pour  la  valeur  de  p  qui  devra  satisfaire  à  la  formule  (ai), 
oxa  commettra  sur  la  valeur  de  5  une  erreur  dont  la  valeur 
'^tamërique  ne  surpassera  pas  le  produit 

Cda  posé,  divisons  la  grandeur  K  en  éléments 

d.ont  chacun  soit  assez  petit  pour  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  p  diffèrent  entre  elles  de  quantités  inférieures 
ati  nombre  e.  Multiplions  ensuite  chacun  de  ces  éléments 
^  par  Tune  quelconque  des  valeurs  de  p  correspondantes 
^  ce  même  élément,  et  considérons  le  produit  obtenu 
comme  représentant  une  valeur  approchée  de  l'élément 
<  de  la  grandeur  S  correspondant  à  Télément  A  de  la  gran- 
deur K.  La  somme  des  produits  ainsi  calculés,  représentée 
par  uu  polynôme  de  la  forme 

f^préseniera  une  valeur  approchée  de  S,  et  en  posant 

^^v  S  ==  p,  ^,  -i-  p,  X-,  -f- . .  .  -+-  p^  X„ , 

i3. 
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OU  commettra  une   erreur  qui  ne  [K>urra  de 
somme  des  produits  de  la  forme 

c'est-à-dîre  le  produit 

«(^iH-^»-t-..  .4-/„)  =  £K. 

Donc  réquatîon  (22),  qui  fournirait  la  valeur  ei 
si  Ton  pouvait  choisir  convenablement  les  coeffi 

Pu        pu  •  •  •  I        pn» 

fournira  seulement  une  valeur  approchée  de 
prend  pour  pi  Tune  (juelconque  des  valeurs  de 
pondantes  à  Télément  Ai,  pour  jo.  Tune  quelco 
valeurs  de  p  correspondantes  à  rélémcnt  As, . . . 
Tune  quelconque  des  valeurs  de  p  correspondai 
lément  A„.  Mais,  en  prenant  pour  n  un  nombre 
ment  grand,  et  pour 

des  éléments  suffisamment  petits,  on  fera  décroît 
que  Ton  voudra  le  nombre  e,  et  avec  lui  la  lim 
l'cTreur  commise;  et  par  suite  on  rendra  le  dcj 
proximalion  aussi  grand  que  l'on  voudra. 

Corollaire  /.  —  La  formule  (22)  fournirait  er 
valeur  très-approchée  de  la  somme  S,  pour  de  lr< 
valeurs  des  éléments. 

si  Ton  prenait  pour  coefficient  de  chaque  éléme 
plus  Tune  des  valeurs  de  p  correspondantes  à  cet 
mais  une  quantité  très-peu  différente  de  ces  m 
leurs,  la  différence  étant  assujettie  à  décroître 
ment  avec  l'élément  A.  En  effet,  si  les  coefficients 
dans  la  formule  (22)  par 


•i  »      pa>  •  •  ■  «       0/1 


« 
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sont  altérés  de  lelle  sorte  que,  pour  des  valeurs  de 

suffisamment  petites,  la  Tariation  de  chaque  coefficient 
devienne  inférieure  i  un  très -petit  nombre  e,  la  valeur  de 
S9  déterminée  par  la  formule  (as),  se  trouvera  elle-même 
^Itérée,  mais  de  manière  que  sa  variation  soit  inférieure 
*u  produit 

Or  cette  dernière  variation  deviendra  évidemment  très- 
Petite  quand  le  nombre  e  sera  lui-même  très-petit. 

Corollaire  II. — La  formule  (22)  fournirait  encore  une 
"^^leur  très-approchée  de  la  grandeur  S  pour  de  très-pelifes 
Valeurs  des  éléments 

k       k  À- 

^^  9  dans  le  calcul  de  cette  somme ,  on  faisait  abstraction 
^e  c|uelques-un5  des  éléments  dont  il  s'agit,  pourvu  que 
'^  somme  des  éléments  omis  s'approchât  indéfiniment 
de  zéro  pour  des  valeurs  croissantes  du  nombre  /i .  En  effet, 
'ïoinmons 

fia  n        ••••• 

ies  éléments  omis  et  x  leur  somme.  La  somme  des  termes 
^uûs  dans  la  valeur  de  S  fournie  par  Téquation  (  22  )  sera 
de  la  forme 


,'x'4-p"r 


0 


*^t  pourra  être  i*eprésentée  par  le  produit 

(r+r4-...)M(p',  p'',...)  =  ^M(p',  p",...). 

Or  ce  produit  décroîtra  indéfiniment  pour  des  valeurs 
Recroissantes  du  facteur  jc,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
\M)ur  des  valeurs  croissantes  du  nombre  w. 

Corollaire  III, — D'après  ce  qui  a  été  dil  dans  les  corol- 
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laires  précédents,  on  peut  énoncer  la  proporit 
vante  : 

THÉomÈME  XXI.  —  Etant  donnée  une  grau 
toujours  positive,  dont  chaque  clément  varie  \ 
ou  plusieurs  sens,  avec  une  ou  plusieurs  variabl 
pendantes ,  si,  pour  chaque  système  de  valeurs  al 
à  ces  variables ,  le  rapport  différentiel  p  d^une 
grandeur  ou  quantité  S  à  la  première  obtient  un 
déterminée  qui  varie  avec  elles  par  degrés  ins< 
alors,  pour  calculer  S  avec  un  degré  d'appros 
aussi  grand  que  Ton  voudra,  on  pourra  se  cont 
partager  la  grandeur  positive  K  en  éléments  suffis 
petits 

puis  de  recourir  à  la  formule 

dans  laquelle  chaque  élément  k  aura  pour  coeffi 
l'une  des  valeurs  de  p  correspondantes  à  cet  éléc 
du  moins  une  quantité  très-peu  différente  de  Fui 
valeurs,  la  différence  étant  assujettie  à  décroître  i 
ment  avec  Félément  A.  Ajoutons  que,  dans  le  caL 
grandeur  S,  on  pourra  faire  abstraction  de  quelc 
des  éléments 

pourvu  que  la  somme  x  des  éléments  omis  décroit 

tiniment  avec  -• 

n 

Corollaire  /.  —  Si  tous  les  éléments 
OU  du  moins  ceux  dont  on   ne  fuit  pas  abstract: 
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fiemieiit  ^ux,  en  désignant  par  k  leur  valeur  commune, 
on  aura 


on  du  moins 


n 


*=i(K-x), 


^  désignant  la  somme  des  éléments  omis;  et  par  suite  la 
tormule  (aa)  donnera 

(a3)  S  =  pK, 

ou  du  moins 

(2^4)  S  =  p(K  — x)=pK-px, 

^^  Valeur  de  p  étant  celle  que  détermine  Téquation 

^ ^5 )  p  =  -  (pi  4-  pj  -i- .  . .  4-  Pi, ). 

Or,  en  vertu  de  Téquation  (a5),  la  valeur  de  p  sera  la 
^ouune  des  rapports  difïérentiels 

Pu     ?»>•••>     p«> 

visée  par  leur  nombre,  ou  ce  qu'on  nomme  la  moyenne 
^Htbmétique  entre  ces  rapports.  Elle  sera  donc  inférieure 
^^  plus  grand  de  ces  rapports,  et  si  x  décroit  indéfiniment 
pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  on  pourra  en  dire  au- 
^nt  du  produit  px.  Donc  alors,  pour  des  grandes  valeurs 
^c  1,  la  formule  (a4)  ^^  réduira  sensiblement  à  la  for- 

"ïïule  (a3).  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition 

suivante  : 

Tbéouème  XXn.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées 

^^e  dans  le   théorème  XXI  pour  obtenir  S   avec    un 

^ré  d'approximation  aussi  grand  que  Ton  voudra ,  on 

pourra  ae  contenter  de  partager  la  grandeur  K  en  élé- 
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menu  suffisamment  petits,  qui  seront  tous  égau 
eux,  à  Texception  de  quelques-uns  dont  la  soma 
croisse  indéfiniment,  tandis  que  le  nombre  tôt 
éléments  égaux  devient  de  plus  en  plus  considérai 
de  calculer  n  valeurs 

du  rapport  différentiel  p,  qui  correspondent  res] 
ment  aux  n  éléments  égaux,  ou  qui  du  moins  d 
très-peu  de  n  valeurs  respectivement  corresponc 
ces  mêmes  éléments,  les  diiTérences  étant  assujetti 

croître  indéfiniment  avec -9  et   enfin  de  multi] 

grandeur  K.  par  la  moyenne  arithmétique  ei 
quantités 

Pi,       pj,     •  .  >       P». 

>  Pour  montrer  une  application  des  théorèmes  2 

XXin,  considérons  une  droite  matérielle  dont  la  1< 
soit  désignée  par  H,  et  sur  laquelle  on  ait  concei 
certainemasse  M.  Soit  d'ailleurs  p  le  rapportdifTén 
M  à  H,  ou^  en  d^ autres  termes,  la  densité  de  la  drc 
térielle  pour  le  point  P  dont  Tabscisse  est  n^  et  su 
que  la  densité  p,  étant  fonction  continue  de  cette  s 
varie  en  conséquence  avec  elle  par  degrés  insensi 
Les  quantités  désignées  par 

Pi>       pa,  •  •  •  »       P«i 

dans  les  formules  (  22)  et  (  25),  devront  représente 
reusement,  ou  à  très-peu  près,  les  valeurs  de  la 
correspondantes  à  divers  points 


Pi >     Pî>  •  •    >     P 


n  > 


respectivement  situés  sur  des  éléments  égaux  ou  i; 
mais  toujours  très-petits,  de  la  longueur  H.  Gela 
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théorème  XXI   enlrainera  évidemment  la  proposition 
suivante  : 

H  étant  la  longueur  d'une  droite  matérielle  sur  la- 
(fuelle  se  ironise  concentrée  une  certaine  masse  M,  si  la 
densité  p  de  cette  droite  est  connue  et  déterminée  en 
chaque  point  V  de  la  longueur  H,  et  varie  auec  la  posi- 
tion  du  j^int  P  par  degrés  insensibles^  alors  pour  obte- 
nir la  valeur  de  la  masse  M  as^ec  un  degré  d approxi- 
mation aussi  grand  que  Ton  voudra^  on  pourra  se  con^ 
tenter  de  partager  la  longueur  H  en  éléments  suffisam- 
ment petits 

puis  de  recourir  à  la  formule 

M  =  pi  A,  H-  pj  A,  4- . . .  H-  p,^, , 

^  iant  laquelle  chaque  élément  h  aura  pour  coefficient 
K^ou  la  densité  correspondante  à  F  un  quelconque  des 
points  de  cet  élément,  ou  une  quantité  très-peu  diffe- 
l'ente  de  cette  densité ,  la  différence  étant  assujettie  à 
àécrottre  indéfiniment  avec  télément  lui-même,  j4jou- 
tonsque  dans  le  calcul  de  la  masse  M  on  pourra  faire 
(attraction  de  quelques-uns  des  éléments 

t 

pourvu  que  la  somme   x  des  éléments  omis  décroisse 

indéfiniment  avec  — 

n 

\        Si  les  éléments  de  la  longueur  H,  ou  du  moins  ceux  de 

^éléments  que  Ton  n'omet  pas,  deviennent  égaux  entre 

^X)  on  pourra  faire  coïncider 

^  pi»     pî>-««>     P«> 

"^▼ec  les  valeurs  de  la  densité  correspondantes  aux  points 

1^  i^préscnteiit  les  origines  ou  les  extrémités  des  éJé- 
^^Qts  égaux,  c'est-à-dire  à  des  points  équidistants,  mais 
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très-rapprochés  les  uns  des  autres,  et  situes  sur  la  km 
^eur  H.  D'ailleurs  si  entre  les  extrémités  de  la  longaen 
H  on  place  des  points  équidistants,  cette  ligne  ponn 
être  par  ce  moyen  divisée  en  éléments  qui  soient  toi 
égaux  entre  eux,  ou  tous  égaux  à  l'exception  des  deu 
extrêmes ,  qui  pourront  être  supposés  inférieurs  ai 
autres  ;  et  comme,  dans  cette  dernière  supposition ,  V 
éléments  extrêmes  pourront  être  évidemment  omis,  lei 
somme  étant  très-petite,  aussi  bien  que  chacun  d'eux, 
est  clair  que  le  théorème  XXII  entraînera  la  propositic 
suivante  : 

H  étant  la  longueur  dune  droite  matérielle  sur  h 
quelle  se  trouve  concentrée  une  certaine  niasse  MjSii 
densité  p  de  cette  droite  est  connue  et  déterminée  :!( 
chaque  point  P  de  la  longueur  H,  et  varie  avec  la  p&i 
tion  du  point  P  par  degrés  insensibles,  pour  obtenir.i 
masse  M  avec  un  degré  d^ approximation  aussi  grûi^ 
que  Fon  voudra,  il  suffira  de  partager  la  longueur 
par  des  points  équidistants  en  éléments  qui  soient  tm 
égaux  entre  eux,  ou  du  moins  tous  égaux  à  rexceptk 
des  éléments  extrêmes,  que  Ion  pourra  supposer  injt 
rieurs  aux  autres^  puis  de  multiplier  la  longueur  H  pt 
la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  fie  ladensi 
correspondantes  aux  origines  ou  aux  extrémités  à 
éléments  égaux. 

Les  théorèmes  XXI  et  XXII  s' appliqueraient  encore  ii 
médiatement  àla  détermination  des  masses  concentrées  s 
des  lignes  courbes,  ou  sur  des  surfaces  planes  ou  courbi 
ou  même  des  masses  comprises  sous  des  volumes  donni 
Cette  détermination  se  trouverait  ainsi  ramenée  à  ce 
des  longueurs,  des  surfaces  et  des  volumes. 

■ 

88.  Nota.  Dans  le  Mémoire  que  nous  venons  d'anal 
sor,  M.  Cauchv  étend  les  princi|>cs  ])osés  par  lui,  relatif 
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Bat  aux  grandeurs  coexistantes  et  aux  rapports  difle- 
rcDtielS)  à  la  définition  et  à  la  recherche  du  rapport  des 
grandeurs  proportionnelles.  Après  avoir  établi  ce  théo- 
rème fondamental  :  Deux  grandeurs  coexistantes  sont 
teiainement  proportionnelles  tune  à  t autre,  lorsqu'à 
de$  éléments  égaux  de  l'une  correspondent  des  éléments 
égaux  de  l'autre,  il  montre  par  un  très-grand  nombre 
d^nemples  et  d'applications  à  la  géométrie  élémentaire 
oa analytique,  comment,  en  s'appiiyant  sur  ce  théorème^ 
<m  peut  aisément  démontrer  la  proportionnalité  d'une 
Boltitiule  de  grandeurs  diverses.  Qu'il  nous  suit  permis  n 
ttUeoccasion  de  revendiquer  pour  r  il  lustre  Ampère  et  pour 
Bon  une  priorité  à  laquelle  nous  attachons  quelque  prix. 

Ampère  a  protesté  le  premier  contre  une  lacune 
incroyable  des  livres  élémentaires  d'algèbre  et  de  géomé- 
trie, Tabsence  complète  d'une  définition  de  Tégalité  de 
denx  rapports  commensurables  ou  incommensurables.  Le 
PKmier  aussi,  dans  ses  leçons  du  Collège  de  France,  en 
1827  et  i8a8,  il  énonça  cette  définition  ou  formula  ce 
*»aclère  distinctif  :  Deux  rapports  commensurables  ou 
^f^mniensurables  sont  égaux  y  lorsque,  pratiquant  sur 
tmcun  d'eux  Fopération  du  plus  grand  commun  divi^ 
^r,  les  quotients  successifs  que  F  on  obtient  île  l'un  sont 
^pectivement  égaux  aux  quotients  successifs  que  F  on 
obtient  de  l'autre,  soit  que  F  opération  se  termine,  soit 
^dhnese  termine  pas.  D'où  Ton  tirait  cette  conclusion  : 
*^ntpÊe  en  exécutant  sur  deux  grandeurs  A  ef  B,  ainsi 
V^  sur  deux  autres  grandeurs  G,  D,  l'opération  du  plus 
ff^nd  commun  diviseur,  on  a  de  part  et  iF autre  les  mêmes 
V^tknis,  on  peut  remplacer  le  rapport  des  deux  gran- 
«ciin  A  ef  B  par  le  rapport  des  deux  grandeurs  C  e/  D. 

Kous  avons  publié  le  premier  la  démonstration  donnée 
l*r  Ampère,  de  ce  théorème  dans  le  Traité  de  Géométrie 
^îKicoUel,  imprimé  en  i83o  chez  Bachelier,  et  les  appli- 
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cations  que  nous  en  fimes  prouvaient  surabondammc 

son  utilité  et  sa  fécondité.  Mais  cette  démonstration,  qw 

que  très-simple  au  fond ,  exigeait  un  appareil  de  notatic 

et  de  formules  qui  effrayait  par  trop  les  commençan 

Deux  années  plus  tard,  nous  fûmes  heureux  de  pouTi 

substituer  à  la  définition  d'Ampère  un  autre  caractî 

distinctif  incomparablement  plus  accessible  de  deux  n 

ports  égaux.  Deux  rapports  commensurables  ou  inco. 

A     C 
mensurables  ■— >  •—  sont  égaux  lorsque  la  m'***  par 

b  de  B  est^  quel  que  soit  m,  contenue  autant  de  fois  dâ 
A  que  la  m'^"^  partie  d  de  D  est  contenue  dans  C.  Ç'^ 
presque  Ténoncé  de  Cauchy^  mais  sans  le  mot  trop  Tàjg 
d*éléments.  Cette  fois  la  démonstration  est  d*une  simpl 
cité  extrême.  En  effet  on  a,  par  la  supposition  même, 

les  restes  r,  r'  étant  plus  petits  que  b  ou  d^  et  décroissa 
indéfiniment  avec  fn.  Or  de  ces  équations  on  tire 

A /ift-h  r  _ 

"b""     mb 

C  _  wrf  -h  / 
D~~      md 

donc,  puisque  -^»  "î^»  plws  petits  encore  que  rou  r',  ( 

croîtront  de  plus  en  plus,  et  autant  qu'on  voudra  à  d 

sure  que  m  sera  plus  grand,  la  grandeur  variable  —  p 

approcher  autant  que  Ton  veut  des  deux  grandeurs  c< 

stantes  -^^  t:>  et  par  conséquent  ces  deux  grandeurs  c 

stantes  ou  ces  deux  rapports  commensurables  ou  inco 
mensurables  sont  ^aux.  Ce  théorème  a  été  publié  pai 
R.  P.  David,  de  la  Société  de  Jésus,  notre  élève,  dans 
programme  intitulé  :  Positiones  rr  physicâ  et  matt 
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sekctœ^  imprimé  à  Siou  (Suisse),  en  août  i832  :  si  d*au- 
tres  géomètres  ront  publié  avant  celte  époque,  nous 
MDimes  tout  prêt  à  reconuailrc  lour  droit  de  priorité. 
Notre  démonstration,  comme  celle  d'Ampère,  s'appuyait 
nr  unlemme  que  nous  énoncions  comme  il  suit  :  Si  une 
mime  grandeur  variable  X  peut  approcher  autant  que 
fou  veut  de  deux  grandeurs  constantes  A  ef  B,  ces 
deux  grandeurs  constantes  sont  nécessairement  égales 
0/itr?  e//«5«  Depuis,  nous  énonçons  plus  simplement,  il 
notu  semble,  ce  lemme  tout  à  fait  fondamental  en  mathé- 
naiiqnes  et  dont  il  est  absolument  impossible  de  se 
pisser:  Démontrer  que  la  différence  entre  deux  quan- 
titis  constantes  AetB  est  plus  petite  que  toute  grandeur 
wignable ,  c^est  démontrer  que  ces  deux  quantités 
constantes  sont  égales  entre  elles.  En  effet,  si  les  deux 
quantités  constantes  ne  sont  pas  égal<;s,  leur  dilférence 
est  elle-même  une  grandeur  constante  et  il  est  impossible 
foon  puisse  prouver  qu  elle  est  plus  petite  que  toute  gran- 
deur assignable.  Une  grandeur  constante  et  une  grandeur 
qui  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra,  sont  contra- 
dictoires dans  les  termes.  S'il  s'agit,  par  exemple,  des  deux 

A     C  .      . 

apports  ~9  -rr9  satisfaisant  à  la  condition  énoncée,  puis- 

C|ae  leur  différence 

A__  C  __  ^  _  ^ 
¥""  D  ~"   B  ""  D 

;   ttt  plus  petite  que  —  ou  —'  qtii   peuvent  devenir  à  leur 

lonr  aussi  petits  que  l'on  voudra,  cette   différence  est 
nécessairement  nulle  et  les  deux  rapports  sont  égaux. 

On  nous  pardonnera  cette  digression,  que  nous  avons 
mie  utile  et  légitime. 
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DIXIÈME  LEÇON. 


Conditions  d'équilibre  d  an  système  de  forces  agissant  sur  i 
ensemble  de  points  liés  invariablement  entre  eux,  avec  d* 
et  dans  des  directions  toujours  les  mêmes,  quelle  que  soit 
occupée  par  le  corps.  ^  Point  coi^^ral.  —  Ligne  centrale.  —  1 
du  système.  —  Cas  où  le  corps  est  assujetti  à  tourner  autoni 
ou  d*un  axe  flxe.  —Application  de  la  théorie  aux  corps  à  la 
et  magnétique». 


89.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  su[ 
le  système  de  points  liés  invariablement  entre 
absolument  fixe  dans  Tcspace  ;  nous  admettrons 
ment  quMI  se  meut  sans  cesser  d'être  soumis 
des  forces  toujours  les  mêmes  en  intensité  et  en 
qui  le  sollicitent.  Il  s'agit  de  trouver  les  condi 
cessai res  pour  que  les  foi'ces  emportées  avec  le 
cessent  pas  de  se  faire  équilibre,  et  de  mettre  en 
quelques  propriétés  générales  très-dignes  d^atteo 
semblable  système. 

Tant  que  le  corps  se  meut  parallèlement  à  lui 
n'y  a  rien  de  changé  dans  la  situation  relative  d 
des  forces  qui  le  sollicitent;  il  ne  peut  donc  être 
que  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
nous  prendrons  pour  origine  des  coordonn< 
mettre  cette  rotation  en  équations  menons  dam 
par  l'origine  des  coordonnées,  trois  axes  rects 
absolument  fixes  dans  le  corps,  mais  qui  se  meu 
lui  dans  l'espace.  Soient  :  P  l'une  quelconque  < 
données-,  x^y^  z  les  coordonnées  de  son  point  < 
tion;  Ç,  yj,   Ç  les  coordonnées  de  ce  même  poin 
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cidoD  par  rapport  à  trois  axes  fixes  dans  Fespace.  Appe- 
lons (p  l'angle  que  rintersection  du  plan  des  '^n  avec  le 
plan  des  xy  fait  avec  Taxe  des  x,  f  Tangle  que  cette 
même  intersection  fait  avec  Taxe  des  |,  0  Tangle  que  lel 
uts  des  z  et  des  ^  font  entre  eux  ]  on  aura,  comme  on 
iiit, 

■ 

*=Ç(— sin4»smÔ)  H-»}( —  sin^ cos^|^  +  cos^sinxI^cosO) 

H- E (cos f  cos^|f  +  sin^  sin>{;cosO), 
/  =  {;(— co$  4»  sîn  0)4-»}  (sinipsinij/  -+-cosf  cos>pcosG) 

+  S  (— cos 7  sÎQ^|^ -4- sin  7  cos  ^|/ cosG), 
ss2;(cosO)  +  «(coscpsinO)  +Ç(sin(psinO). 

Les  conditions  d^ équilibre  d'un  corps  solide  sont  d'ail- 

kors 

XX  =  o,     2Y=o,     SZzrO, 

'      ï(Y»-Zr)  =  0,      2(Zjr  — X*)=0,      2(X/-^ya:)  =o. 

f  Si  l'on  substitue  dans  ces  équations  kx^  jr^  z  leurs  va- 
kors  en  |,  yi^C^  ^^  ^^  ''*^"  remarque  d'ailleurs  qu'elles 
doivent  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ^, 

^    t »  'ï  on  aura 

2X  =  o,     iY=:o,     2Z=o, 
2XÇ  =  o,     2X»î  =  o,     2XÇ=o, 

2YÇ=:0,      2Yjî  =  0,       2YÇ  =  0, 
2ZÇ  =  0,        2Ziï  =  0,    .2ZÇ=rO. 

Si  l'on  fait  coïncider  les  axes  arbitraires  des  §,  >î,  ^  avec 
les  axes  des  Xy  y,  Zy  on  aura  jc  =  Ç,  j^  =  yj,  «  =  ^;  les 
'îuatiotis  de  condition  de  l'équilibre  d'un  corps  solide 
pour  toutes  les  positions  qu'il  peut  occuper,  lorsque  les 
lorces  qui  agissent  sur  lui  ont  constamment  la  même 
intensité  et  la  même  direction,  sont  donc 

2;X  =  o,  2Y=o,  2Z  =  0, 

,  2Xx  =  o,  2Xr  =  o,  2Xz  =  <^, 

2Yx  =  o,  2:Yj  =  o,  2Y«=o, 

2Z4:  =  o,  2Z/  =  o,  lZzz=o. 
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Si  ces  conditions  sont  remplies  pour  Tune  des  poi 
(lu  corps,  elles  le  seront  pour  toutes  les  autres,  elle 
sera  en  équilibre  dans  tous  les  lieux  qu'il  occupera, 
a-dire  qu'il  sera  asiatique, 

90.  S*il  arrive,  au  contraire,  que  toutes  ceséqu 
ne  soient  pas  satisfaites,  on  pourra  toujours  intn 
dans  le  système  une  ou  plusieurs  forces  qui  fassent  > 
corps  soit  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions,  p 
que  les  nouvelles  forces,  comme  les  premières,  ce 
vent  aussi  dans  toutes  les  positions  du  corps  les  n 
intensités,  les  mômes  directions,  et  les  mêmes  points 
plication.  Ces  nouvelles  forces,  appliquées  en  sent 
traire  aux  mêmes  points  d'application,  formeraient  i 
sairement  un  système  équivalent  au  système  des  : 
primitives,  et  pourraient  le  remplacer  dans  toutes  I 
sitions  du  corps. 

Considérons  d'abord  le  cas  où,  pour  rétablir  Téquî 
il  suffit  d'introduire  une  seule  force  —  R,,,  appliqu 
point  Xq,  Toî  ^0»  ^*l  dont  les  composantes  soient  - 
— Yo,  — Zo.  Prise  positivement,  cette  force  équivj 
au  système  donné;  les  conditions  d'(k|uilibre  (i) 
alors  remplacées  par  les  suivantes  : 

SX  — X,  =  0,     ZY  — Yo  =  o,     iZ  — Zo  =  o, 
SXj:  —  Xoa:,  =  o,      XY^  — YoJ^o  =  0,      SZx  — Z^x^r 
sXr  — Xojo  =  o,     2Yj^-Yo7.  =  o,     2Zj— Z.7.= 

2X3  — X,  Zo=o,     sYî— Yo  «0  =  0,     2Zz  — Z.  «•  = 

Si  la  for(%  principale  du  système  donné  n'est  pas  n 
c'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  SX  =  o,  2Y: 
2Z  =  o,  on  pourra  éliminer  entre  les  équations  qui 


l 
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iJÉeiiix^^j'o,  ^0?  X^,,  Yo,Zoî  **l  1  <»n  trouvera 

2X«       ^Yz       iZz 


IX         ïY         SZ 
Oo  aura  en  outre 

X.=  2X,       Y.=  iY,         Z.=  vz, 

R.=  v'(^X)'-h(^-Y)'-h(SZJ', 
.  .  ___  iXx  __-Yr  iZz 

'^'^         '—HT'    ^•-TT'    '•=7z' 

Le  point  x©,  J'o?  ^o  d'application  de  la  force  Ro  qui 
snffii  a  rendre  le  corps  astatique,  prend  le  nom  de  point 
central  du  système  des  forces  données. 

S'il  s'agît  d'un  système  de  forces  parallèles,  et  (|ue  leur 
*ûnune  ne  soit  pas  nulle,  en  désignant  par  a,  c,  y  Ifs 
angles  que  la  direction  commune  fait  avec  les  a\cs,  on 
aura 

2X  =  cosa2P,      :iY  =  cos6:LP,      lA  =  cosyU\ 
îXx=rcosaî:Px,    lY,r  =  cos6sPj,    iZz  =  cosylPz, 
l\x       2Px      lYr        iPj 


> 


SX         îP        ïY         î:P 


R„=i:P, 


__  ïPx  __  :sP/        _iPz 

'•.-Tp-'    •^•-Tp''    '"-Tp- 

r 
®f  ces  valeurs  de  Xc^oi  ^o^  sont   les  coordonnées  du 

P^ini  que  nous  avons  déjà  nommé  centre  des  forces  pa- 

'^'èles,  et  qui  devient  ainsi  le  point  central. 

^1*  Si  les  relations  ou  conditions  du  numéro  qui  prc- 
^e  ne  sont  pas  remplies,  les  forces  du  système  ne  pour- 
^'il  plus  être  remplacées  par  une  force  unique;  mais 
^ïï pourra  essayer  de  leur  substituer  deux  forces,  ou,  ce 
1^*  revient  au  même,  une  force  et  un  couple.  Désignons 
P^'Ro  la  force  isolée,  par  Xo,  Yq,  Zq  ses  composantes, 
^'^•ï  Jo)  ^0  1^'S  coordonnées  de  son  point  d'application, 
ï.  i4 
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par  Ri  —  Ri  les  deux  forces  du  couple,  par  Xi,  Yi,  Zi^ 
composantes  de  Ri,  par Xi,  j^i ,  a,,  x, , y^ ,  z^  les  coordo 
nées  des  points  d'application  de  Ri  et  —  R],  par  p,,  ^i, 
les  projections  du  bras  du  couple  Kj  sur  les  trois  ax< 
projections  égales  aux  diffère nces  des  coordonnées  d 
points  d'application,  de  sorte  que  Ton  a 


/?i  =  ^i  — *,,    7,=ri— r,>    '•i=2i  — 


!• 


Appliquées  à  ce  cas  particulier,  les  équations  (i)  de 
neront,  pour  conditions  d'équilibre  entre  les  forces  de 
nées,  et  les  forces  Ro,  4-  Ri,  —  Rj  : 

sX-r  —  XoJr.-H-X,/^,,      iX^^Xoj'o-H'X.,^,, 
2  Yx  =  Y.xo  4-  Y,  p, ,     tXy  =  Yo  j.  H-  Y,  7, , 
SZx  =Zo7o  +  Z,/?,,      2:Zj  =  Zoro4-Z,7., 
2:  X  z  =  Xo  «0  -f-  X,  r, , 

i:Zz=Zo3«  -+-Z,r,. 

Si  entre  ces  équations  on  élimine  d'abord  Xo,  Y«9 

Xi,  Yi,  Z,,  on  trouve 

<7,  ïXx  — /?,  tlLy  —  (<7,  jTo  — />,  jo)  IX  =  o , 
7,ïYx— /;,2Y/— (ry.Xo— /?,J^o)2Y=:  O, 
q^lZx  ^p^lZx  —iqxX^  — /;,^-o)iZ  =^0, 


(3) 

'    r,ïXj:  —  /?,2Xz  —  ('•|J?o — /?i««)lX  =  o, 

Ti^Yj*  —  /?, lYz  —  ('*iJ^o  — />i  z«)2:Y=  o, 
r,  ï  Z  .r  —  pilZz  —  (  r,  j:»  —  />,  «o)  -  Z  =  o. 

Si  la  force  principale  n'est  pas  nulle,  ou  si  Ton 
pas  2X  =  2Y  =  2Z  =  o  ,  on  pourra  éliminer  er» 
7i^*o — Pijot  ''iJ^o  —  /^^oî  et  l'on  aura 

q,[iYiXx  —  iXiYx]=p,[iY:LXr—  2X1Y7], 
q.[lZlXx  '-'ï.XlZx]z=  p\lZlXf-^  iXlZfî^ 
r.fïYliXx  — ïXiY.rJ  =  y9,[2:Y2:X2—  ïXïYr], 
r,[lZiX.r  — lXïZ3]=r/>,[vZïXs—  iXlZz]. 
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Eliminant  enfin  pi^  r^,  q^  ou  divîsaul  membre  à  membre 
les  deux  premières  et  les  deux  dernières  équations,  on 
arriYe  enfin  aux  deux  équations  de  condition 

SX(SYj:2Z7—  SZxlYj) 

H-2Y(2Xj2:Zx— SZ/SX-r) 

4-  2Z  (IY/SXjt  —  sX/SY.t)  =  o, 

(4) 

2X(2Yx:sZa— SZxïYz) 

-h2Y(ïX5  2Zx  — IZzSXj:) 

\-H-2Z(lY«lXx— 2X2SYx)  =  o. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  et  si  en  même  temps 
on  n'a  pas  2X  =  o ,  2 Y  =  o ,  2Z  =  o,  c'est-à-dire  si  la 
force  principale  du  système  des  forces  données  n'est  pas 
"ïoUe;  et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

2Y2Xx— iXsYjt^S,, 
2Y2Xj— iXsYj-  S,, 

*^  X  *^  A.  Z  ^*~   At  A.  «•  X  4«  «        tjg  , 

^ïï  8e  donnant  arbitrairement  pi,  on  trouvera 

'^*i'  conséquent,  en  appelant  A,  jx,  v  les  angles  que  le 
wasdu  couple  K|  fait  avec  les  axes,  on  aura 

C0SÀ=  -: —  , 


COS  pt=r 


COSv  = 


Sr 

S, 


V^(Sx)'+(S,)»'+(8,)'' 

**  direction  est  donc  complètement  déterminée  et  indé- 
P^daniede  la  valeur  arbitraire  attribuée  à  p,.  Si,  pour 
abréger  plus  encore,  on  pose 

^YjîXx— 2Xj2Yx  =  T^,     lYzlXx—lXzlYx  =  r,, 

14. 
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on  tirera  des  équa lions  (2) 

r.  =  ^«  -^  -4-  — 1     ^0  =  .^0  -^  -h  ^  1 

c'esl-à-dircque  le  poinl  d'application  de  la  force  Ro  pourra 
ôlreliii  point  quelconque  de  la  droite 


(5)  y=''5^+v'    ^  =  ^^0-  +  ^' 

Ox  C»x  ^X 


If 

Sx 


parallèle  à  Taxe  du  couple  ;  cette  ligne  invariable  dan3  1^ 
corps  a  reçu  le  nom  de  ligne  centrale  du  système,  L»^* 
composantes  Xo,  Yo,  Zo,  Xj,  Yi,  Z,,  sont  d'aîlleui-sdëC^*'' 
minées  par  les  «{nations 

X.=:2X,      Yo=:  i:Y,      Z,-1T, 

ïXjr—.î„sX 

X|  = -- 1 

V  Y  r T    "^^  Y 

I,  =  ■■ » 


z.= 


Kn  résume,  lorsque  les  deux  équations  de  condition  {-^  ' 
sont  satisfaites,  on  peut  réduire  le  système  donné  kW^  *' 
force  et  h  un  couple.  Le  point  d'application  de  la  force*  -^ 
égale  et  parallèle  à  la  force  principale  du  système,  peu  ^ 
être  choisi  arbitrairement  sur  la  ligne  centrale.  Le  Lra«^ 
du  couple  pourra  être  pris  arbitrairement  sur  une  ligne 
quelconque    parallèle  à  la  ligne    centrale,  la  force  du 
couple  dépendra  à  la  fois  et  de  la  longueur  arbitraire  attri- 
buée au  bras,  et  des  coordonnées  du  poinl  d'application 
de  la  force  égale  et  parallèle  à  la  force  principale.  A  la 
force  Ro  et  au  couple  (R,  —  Rj)  on  pourra  substituer 
deux  forces  appliquées  à  deux  points  de  la  ligne  centrale- 
les  composantes  de  ces  forces  et  les  coordonnées  de  leurs 
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points  d'application  seront 

X,,     Y,,     Z,,     .r,-f-/?i,     ro-l-7«»     »«-l-''i- 

Les  équations  de  condition  (4)  sont  toujours  satisfaites, 
lorsque  toutes  les  forces  du  système  sont  dans  un  dkème 
plan,  qu  on  peut  supposer  parallèle  au  plan  des  xy^  parce 
qu'alors  tous  les  z  sont  nuls. 

92.  Lorsque  la  force  principale  est  nulle,  ou  lorsque 

Ton  a 

2X  =  o,     2Y  =  o,     2Z=:o, 

les  équations  (3)  donnent 

(6)       ïXx__  2;Yx__2;Za:       SXx  __  ïYx  __  ïZx 

^conditions  remplies,  Tune  des  projections  du  bras  du 
<îOuple,  Pj,  par  exemple,  pourra  être  prise  arbitrairement, 
*lï  on  aura  pour  déterminer  les  deux  autres, 

On  aura,  en  outre, 

X.=  o,     Y,=  o,     Zo=o, 

l\x  SYr        „__2X3 

Pi  Pi  Pi 

Les  forces  données  se  réduiront  donc  à  un  couple  dont 
le  bras  aura  une  longueur  et  un  point  d* application  arbi- 
traires, mais  une  direction  déterminée. 

Soient  X,|x,  v  les  angles  que  cette  direction  fait  avec 
Jes  axes,  on  aura 

l\x 


cos>  = 


i:Xr 

COS  a  =  ~  5 

V^(vXx)'H-^ïX7)'-Mi:X«)' 
iXz 


COS  V  = 


V;;iX.r)'4-(lX7^.'-h(2Xz)' 
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Les  conditions  (6)  sont  toujours  remplies  d'elles- 
mêmes  lorsque  toutes  les  forces  du  système  sont  paral- 
lèles, sans  résultante,  mais  non  pas  en  équilibre. 

93^  Si  Tune  des  conditions  (6)  n'est  pas  remplie,  les 
forces  données  pourront  cependant  être  toujours  rempla- 
cées par  trois  forces,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  une 
ibrce  et  deux  couples ,  à  moins  toutefois  que  la  force 
principale  ne  s^évanouisse.  Désignons,  en  conservant 
toujours  les  mêmes  notations,  par  Rt  Tune  des  forces  du 
second  couple  Rs  —  R^,  par  Xf,  Yt,  Zt  ses  composantes, 
par  pit  (/i^  f\  les  projections  de  son  bras.  Il  faudra,  dans 
les  équations  n°  91,  remplacer  Xi^i  par  X|y7i-i-  Xf/'ti 
^iPi  pîit*  Y,^i4- YjPî,  etc.  Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

s  =  UJTf,  -h  pjo  H-  "'^o . 

-+-SZ(2Y22Xr  — zYr2Xz)  =  U, 
ïXflYz^iZx—  lZzlYx)-h  :lY{iZz1\x—1Zx1Xz) 

-^  IZ {lY X  iXz  — :lYz1Xx)=:  y  ^ 
ïX(2:YxsZj— :iZ«:iYj)-h::Y(iZxsX7— ïZjiXjt) 

-hlZ{lYYlXx^lYxZlijr)  =  yf', 
lXx{lZzlYf''lYz:LZj^')-^lYx{lZx^Xz—lZzlXx) 

-h2:Z:c(ïY«lXr— 2Y/lXs)=S, 

Télimination  des  neuf  quantités  Xq,  Y^^,  Z^,,X|,  Yj,  Zj, 
X,,  Y,,  Z„  si  Ton  n'a  pas  2X  =  2Y=2Z=  o,  donnera 

s-        S        s        S         s         S 

En  choisissant  arbitrairement  les  six  quantités  a:^,  j^^^ 
P\f  Çif  Piy  7i  ^^^  déterminera  les  trois  autres  par  les  équa- 
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tlODI 


S  — Ux.— V.y. 

''—  W         ' 

Vp,+yq, 
*  w 

II  en  résulte  :  i*'  que  le  point  (xo,  ^o?  ^o)  d'application 
de  la  force  principale  pourra  être  choisi  arbitrairement 
dans  le  plan 

Ux-hVy-hWz  =  S; 

a^  Que  les  bras  des  deux  couples  devront  être  paral- 
lèles à  ce  plan,  auquel  on  donne  le  nom  de  plan  central 
du  système,  et  qui  est  entièrement  fixe  dans  le  corps  ou 
ensemble  de  points  invariablement  liés  entre  eux. 

Les  composantes  de  la  force  principale  et  des  forces  des 
couples  sont  d'ailleurs 


X,= 


Çt  2X* — p,  iX/ —  (î'»'.  —  PiJ»)  -X 


Y,= 


z,= 


x.= 


Y,= 


Z,= 


p,  7i  —  7i/»i 
q,i'ÏJr  —  p,ïYjr—{f/,x,  —  p,x,):LY 

_ljl ..     . I  _       ■      . I  < 

Piqi—qiPi 
Piqi —  ÇïPi 

■  I  m I 

Ptqt^qtpi 

Ptq^ — qiPi 


En  résumé,  tant  que  la  force  principale  n'est  pas  nulle, 
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le  système  est  toujours  réductible  à  une  force  unique  c 
h  deux  couples.  Le  point  d'application  de  la  force  unique 
égale  et  parallèle  à  la  force  principale,  peut  être  un  quel 
conque  des  points  du  plan  central.  Les  bras  des  deux  coi] 
pies  doivent  être  pris  sur  deux  lignes  parallèles  à  ce  plan 
leur  longueur  est  arbitraire,  mais  les  forces  des  couple 
dépendent  à  la  (ois  de  la  longueur  cl  de  la  position  arbi 
traire  des  bras,  ainsi  que  des  coordonnées  du  point  d*a[ 
plication  de  la  force  unique.  A  la  force  utiique  et  au 
deux  couples  on  pourra  substituer  trois  forces  appliquée 
à  trois  points  quelconques  du  plan  central;  les  compc 
santés  et  les  coordonnées  des  points  d'application  de  a 
forces  sont 

Xo — X|— Xj,      Y„ —  Y( — Yj,      Zq— ^1  —  Zj,      ."Tt,  ^"»j  Sfi 
X2,  Yj,  Z;,     •'Po-f-/?j>     ^"•"f"  ^»>      ^0-+- r,, 

94.  Parmi  les  diverses  positions  qu'on  peut  assigner  a 
point  d'application  de  la  force  unique  et  aux  bras  di 
deux  couples,  il  en  est  qui  conduisent  à  quelques  prc 
priétés  remarquables.  Ce  sont  celles  tellement  choisies qi 
des  trois  forces  Ro,  Ri,  Rj  chacune  soit  perpendiculai 
aux  deux  autres,  et  que  les  deux  bras  des  couples  soie, 
aussi  perpendiculaires  entre  eux.  Pour  (|ue ces  conditio 
.«oient  remplies,  les  quantités  jTo, jo?  P\i  <7i9  /'j?  Çt  doive 
èlre  tellement  choisies  que  Ton  ait 

X„X,-f-Y«Y,-i-ZpZ.  =  o, 

X0X2-+-  YoYa— |—  ZoZj^^O, 

X,X,-hY.Y,-f-Z.Z,  =  o, 

Si  dans  les  deux  premières  de  ces  équations  on  substiL 
les  valeurs  trouvées  précédemment  pour  Xo.  Yq,  Z©,  JS 
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^1)  Zi9  Xs,  Yf,  Zt,  OU  aura 

ç,(ïXlXx  -h  2;YvYx  -h  iZsZx) 

-  (^.'.-f'^.)  !  (:^X)^-+-(:^Yr-f- (^-Z)' !  =0, 
7,(SXsXx-h  2Y2Yx4-  :^Z:iZ*) 

-/?,(sX2Xj-h2YsY/H-2;Zi:Zj) 

-  (7.^.-/^./.)  !  (^X)'-h  (!:Y)'-^  (vz)'  î  =0; 
H  on  en  tirera 

*•""       (sX)'-i-(2:Y)»-f-(iZj'       ' 

•^•"^        (ïX)»H-(iY)'-f-(i:Z)^       ' 

S  — Ujt,—  Y^,  _  SXlXzH-^^Y^Yz-f-sZ^îZs 

W  ""       (2X)'-f-(2:Y)^-f.(xZ)^ 

'  ^poini  Xo^j'o}  ^0  est  actuellement  le  centre  de  toutes  les 
«composantes  des  forces  données  suivant  la  direction  de  la 
'^^fce principale  R©.  En  effet  une  quelconque  de  ces  com- 
P^Qles  a  pour  expression 

X2XH-Y^Y-hZlZ 

(2X)^H-(2:Y)»  +  (2;Zj'' 

^^s  coordonnées  du  centre  de  ce  système  de  forces  pa- 
•j        *  seraient  évidemment  données  par  des  équations 

^tiques  avec  celles  qui  donnent  x^^Jq,  Zq. 

^^  point  Xo,  j^oj  ^0  a  reçu  le  nom  de  centre  du  plan 

^^^^al.  Nous  le  prendrons  désormais  pour  origine  des 

î^ïxlonnées,  et  nous  supposerons  le  corpsou  système  in  va- 

.^We  amené  à  une  position  telle,  que  le  plan  desx^  coïu- 

^e  avec  le  plan  central^  nous  placerons  en  outre  les  bras 

^  deux  couples  dans  ce  même  plan  central,  et  comme  nous 

actions  qu'ils  sont  perpendiculaires  entre  eux,  ils  feront 
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n 


avec  Taxe  (les  X  des  angles  u,  - +r<,  et  il  faudra déter-zxû- 

ner  u  par  la  condition  que  les  forces  Ri,  Ri  soient  perpen- 
diculaires, ou  que  Ton  ait  Xt  Xt  -f-  Yj  Yt  +  Z| Z|  =  o.  Or 
puisque  Xo^yo^  Zq  sont  nuls,  les  valeurs  de  Xi,Yi,Zi  ,  ^, 
Yf,  Zt  deviennent 

I,  = ï 

„          q^lZx  —  p^ZZjr 
ùt  =  ? 

/?,  SX  j —  7,2X0: 

Pxq-i—qxP^  i 

„        P.SX/— 7,2Yx 

^  _/?.iZr  — 7.2:2 JT 

Pxq^—qiPt 

substituant  ces  valeurs  dans  XjXj  -f-  YjY,  -f-ZiZt,  =^  ^' 

on  trouve 


;^^i^i±-^,(2Xo:2X7-h^Yx^Yr-f-2ZxïZr)  .^ 

[p.th  —  qiP^Y  '  }!^ 

;;./;,[(lXx)^-4-(sY.r)'+(2>Zx)^]-h7.7.[(^Xr)'+(SYr)'+(2Zjrjg 

(Pxq^—qxPiY 

Mais,  dans  le  cas  actuel, 

qx=Pi  tangu,     73= — /^icotii, 
et,  par  suite, 

Pi  q:i-hqiP2  =  —  ^  PiPi  col  2  w,     7,7,=  —  ^,/la, 

substituant,  effaçant  le  facteur  commun  , =— *- ^  »    "^ 
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transposant,  il  viendra 

SXxïX^  -h  lYxlYy  -h  iZxlZy 

Deux  droites  menées  par  le  centre  du  plan  central  pa- 
rallèlement aux  directions  des  deux  bras  des  couples,  dé- 
terminées par  les  valeurs  de  u  et  de  — h  u  ainsi  trouvées, 
^^appelleront  les  lignes  centrales  du  plan  central. 


9o.  Lorsque  la  force  centrale  est  nulle,  ou  lorsque 

Von  a2X  =  o,  2Y  =  o,  2Z  =  o,  U,  V,  W  sont  aussi 

nuls,  et  pour  que  Ton  ait  Xo  =  j^o  =  -^o  •=  o,  c'est-à-dire 

'  pour  que  Torigine  coïncide,  comme  nous  le  supposons, 

afec  le  centre  du  plan  central,  et  que  le  plan  central 

coïncide  avec  le  plan  des  xy^  on  devra  nécessairement 

uoir(Q^93)  S  =  o^  si  cette  condition  est  satisfaite,  on 

t^ttvera 

f#  _  iXfiYz  —  lXziYr 
^""sXxSY/  — 2X/2Ya' 

p  _  iXzlYx  —  iXxlYz 
7r"~  £Xx2Yr  —  2X/2;Ya:' 

l^s  six  projections  Pu  ^19  r,,  ^t»  9s>  't  ne  sont  plus  liées 
,   ^tre  elles  que  par  deux  équations  ;  si  Ton  se  donne  pi , 
fi'f'i)  9t9  les  valeurs  de  ri,  r,  seront 


u                V                                  u  V 
Qx  —  >       '•2=  —  Pi Qi  — 


^«l-à-dîre  que  les  bras  des  couples  devront  être  parallèles 
*o  plan 

x(lXxlYz  —  iXzlYy) 
-}-  y{lXzlYx'-lXxlYz) 
-+-z(lXx2Y^— 2Xj2Yx)  =  o. 

^^^"^  grandeur  et  leur  direction  dans  le  plan  restent  com- 
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plétemcDt  arbitraires;  les  composantes  de  la  force  i 
et  des  forces  des  deux  couples  sout  d'ailleurs 

Xo=0|      Yfl=:0,      Zv=  o, 

Ai  = ï 

P\q7—qxPi 

Y,  — j 

Piq-i—  qxft 

_q,Z7..r -^  p,lZX 
£ax ? 

yo.sXj  — 7,2;Xj- 

pxq.'-qxp. 
p.-lZjr  --q,l.Zx 

P\qi—q\P7 

96.  EiiCin  lorsque  la  force  principale  sera  null 
que  S  le  soit,  le  système  pourra  toujours  être  rei 
par  trois  couples  ou  réduit  à  trois  couples.  Soient  ? 
Zi,  Xsy  Y,,  Z,,  X3,  Ys,  Zs  les  composantes  des  fon 
trois  couples,  ^1,  </,,  r,,  /?„  ^„  r„  ^i,,  ^s,  r,  les  j 
tions  de  leurs  bras  sur  les  trois  axes,  les  conditions 
raies  d'équilibre  ou  les  équations  (1)  (n^  89)  deviei 

ïXx  =  X,/;, -f- X./^.-i- XjI?,, 
-Xjr  =  X,<7,  +  X5<73-f-  Xa^j, 
-Xz  =X,r,  -f-  Xj/",  -4-  X:»r-, 

iYx  =  Y./o,  -+-  Y,;t>,  4-  Y^y;,, 

^Yj  =  Y,7, -t.Y,7,-hY,r/,, 
vY3=Y.r.  -|-Y,r, -f-Y,/-,, 

iZx  =  Z,;;,  +  Zjyp,  4-  Z,;/?.,, 

ïZj  =  Z,7,  -f-  Zn^:  -h  Z.,7.1, 
i:Zz  =Z,r,  -f  Zj/*,  -f-Z.-.rj. 
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I^  quantités  f?i,  ^i,  r,,  p„  9,,  r„  /?.,,  q^^  r,  qui  déter- 
minent la  longueur  et  la  position  des  bras  des  couples, 
peuvent  être  prises  tout  à  fait  arbitrairement;  les  compo- 
santes X,,  Yi,  Zi,  Xi, . .  .  des  forces  seront  alors  détermi- 
nées par  les  équations 

Px  (r»Ça—  ^3^3)  -H  qx  [rip^^p^ry]  -f-  r,  (;;,^3  —  q.,p^) 
■  Y  =:  ^^^(^3y>—  73^1)  -H  ^Y  J  (np^  —  pir^)  4-  tYz(p^q,  —  y,;p,) 

/>•  ('•3^2—  ^a/'O  -f  7'  l'"5/'3 — A'»'*^)  +  '*•  ip^ffi— q7Pi) 


97.  Nous  venons  de  voir  qu'un  système  de  forces  de 
oireciion  et  d'intensité  invariables,  sollicitant  toujours 
,  1^ mêmes  points  d'un  corps  donné,  dans  toutes  les  posi- 
tions de  ce  dernier,  se  réduit  à  une  force  unique  et  à  deux 
copies,  à  moins  que  la  force  principale  du  système  ne 
^'l  nulle.  La  force  unique,  égale  et  parallèle  à  la  force» 
pnncipale,  peut  être  appliquée  à  un  point  quelconque  du 
plan  central.   Les  bras  des  deux  couples,   de  longueurs 
^Ailraires,  peuvent  être  pris  parallèles  aux  lignes  cen- 
''^'es;  les  forces  du  couple  seront  alors  perpendiculaires 
^tre  elles  et  à  la  force  principale.  Dans  chaque  position 
"0  corps,  ces  deux  couples  pourront  être  composés  en  un 
^'1  et  (n^  38)  parle  transport  de  la  force  unique  en  un 
point  quelconque  de  l'axe  central  correspondant  à  cette 
P^ition,  le  couple  résultant  et  le  couple  né  du  transport 
P^'ïrront  se  composer  en  un  couple  unique,  perpendicu- 
'*ïre  à  l'axe  central.  Ce  couple  alors  sera  minimum  ou 
^  plus  petit  possible  pour  la  position  actuelle  du  corps, 
^^^alà  la  projection  du  premier  couple  résultant  sur  un 
PUu  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  principale 
y^  38).  Si  cette  position  du  corps  vient  à  changer,  la  posi- 
"^u  dans  le  corps  de  Taxe  principal  changera  aussi  5  il  en 
^^a  de  même  du  moment  du  couple  résultant  minimum, 
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et  il  est  ÎDléressant  de  chercher  quelle  doit  être  la  pc 
de  Taxe  central  pour  que  le  couple  minimum  soit  n 
pour  que  le  système  des  forces  données  se  réduiai 
force  ou  résultante  unique.  C'est  ce  que  nous  allons 
mais,  au  lieu  de  tout  rapporter  à  des  axes  fixet 
Tespace,  ou  de  considérer  les  directions  des  forces  o 
invariables  dans  toules  les  positions  mobiles  du  < 
nous  supposerons  au  contraire  que  c'est  le  corps  qui 
fixe,  et  que  ce  sont  les  directions  des  forces  qui  va 
en  continuant  néanmoins  de  faire  les  mêmes  angles 
elles,  et  avec  trois  plans  coordonnés  mobiles  dans  Tei 
Nous  prendrons  comme  origine  des  coordonnées  pc 
trois  axes  iixes  dans  le  corps  le  centre  du  plan  ce 
devenu  plan  des  ay^^  et  pour  axes  des  x  et  des^  les 
lignes  centrales,  en  sorte  que  Ton  ait 

a:a=o,  ^^0=0,  z.=  o;     ^,  =  0,  r,  =  o,  /?j=o,  r,r 

Les  composantes  Xi,  Y,,  Z,,  Xi,  Ys,  Zt  ont  alors 
valeurs 

X,  ==— ïXa:,     Y,  =  — ïYx,     Z,  =— SZjt, 

Pi  ih  Pi 

X,=-ïX7,     Y,=:-2:Yr,     Zr=\lZjr, 
7t  yi  9' 

Si  Ton  calcule  les  composantes  L,  M,  N  du  mome 
néairc  résultant  de  ces  deux  couples,  ou  trouvera 

L  =  Y.r.-hYjr,— Z,<7, —  Z,^,  =— Zj^a, 

M  =  Z,/7,-|-Z,/?a —  X,r, —  X2rj==  Z,/?,, 

N  =  Xi^iH-  Xj^a — Y,p, —  Ya/?,  =  X272  —  Y,/?,. 

Pour  avoir  le  couple  minimum,  il  faut,  n^  38,  prc 
le  moment  linéaire  résultant  sur  la  force  principal) 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  son 
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r^9  jr\  ce  couple  minimum,  que  nous  appellerons  K,  sera 

donc 

^       X.L-hY.M-hZ.N 

^  =  ^ K. 

""  R. 

K  maintenant  ou  rapproche  les  deux  identités 

(Z,Y,-  r.Z,)  X,-h  (X.Z,-Z.X,)  Y,-h  (Y.X,-X.Y,)  Z,  =  o, 
(Z.Y,-Y.Z0X.4-(X.Z,-Z.X,)Ya-h(Y.X,-X.Y,)Z.  =  o, 

des  deux  équations 

X,X,4-Y,Y,-hZ.Z,=o, 
X,X.4-Y,Y.-f.Z,Z.  =  o, 

on  en  conclura 

Zj  1  j  —  IfZj       X«i^2 — Z^X]        XoXj— X*  ij 

5e;      ~      Y.       ~       z. 

_y(Z.Y,-  Y.Z,Y+  (X.Z,-Z.XJ'+  (Y.X,-  X.Y.)' 

R. 

^  \/r;r;  -  (X.X.H-  Y.Y,  +"zX)  _  Rju 


Ri  R, 

z#  y  2  —  Y«Z]  =  — — —  X|, 

X,Z,-Z.X.=  MîY., 

Y»Xi — X»  Ia=     u       Z|, 


®Q  troHTerait  de  même 


R  R 

X|  Z«  —  Z|  X»  ==  — -^ —  Yj  ) 

R  R 

Y   Y            Y    ^r   ——              '   "7 
I  A^ A|  I  0 —TT ^»  9 
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et,  par  conséquent, 

KRi  «.   *»a 

Il  s'agit  niaintcuant  de  trouver  les  conditions  qu^i 
faut  remplir  pour  que  ce  couple  minimum  soit  nul. 
Ton  désigne  par  |,  >;,  Ç  les  coordonnées  de  l'un  quelcon  - 

que  des  points  de  l'axe  principal  ou  central,    ou  aui -^ 

(n«38) 

Y«Ç  —  Zon  =  L — >     ZoÇ  — Xo>}  =  M -— ï 

ito  Ho 

lift 

et  si  le  couple  minimum  K  doit  être  nul, 

laÇ  —  Zo>î  =:L  =r  — '  Za^^j,       Z„ç XqÇ  •=  M  :^  Zi/7|  ^ 

Xtfïî  —  YoÇ=:  N  =  X,ya — Y,/j,; 

ces  trois  équations  se  réduisent  réellement  à  deux,  c  e^^=^ 
à-dire  que  Tune  quelcouque  d'entre  elles  se  déduit 
deux  autres,   parce  que   la  condition    K  =  o  entrai 
Téquation  suivante  : 

LXo  -h  MYo  4-  NZ.  =  o. 

11  reste  à  voir  comment  on  pourra  y  satisfaire  indépc? 
damment  de  la  direction  des  forces,  ou  quelle  que  s 
cette  direction.  Si  Toq  fait  d'abord  $  =  o,  on  aura 

X6Ç= — Z,/7,,     Xo»ï  =  Xj72  —  Y,/?,; 

carrant  ces  deux   équations,  divisant  la   première  p 
pîR|,  la  seconde  par/iJRj  —  f/l^lt  et  ajoutant,  on  trotm' 

p]  (Y;  +  Zî)  -  5yM=X:Y,  +  7Î  (Ij  -  |l)  RJ 


► 


■ 
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Mais  puisque  ]çs  trois  forres  Ro,  Ri,  R?  sont  toujours 
perpendiculaires  entre  elles,  la  somme  des  carrés  des 
rosinusdes  angles  qu'elles  font  avec  Taxe  des  x  est  égale 
à  l'unité;  on  a  donc 


^1)  a  aussi 


mn^hm'- 


2 
0 


^^  y  par  conséquent , 

y;       Z|  ^  XJ       X]       >^  _  ZJ  _  Yj_  X 

r;    r;     r;    Rf    RI    r;"'r;    r 

^Uosiituanlces  valeurs  et  ayant  égard  à  Téquatioii 

^^  trouve 

^TïR^ ^ïR^  "*"  TTïï^  "=  S^'    pendant  que    Ç=o. 

*>  au  Heu  de  faire JJ=  o,  on  avait  fait  yj  =  o,  on  aurait 
^**Ouvé 

H r;rT=;TT'      avec     jfj=:o. 


^^s  deux  équations  représentent  deux  courbes  du  second 

^i*é  situées  dans  deux  plans  pcrpendiculaiies  au  plan 

^^^Iral;  l'une  est  une  ellipse,  l'autre  une  hyperbole,  parce 

HUe  des  deux  différences  q\Rl  —  plli],  ;;;RJ_,/;r;, 

Une  est  nécessairement  positive  et  Tautre  négative.  Le 

S  **and  axe  de  l'ellipse  etl'axe  réel  de  Thyperbolc  coïncident 

^^^cTaiedesÇ,  etle  centre  des  deux  courbes  est  à  Torigine 

^^s  coordonnées.  Les  foyers  de  Tune  coïncident  en  outre 

^^^clea  sommets  de  l'autre.  Si,  par  exemple,  (/jRt  est 

L  i5 
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plus  grand  que  ^tRi,  Tellipsc  sera  dans  le  plan  des  (^, 
et  rhypcrbole  dans  le  plan  des  m'^j  ou  aura  pour  le  sohi- 
met  de  l'ellipse 


ç=o,     ;  =  ±9,g-. 


et  pour  son  foyer 


^  =  o.     î;  =  zti/?,  ~; 
pour  le  sommet  de  Thyperbole 

»î  =  0,       Ç=r±/?,  ---, 

et  pour  son  foyer 

u=o,     C=±7as^- 

Les  plans  de  Thyperbole  et  de  TcUipse,  ou  les  plans 
menés  par  les  deux  lignes  centrales  perpendiculairement 
au  plan  central,  s'appelleront  les  plans  milieux  du  sjs- 
tème.  Le  théorème  renfermé  dans  ces  prémisses  et  qui  a 
été  découvert  d'abord  par  M.  Minding,  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

Théorème  de  Mindiivg. — Lorsque^les  forces  qui  solli- 
citent un  corps  ou  un  système  de  points  liés  ins^ariable^ 
ment  entre  eux  consef^ent  dans  toutes  les  positions  du 
corps  les  mêmes  intensités ,  les  mêmes  directions  et  les 
mêmes  points  d"* application,  et  que ^  comme  on  peut  le 
faire  d^un  nombre  infini  de  manières,  on  a  amené  le  cor/n 
dans  une  position  telle,  que  toutes  les  forces  puissent  être 
remplacées  par  une  résultante  unique,  ce  qui  suppose 
nécessairement  que  la  force  principale  du  système  nest 
pas  nulle  j  la  direction  de  la  résultante  unique  sera  telle ^ 
qa^elle  rencontrera  toujours  dnns  le  corps  une  même 
ellipse  et  une  même  hyperbole  qui  ont  pour  centre  com- 
mun le  centre  du  plan  central,  qui  sont  situées  Vunc 
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danser  un,  ^  autre  dans  l*  autre  des  deux  plans  milieux 
du  système,  perpendiculaires  entre  eux  et  au  plan  cen- 
traly  et  qui  sont  liées  Vune  à  Vautre  de  telle  sorte  que 
le  sommet  de  Vune  coïncide  avec  le  foyer  de  Vautre. 

98.  Supposons  mai  menant  que  le  corps  ou  système  de 
points  anqnel  sr»nt  appliquées  des  forces  ayant  toujours 
la  même  intensité,  la  même  direction  et  les  mêmes  points 
d'application  ne  soit  plus  mobile  qu'autour  d'un  axe 
donné,  et  cherchons  dans  ce  cas  les  conditions  d^équilibre 
et  de  réduction  du  système  de  forces  au  plus  petit  nombre 
possible  d'éléments.  Si  Ton  prend  Taxe  fixe  pour  axe  des 
z ,  on  démontrera ,  comme  au  n^  89,  que  les  conditions 
d'équilibre  sont  : 

2X  =  o,     2Y  =  o,     iZ  =  o, 
2X«  =  o,     lYs  =  o,     2Za:  =  o,     2Zj=ro, 

2Xx-f-2Yj-=:0,       2X/—  2Yx  =  0. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  le  corps  sera  eu  équi- 
libre quelle  que  soit  la  position  qu'il  occupe  dans  sa  ro- 
tation autour  de  Taxe  des  z, 

99.  Si  toutes  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  les 
forces  du  système  pourront  au  moins  être  réduites  à  une, 
deux  ou  trois  forces.  Cherchons  d*abord  les  conditions 
de  leur  réduction  à  une  force  unique.  Soient  Xo,  Yo,  Z^ 
les  composantes  de  cette  résultante  unique,  et  x©,  y^^  Zq 
les  coordonnées  de  son  point  d'application,  on  aura 

X.=:2X/    Yo  =  lY,      Z„=2Z, 

ïX«=X.«.,     2Zx  =  ZoXo,     2Y«=Yo2o,     lZx=Zor,, 
ïXx-h  2Y/  =  Xo.r,  -h  Yo/«,     iXx  —  2Ya?=  X./0  —  Y.X.. 

En  supposant  que  la  force  principale  du  système  ne  soit 
pas  nulle  ou  que  Ton  n'ait  pas  à  la  foisZX=:o,  ZY  =  o, 

i5. 
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ZZ  =  o,  réliiniiiatioii  dcXo,  Yo,  Zo,  Xo?  Joi  Redonnera 

(SZxXx— iXïZa:)— (ïZiYj^  — 2:YSZr)=ro, 
(^Zi:X^>-— 2:Xi:Z7)-h(iZ5:Ya7  — iYiZj:)  =  o. 

Si  la  force  principale  était  parallèle  à  Taxe  des  z,  un 
aurait  en  outre  ZXc  =  o,  SYz  :=  o. 

Si  ces  diverses  conditions  sont  satisfaites,  on  trouvera 

*'"•""■   ïZ   ~"  ilX;'-f-(lY7  '     ■ 

__  iZy  _  lY{l\x-hlYx)  4-  iXjlXr  —  lY.r) 

les  forces  données  ont  toujours  une  résultante  unique, 
laquelle  dans  toutes  les  positions  du  corps  passe  par  le 
point  Xo 5  /o>  ^Of  que  Ton  appelle  le  point  central  fies 
forces  données  relati\^ament  à  Vaxe  des  z. 

Lorsque  les  forces  données  sont  toutes  dans  le  plan  des 
xy^  les  équations  de  condition  sont  nécessairement  rem- 
plies, car  on  a  alors  Z  ==  o,  z  =z  o.  Dans  ce  cas  parti- 
culier, le  point  central  peut  être  obtenu  au  moyen  d^une 
construction  géométrique  très-simple.  Soient  P  et  Q  deux 
forces  appliquées,  Tune  en  A,  l'autre  en  B  [fig-  22),  et  R 
leur  résultante  passant  par  le  point  d'inlersection  C  de 
leurs  deux  directions  5  par  les  trois  points  A,  B,  C  menons 
un  cercle;  le  point  D,  où  le  cercle  viendra  couper  la  direc- 
tion de  la  résultante  R,  sera  le  point  central  cherché.  Pour 
le  démontrer,  concevons  qu'au  Heu  de  faire  tourner  les 
trois  points  A,  B,  D  on  fasse  tourner  les  trois  forces  P,  Q, 
R  de  telle  sorte  qu'elles  fassent  toujours  entre  elles  les 
mêmes  angles;  soit  EP' la  nouvelle  direction  de  la  force 
P,  celle  de  la  force  Q  sera  nécessairement  EQ*  et  celle  de 
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R,  ER!'y  car  on  a  ACD  =  AED,  DCB= DEli,  ACB=  AEB. 
D  est  donc  bien  réellement  le  point  central  des  deux 
forces  P  et  Q.  S^il  y  avait  une  troisième  force,  on  la  com- 
poserait de  la  même  manière  avec  la  résiiliante  R.  pour 
obtenir  le  nouveau  point  central.  Ou  pourrait  aussi  rem- 
placer chiique  force  par  ses  deux  composâmes  suivant 
les  axes  des  x  et  des  y,  réunir  en  une  seule  les  forces 
parallèles  à  chacun  des  axes  et  chercher,  comme  on  vient 
(le  le  faire,  le  point  central  des  deux  résultantes  par- 
tielles. 

100.  Si  les  conditions  de  réduction  à  une  force  unique 
ne  sont  pas  satisfaites ,  on  pourra  essayer  de  ramener  le 
système  à  une  force  et  à  un  couple.  Soient  toujours  Xo^ 
Yo,  Zç  les  composantes  de  la  force  isolée;  Xo^yQ,  z^^^es 
coordonnées  de  son  point  d'application;  Xi,  ¥i,  Zi  les 
cor^posantes de  la  force Rt  du  couple  (R, — Ri);  /'i?  ^i,  'i 
les  projections  de  son  bras ,  on  aura 

vX  =  X„     2Y  =  Y.,     ri  =  z., 

ïZx  =  Z,.ro  -f-  Z,/7,,      iZr  =  Z«j.  H-  Z,7, , 
lUr  -h  lYx  =  X,xe  -f-  Ypj 0  4-  Xtpi  -h  Y. 7. , 
IXX  —  SYo:  =  XoJ.  —  Y„.r.  -+-  X.iy,  —  Y,/>,. 

Klimioant 

X«,        X«,        Ze,        X|,         I,,        Z|, 

on  trouvera 

/       p,{z.lX—  iXz)  -h  (jr(z,lY --  lYz) 

1-H  r,(ïX.rH-  SYj- j-^ïX  — ^,lY)=:o, 
p,(l\z—z,lY)  ^(/,,z.l\^l\z) 
4-  r,  (IX)-—  iY.r  -  ^.vX  -h  x,lY)  =  o. 

Tant  que  la  force  principale  ne  sera  pas  nulle  ou  qutî 
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ToQ  n'aura  pas  à  la  fois  ZX=  SY  =  ZZ  =  o,  ces  con- 
ditions pourront  toujours  étix;  remplies,  et  on  pourra  se 
donner  arbitrairement  deux  des  coordonnées  du  point 
d'application  de  la  force  isolée  avec  l'une  des  projections 
du  bras  du  couple.  Si  entre  ces  trois  équations  on  élimine 
Pij  ^1»  ''i  cl  qu'on  pose^  pour  abréger,  '  * 

A  =  lZ(lYlXz  —  iXlYz), 

B  =  lZ[lX{lXx'^lYx)-\-lY{lYj:  —  iXx)] 

•^  izx[{ixy  -h  (iYy]y 

C  =2Z[2X(iyjc  — iXj)  — 2:Y(vXxH-2Y7)] 

H-2Z:r[(2X)*-h(2Y)'], 

D  =2Z[2Y2(2X4:-h2Y7)--2Xz(2Y.r— 2X7)] 

—  2X«(ZY2Z:r4-2X2Z7)  +  2Y«(2X2îZa:  — VY2Z/), 

E  =  — 2Z[2X3(2Xx-h2Yj)4-2Y3{2Yjr  — 2Xj; 

-H  2Xz(2X2Zjr—  2Y2Z/)-|-  2Yz(2X2Z7H-  2Y2Zx), 

F  =(2Xx-|-2Y7)(2X2Z7— 2Y2Zx) 
-h(2Yjr— 2Xr)(2X2Za:-+-2Y2Z7), 

G  =  {2Xj:-4-  2Y7)(2Xz2Z7  — 2Y32Zj:) 

—  ( 2X7—  2Yj:)  {lYzlZx-h  iXzlZx) , 

on  obtient 

(2)    A(jr;-f-7;)-hBjo2oH-CxoS.-f.Dx.-hE7.  — Fz,H-G  =  o. 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  x© ,  yoj  Zq  par  des 
coordonnées  courantes  x,  y,  z,  elle  représentera  une 
surface  du  second  degré  sur  laquelle  le  point  d'application 
•ï-01  yo9  ^0  de  la  force  unique  pourra  ôtre  pris  à  volonté. 
Cetle  surface  a  un  centre  dont  les  coordonnées  Xo,  jo ,  Zo 
sont 

_  aACF—  DB^-4-BCE  _  2ABF  —  C'Eh-BCD 

""         2A(B^-+-C')        '       ^•""         2A(B'H-C»j        ' 

2AF4-CD-hBE 


*'0 


B' 
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qu^on  peut  prendre  arbitrairement  une  des  projec- 
\  Pi9  fi9  Ti  du  bras  du  couple,  on  pourra  le  faire 
nencer  où  Ton  voudra  et  lui  donner  une  longueur 
traire;  choisissons  pour  point  de  départ  de  ce  bras  le 
l  Xq^  jTo^  «0 ?  et  appelons  Xi , yi ,  «j  les  coordonnées 
I  seconde  extrémité,  on  aura 

n  substituant  pour  />],  ^i,  /\  ces  valeurs  dans  les 
lions (f), on  verra  qu'elles  sont  comi^osées  absolument 

même  manière  en  Xo,  j"o5  ^o^  -^ijj'i^  ^i?  le  point  Xi, 
I  ou  la  seconde  extrémité  du  bras  est  donc  lui-même 
a  surface  (2),  et  puisque,  la  longueur  du  bras  étant 
ïlétement  arbitraire,  cette  seconde  extrémité  est  Tun 
M>nquc  des  points  du  bras,  le  bras  tout  entier  est  si- 
ur  la  surface  qiii  ne  peut  être  qu  un  byperboloïde  à 
lappe  et  de  révolution.  Le  point  d'application  de  la 

résultante  peut  être  un  point  quelconque  de  cet  hy« 
>loïde,  et  le  bras  de  longueur  arbitraire  du  couple 
tant  sera  .parallèle  à  l'une  des  droites  du  paraboloïde 
le  par  le  point  d'application  de  la  force.  Cette  force 
eurs  et  la  force  R/du  couple  sont  déterminées  par 
[dations 

X.=  ï%,     Y.=  ïY,     Z.=  vz, 

ïXz— Zo2X       _.        SYz  — 5.2Y 


z.= 


y» 

Pi 


eu  d'une  fdfce  et  d'un  couple,  on  pourra  substituer 
itème  donné  deux  forces  dont  les  pointa  d'applica- 
«ront,  dans  toutes  les  positions  du  corps,  sur  Tune 
onque  des  génératrices  de  l'hyperboloïde. 
£X=  o  et  S¥  =  o,  c'est-à-dire  si  la  force  principale 


a3a  vSTATIQUE. 

est  parallèle  à  Taxr  des  s,  les  coeflSriciils  A,  B,  C,  F  sont 
nuls  et  la  surface'  (2)  se  réduit  à  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy» 

101.  Si  la  foi*ce  principale  est  nulle,  c'est-à-dire  si 
ZX  =  £Y  =  ZZ  =r  o,  les  équations  qui  donnent  ^|,  ^1, 
r,  deviennent 

lX5  =  X,r,,      î:Ys=:Y,r.,      ^Zjc  =  Z,jj,y       lZr  =  Z,rf^, 

et,  eu  éliminant  Xj,  Y,,  Z,,  />,,  r/j,  /•,,  on  trouve 

(ïXjtH-  IYjX^XzSZ^  —  ïYzlZx) 
—  (iX^  —  :lYx)  [lYzlZr  -h  vX«^Zx)  ==  G  =  o. 

Si  cette  condition  se  trouve  remplie,  on  aura 

_      SXg(sXj  +  ïY/)--ïYz(vXr— ^Yx) 


7i  =  '•1 


(ïXc)»H-(SYc)' 


-Xz  lYc  vZj,        vzy 


n  n  />,  q 


1 
I 


le  système  des  forces  données  sera  donc  réductible  au  seul 
couple  (Rt  —  Ri). 

102.  Si  la  force  principale  est  nulle  sans  que  la  condi- 
tion 0=0  soit  satisfaite,  les  forces  du  systènu*  pourront 
néanmoins  être  toujours  remplacées  par  deux  (ouples. 
Soient  Xi,  Y,,  Zi  les  composantes  de  la  force  R,  du  pre- 
mier couple,  Px^Çii  r,  les  projections  de  son  brasj  X,,  Y5, 
Z|  les  composantes  de  la  force  R*  du  second  couple,  p^^ 
</,,  r,  les  projections  de  son  bras;  les  conditions  d'éqnili- 
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biv  serout  ■* 

lX.T-i-lYx  =  X,/>.  -h  Y,9,  -h  X,^,  +  Y.q.y 

iXj  —  lYx  ^ILxqy  —  YtPi  -h  Xa^3  —  Yj/>,, 
VX3  =  X.r.  4-  X,r,,      vy^^:  y.r,  -|-  Y,r„ 

ZZx=Z^p^  +  Zj/^j,       2Z/=Z,Ç, -h  Z,Ça. 

Toutes  les  projections  pi^  </,,  r^^p^^  ^,,  /•,,  et  par  consé- 
quent les  directions  et  les  longueurs  des  deux  bras  des 
couples  peuvent  ôtre  prises  arbitrairement;  qn  détermi- 
nera ensuite  facilement  par  les  équations  qui  précèdent  les 
composantes  Xt,  Ti,  Z^^  Xs,  Yt,  Z^  des  forces  Ki  et  R^ 
des  couples. 

103.  Ontlitqu^un  corps  est  asiatique  loi^qu'il  est  tel- 
lement fixé  qu*il  reste  en  équilibre  dans  toutes  les  posi- 
tions qu*on  lui  fait  prendre.  Les  conditions  nécessaires 
pour  qu'un  corps  entièrement  libre  et  soumis  à  l'action 
des  forces  d'intensité  et  de  direction  invariables,  toujours 
appliquées  au  même  point,  soit  asiatique^  ont  déjà  été  éta- 
blies à  la  lin  du  n"  89*,  nous  rechercherons  actuellement 
ces  mêmes  conditions  pour  un  corps  assujetti  à  tourner 
Àilour  d'un  point  ou  d'un  axe  fixe. 

S'il  existe  dans  le  corps  un  point  tixe  autour  duquel  il 
puisse  tourner  librement,  il  ne  pourra  cire  asiatique  ((u'au- 
tant  que  le  système  de  forces  données  aura  un  point  cen- 
tral, et  que  ce  point  central  sera  le  point  iixe  du  corps. 
S'il  existe  dans  le  corps  un  axe  fixe,  autour  duquel  il 
puisse  tourner  librement,  il  ne  pourra  être  asiatique 
qu'autant  que  le  point  central  des  projections  des  forces 
données  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  fixe  sera  lui- 
même  situé  sur  cet  axe,  ou  qu\autant  que  ces  projections 
se  feront  mutuellement  équilibre  [n^  98).  Alors  toutes  les 
composantes  des  forces  parallèles  à  l'axe  et  tous.  l(\s  cou- 
ples résultant  du  transport  des  composantes  situées  dans 
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lin  ^lan  perpendiculaire  à  Taxe  sont  détruits  par  la  ré- 
sistance ou  la  fixité  de  cet  axe. 

104.  Cherchons  quelle  position  particulière  il  faut 
donner  au  corps  pour  que,  sans  être  asiatique,  il  soit  en 
équilibre  autour  du  point  ou  de  Taxe  fixe,  en  commen- 
çant d*abord  par  le  cas  où  il  est  assujetti  à  tourner  la* 
tour  d'un  point  fixe.  La  position  i  donner  au  corps  doit 
^tre  telle,  que  le  système  des  forces  données  ait  une  résul- 
tante unique  passant  par  le  point  fixe.  Si  le  système  des 
forces  données  a  un  point  central,  il  faudra  faire  tourner 
le  corps  autour  du  point  fixe  jusqu'à  ce  que  ce  point  central 
arrive  à  se  trouver  sur  la  direction  de  la  force  principale 
menée  par  le  point  fixe;  cette  condition  détermine  deux 
positions  opposées  ou  renversées  du  corps  dont  il  s'.agit. 
Si  le  système  des  forces  données  a  une  ligne  centrale,  on 
peut  toujours  (n^  91)  réduire  les  forces  données  à  deux 
forces  ayant  pour  points  d'application  deux  points  quel- 
conques de  cette  ligne.  Cela  poséf^si  la  force  pnndpale 
n'est  pas  nulle,  il  faudra,  pour  obtenir  Téquilibre,  faire 
tourner  le  corps  autour  du  point  fixe  jusqu'à  ce  que  Jâ 
ligne  centrale  soit  dans  un  plan  passant  par  le  point  fixe 
et  parallèle  au  plan  des  deux  forces;  alors,  en  effet,  les 
deux  forces  seront,  elles  aussi,  dans  ce  plan,  et  on  pourra 
leur  substituer  une  résultante  passant  par  le  point  fixe. 
Le  corps  pourra  encore  tourner  autour  d'un  axe  perpen- 
diculaire à  ce  plan  ;  mais,  par  rapport  à  cet  axe,  les  deux 
forces  situées  dans  un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire 
auront  (n^  99)  un  point  central  par  lequel  la  résultante 
des  deux  forces  doit  toujours  passer,  et,  pour  que  l'équi- 
libre ait  lieu,  il  suffira  de  faire  tourner  le  corps  jusqu'à 
ce  que  ce  point  central  se  trouve  sur  la  direction  de  la 
force  principale  menée  par  le  point  fixe,  direction  qui 
coïncide  nécessairement  avec  le  plan  des  deux  forces. 
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Cette  série  de  coudilions  conduit  encore  à  deux  posi lions 
da  corps  opposées  ou  inverses. 

Si  la  force  principale  est  nulle,  et  si,  par  conséquent, 
les  forces  données  (92)  peuvent  être  remplacées  par  un 
couple  dont  le  bras  a  une  longueur  arbitraire,  mais  doit 
être  pris  parallèle  à  la  ligne  centrale,  il  faudra,  pour  obte- 
nir Téquilibre,  faire  tourner  le  corps  autour  du  point  fixe 
jufqu^à  ce  que  la  ligne  centrale  soit  parallèle  aux  forces 
4]D  couple^  alors,  en  eflet,  le  bras  et  les  forces  du  couple 
fonneroDi  une  seule  ligne  droite  et  le  moment  du  couple 
sera  nul.  Cette  condition  fournit  encore  deux  positions 
0|DOsées  du  corps.  Le  point  considéré  jusqu^ici  comme 
fixe  n'a  plus  besoin  de  Tètre,  puisqu'il  n'a  plus  aucune 
pression  à  supporter. 

Admettons,  enfin,  que  le  corps  ait  seulement  un  plan 
central  et  que  la  force  principale  ne  soit  pas  nulle.  Nous 
avons  vu  (n°  97)  que,  dans  ce  cas,  aussi  souvent  (jue  les 
Corces  données  peuvent  être  remplacées  par  une  résul- 
tante unique,  cette  résultante  doit  rencontrer  deux  cour- 
bes du  second  degré,  une  ellipse  et  une  hyperbole  tracées 
dans  les  deux  plans  milieux  du  système.  Cela  posé,  me- 
nons par  le  point  fixe  une  droite  parallèle  à  la  droite  qui 
coopérait  les  deux  sections  coniques,  et  faisons  tourner 
le  corps  jusqu^à  ce  que  cette  droite  coïncide  eu  direction 
aTec  la  force  principale;  on  obtiendra  ensuite  la  position 
cherchée  d'équilibre  en  faisant  tourner  le  corps  autour 
de  cette  ligne  droite.  En  effet,  l'équilibre  aura  lieu  lors- 
qtie  le  moment  K  du  couple  minimum  qui  #ajoule  à  la 
force  principale  sera  nul.  Or  nous  avons  trouvé  (n**  97  ) 

^nation  dans  laquelle  pi  est  la  longueur  du  bras  d'un 
<^uple  coïncidant  avec  une  des  lignes  moyennes,  (/i  la 
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longueur  du   bras  d'un  second  couple   coïncidant  avec 
Tautre  ligue  moyenne,  Ri   la  force  du  premier  couple, 
R,  la  force  du  second  couple,  perpendiculaires  tontes 
deux  Tune  à  Tautre  et  à  la  force  principale,  Yi  la  compo- 
sante de  la  force  Ri  parallèle  au  bras  ^2,  X9  la  compo- 
sante de  la  force  Ri  parallèle  au  bras^i.  Si  maintenant 
on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  la  force  principale 
passant  par  le  point  fixe  et  autour  de  laquelle  le  corps 
peut   tourner  dans  la  position  d'équilibre  comme  au- 
tour d^un  axe   de  rotation,  les  deux   forces  Rj  et  R| 
seront  parallèles  à  ce  pltin.' Menons  dans  ce  plan,  par 
Taxe  de  rotation,  deux  lignes  parallèles  à  ces  deux  for- 
ces et  que  nous  appellerons   Â,   U;  désignons  de  pins 
par  C  Tintersection  de  ce  plan  avec  le  plan  central,  par  cf 
l'angle  que  les  deux  lignes  A,  C  font  entre  cllcs^  par 

(f  -f-     Tangle  de  B  avec  C,  par  6  Tangle  du  bras  p^  du 


premier  couple  avec  C,  par  9-\-  -  l'angle  du  second  bras 

(jt  avec  C,  par  ^  l'angle  du  plan  central  avec  le  plan  des 
ligues  A  et  B,  par  X  l'angle  du  bras  /?,  avec  la  ligne  B,  par 
|ui  enfin  Tangle  du  bras  </<  avec  la  ligne  A,  on  aura 

cosjx  =  cos<p cos  (Oh —  j  —  sin ^  sin  I0-] —  J  ros  \p 

=  — coS()>sinô —  sincpcosGcos^p, 

cosX  =  cos  (  f  H —  J  cos 0  —  sin  (  <p  H —  ]  sin  0  co5>[; 

=  —  sUl  y  cos  0  —  cos  îp  siiî  ô  cos  ^ , 
X,=  R,cos>  =  —  Ra(sin9cos0-h  cosy sinGcos^^), 
Y,  =  R,cosf*=  —  R,  (c(>s<j»sin  0  -|-  siny  cosO  cos^(/), 

R  R 

K.==/>,X3— î  —  r/,\r,  --^=:siny(7,R:Cos9cos^  —  /;,  R,cos9 

R ..  Ri 


cos  y  (7,  R.  sin  û  —  y^i  Ri  sin  ô  cosij;^ 
Pendant  la  rotation  autour  de  la  direction  de  la  foi 
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priiiripale  menée  par  le  point  fixe,  Tanglc  9  cliangera,  et 
la  valeur  de  (p  correspondante  h  1  état  d'équilibre  du  corps 
devra  être  celle  qui  rend  K  nul,  ou  qui  sera  donnée  par 
réquaiion 

72RaCOS«^*  — /;,  R, 

dans  laquelle  d  et  (p  ne  varient  pas.  Le  moment  du  couple 
étant  nul  et  le  système  des  forces  données  pouvant  ùtre 
remplacé  par  une  force  unique  passant  par  le  point 
lîxe,  le  corps  sera  nécessairement  en  équilibre  dans  la 
position  que  lui  assigne  l'augle  9. 

Si  la  force  principale  est  nulle  en  même  temps  que  le 
système  conserve  un   plan  central,   les  forces    données 
pourront  (n°  93)  être  remplacées  par  deux  couples  dont 
les  bras  seront  parallèles  au  plan  central.  Dans  ce  cas, 
pour  amener  le  corps  à  la  position  d'équilibre,  il  faudra 
d'abord  le  faire  tourner  jusqu^à  ce  que  le  plan  central 
devienne  parallèle  au  plan  des  forces  des  deux  couples. 
Les  deux  couples  alors  seront  dans  deux  plans  parallèles 
entre  eux,  et,  eu  faisant  tourner  de  nouveau  le  corps  au- 
tour d'un  axe  perpendiculaire  a   ces  plans,  on   pourra 
(nïlOl)  composer  les  deux  couples  en  un  seul.  Il  ne  restera 
plus  qu'à  faire  tourner  une  seconde  fois  le  corps  autour 
de  cet  axe  jusqu'à  ce  que  les  deux  forces  du  couple  ré- 
sultant soient  dans  le  prolongement  Tune  de  Tautre. 

Si  enfîn,  la  force  principale  étant  toujours  nulle,  le 
sTstème  (96)  n'a  pins  de  plan  central,  on  pourra  mener 
par  le  point  autour  duquel  le  corps  peut  tourner  et  (jui 
ïi'a  plus  besoin  d'être  fixé,  deux  forces  égales  et  de  sens 
«contraires  -hP,  — P.  La  force  P  et  le  système  des  forces 
données  auront  alors  un  plan  central;  et,  en  faisant 
tourner  le  corps  autour  de  ce  ])oint  de  la  manière  qui  a 
^lé  décrite,  on  pourra  Tamencr  dans  une  position  telle, 
qut'  ces  forces  se  réduisent  à  une  seule  passant  par  le 
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point  fixe;  celte  force  alors  sera  détruite  parla  forcé  — P, 
et  le  corps,  par  conséquent,  sera  en  équilibre. 

105.  Arrivons  au  cas  où  le  corps,  ou  ensemble  de 
points  liés  invariablement  entre  eux^  est  assujetti  à  tour- 
ner autour  d'un  axe  fixe.  Menons  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  fixe  et  décomposons  chacune  des  forces  don- 
nées en  deux  autres,  Tune  parallèle  à  l'axe,  l'autre  paral- 
lèle au  plan.  Projetons,  en  outre,  tous  les  points  d'appli- 
cation des  forces  sur  le  plan  et  menons  par  la  projection 
de  chaque  point  d'application  deux  forces  égales  et  parai-, 
lèles  à  la  composante  parallèle  au  plan.  De  cette  manière 
nous  aurons  :  un  ensemble  de  forces  parallèles  i  Taxe;  un 
ensemble  de  couples,  dont  les  bras  seront  tous  parallèles 
à  Taxe  fixe,  et  qui  donneront,  par  conséquent,  un  couple 
résultant  dont  le  bras  coïncidera  avec  Taxe:  enfin  un  svs- 
tème  de  forces  situées  dans  un  plan  perpendiculaire  k 
Taxe.  L'effet  de  toutes  les  forces  parallèles  à  l'axe  et  de 
tous  les  couples  sera  détruit  par  la  résistance  'de  l'axe,  et 
on  n'aura  plus  à  tenir  compte  que  des  foi^ces  contenues 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Si  leur  force  princi- 
pale n'est  pas  nulle,  elles  auront  (n^99)  un  point  central 
relatif  à  Taxe  fixe;  et,  pour  que  le  corps  soit  en  équîlito'e, 
il  suffira  de  le  faire  tourner  jusqu'à  ce  que  le  point  cen- 
tral se  trouve  dans  le  prolongement  de  la  direction  parai* 
lèle  à  la  force  principale  menée  par  l'axe  fixe.  Si,  au 
contraire,  la  force  principale  est  nulle,  les  forces  [n^  101) 
jx)urront  être  remplacées  par  un  couple,  et,  pour  procu- 
rer l'équilibre,  il  suflira  de  faire  tourner  le  corps  autour 
de  l'axe  fixe  jusqu'à  ce  que  le  bras  et  les  forces  de  ce 
couple  fassent  une  seule  et  même  ligue  droite. 

106.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  faire  Tapplication  des 
théories  qui  précèdent  aux  corps  à  la  fois  pesants  et  ma- 
gnétiques, ou  sollicités  à  la  fois  par  les  forces  du  magné- 
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tbme  et  de  la  pesanteur.  Le  magnétisme  terrestre  fait 
naître  dans  chaque  élément  des  corps  sensibles  à  son 
action  un  couple^  la  position  du  bras  de  ce  couple  dépend 
de  la  distribution  du  magnétisme  dans  le  corps,  mais  les 
forces  des  couples  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et 
Jear  direction  est  celle  de  la  force  magnétique.  Cette  di- 
rection est  déterminée  par  deux  angles  :  i^  Paiiglc  qu^elle 
fait  avec  le  plan  horizontal  ;  2^  Tangle  que  le  plan  verti- 
cal mené  par  la  direction  de  la  force,  ou  ce  qu'on  nomme 
le  méridien  magnétique,  fait  avec  le  niéridien  astrono- 
mique; le  premier  de  ces  angles  est  V inclinaison ,  le  se- 
cond la  déclinaison  magnétique.  Tous  deux  sont  varia- 
bles en  un  même  lieu  de  la  terre,  en  ce  sens  qu'ils  sont 
soumis  à  des  variations  en  partie  régulières,  en  partie 
irrégulières;  mais,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  ne  tien- 
drons pas  compte  de  ces  variations  et  nous  regarderons 
ces  deux  angles  comme  constants  en  un  même  lieu. 

Un  corps  à  la  fois  pesant  et  magnétique  est  sollicité  par 
deux  systèmes  de  forces  parallèles,  mais  ces  deux  systèmes 
agissent  parallèlement  à  un  même  plan,  le  plan  du  mé- 
ridien magnétique,  et,  par  conséquent  (n^  91),  ils  ont 
toujours  une  ligne  centrale.  Si  Ton  prend  pour  origine 
des  coordonnées  du  système  le  centre  de  gravité  du  corps, 
si  Ton  désigne  par  S  les  sommes  relatives  aux  forces  de 
la  pesanteur,  par  S' les  sommes  relatives  aux  forces  ma- 
gnétiques, par  P  Tune  des  forces  du  couple  magnétique 
agissant  sur  un  des  éléments  du  corps,  par  a,  6,  y  les 
angles  que  cette  force  fait  avec  les  axes  coordonnés,  on 
aura 

2Xj:=o,      XXj  =  o,      1X2=0, 

1Yj:=o,      1Yj  =  o,      1\z=zo, 

2:Zj:=0,      ïZ/  =  0,       XZzr^o, 

parcxsque  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont  nulles. 


a4o  sTATiQtt:. 

et 

=  cos62'Pjr.cosai:'P/  —  cosa^'P4:..cos6ï'Pj' =  o, 

=  cos6i:'Px.cosai'P2  —  cosaï'Px.cosSi'Pz  =  o , 

ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  de  la  ligne 
centrale  (n"  90)  donnent 

_  lYs  Xr— ^X:^^Y>     _  £Pr 

^  —  2:  Y  Î^X.r  —  iXl'YTr  "^  ~  ?R?  ^' 

_  lYl'Xz  —  lUl'Yz      _  l'Pz 

z  -  ^Y^\^;^zzT\î'Yx  ^  ~  ?p:i  "' 

la  ligne  centrale  passe  donc  par  l'origine  ou  par  le  cenlrt* 
de  gravité  du  corps.  Sa  direction,  indépendante  de  la  po- 
sition du  centre  de  gravité,  et  qui  ne  sera  pas  changée  si 
Von  ajoute  au  corps  des  parties  non  magnétiques,  pourra 
Hré  déterminée  par  Tobservation,  lorsqu'on  aura  donné 
le  centre  de  gravi  lé  du  corps  et  la  direction  de  la  force 
magnétique.  En  effet,  si  l'on  dispose  un  corps  magné- 
tique de  telle  sorte  qu  il  puisse  tourner  librement  autour 
de  son  centre  de  gravité  immobile,  el  qu'on  ramoneà  la 
position  d'équilibre,  le  couple  magnétique  résultant 
devra  alors  être  nul,  et  par  conséquent  la  ligne  centrale 
pour  cette  position  coïncidera  avec  la  direction  de  la  force 
magnétique  menée  par  le  centre  de  gravité. 

107.  Si  Ton  fait  tourner  le  corps  jusqu'à  ce  que  la 
ligne  centrale  se  trouve  dans  le  plan  mené  par  les  deux 
directions  de  la  force  magnétique?  rt  de  la  pesanteur,  c'est- 
à-dire  dans  le  méridien  magnétique,  les  forces,  lorsque 
le  lorps  ne  fera  plus  que  tourner  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire à  ce  plan,  auront,  par  rapport  à  cet  axe,  un 
point  central.  En  effet,   si  l'on  continue  à  prendre  le 
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centre  de  gravité  pour  origine  des  coordonnées^  si,  en 
oatrc,  on  prend  pour  axe  des  z  une  ligne  menée  par  ce 
centre  parallèlement  à  Taxe  de  rotation,  perpendiculaire, 
par  conséquent,  à  la  direction  de  la  pesanteur  et  dr  la 
force  magnétique,  tous  les  Z  seront  nuls;  et  parce  qui* 
raxedes  Z  est  aussi  perpendiculaire  à  la  ligne  centrale, 
on  devra  avoir  z=:o,  et,  n*'  1 06, 2'P^  =  o.  Les  conditions 
du  n*'  99  seront  alors  satisfaites.  Si  1  on  prend  pour  axe 
des  X  la  verticale,  2  Y  sera  nul,  ZX  sera  égal  au  poids  du 

corps,  et  parce  que  6  = a,  les  coordonnées  du  point 


central  deviendront 


cosa2'pjr4-sîna2'  P/              ces  a  l'P/— sin  a  S'Pj: 
*,  = -^ 1  r.  = ^r^^^ >  3.  =  o; 

la  quantité  cos  aZ'Pj  —  sin  aïlVx  =  2'Xj-  —  2'Yx  est 
d'ailleurs  le  moment  du  couple  magnétique  dans  la  posi- 
tion actuelle  du  corps. 

Désignons  par  I  Tinclinaison  de  la  force  magnétique; 
par  M  le  moment  du  couple  magnétique,  lorsque  le  corps 
a  été  amené  dans  une  position  telle,  que  la  ligne  centrale 
soit  perpendiculaire  à  la  force  magnétique,  et  quen 
même  temps  le  couple  ait  son  moment  maximum  \  par  Y 
l'angle  que  la  ligne  centrale  fait  avec  Taxe  horizontal  des 
/,  ou  Tinclinaison  de  la  ligne  centrale  ;  par  S  le  poids  du 
corps  :  on  aura 

ï'Pj=Mcosr,      S'Par  =  Msinr,     «  =  -  —  1,     S  =  îX, 
et  les  coordonnées  du  point  central  seront 


_Mcos(I-r)  _Msin(I  — r) 


**i  par  suite, 


S        '    •^■•-        S 


'^  =  lan6(I-r). 


1.  iG 
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Mais  I  —  V  est  Taugle  que  la  direction  de  la  ligne  cen- 
trale ou  le  bras  du  couple  magnétique  fait  avec  la  force 
magnétique,  et  cet  angle  à  son  tour  est  égal  à  celui  que  la 
ligne  unissant  le  centre  de  gravité  avec  le  point  central 
de  toutes  les  forces  fait  avec  Taxe  des  x  ou  avec  la  direc- 
tion de  la  pesanteur. 

106.  Si  un  corps  à  la  fois  pesant  et  magnétique  est  fixé 
en  Tun  de  ses  points,  il  faudra,  pour  que  Téquilibre  ait 
lieu,  amener  le  corps  à  une  position  telle,  que  son  centre 
de  gravité  soit  sur  la  verticale  menée  par  le  point  fixe, 
et  que  la  ligne  centrale  soit  parallèle  a  la  direction  de  la 
force  magnétique.  Si  le  corps  magnétique  ne  peut  que 
tourner  autour  d'un  axe  fixe  horizontal,  perpendiculaire 
à  la  fois  à  la  ligne  centrale  et  à  la  direction  de  la  pesan- 
teur, on  trouvera  sa  position  d'équilibre  de  la  manière  sui- 
vante. Prenons  (fîg*  a3)  pour  origine  O  des  coordonnées 
le  point  d'intersection  de  Taxe  fixe  par  un  plan  vertical 
mené  parla  ligne  centrale,  pour  axe  des  z  Taxe  fixe,  pour 
axe  des  x  la  verticale,  pour  axe  desj^  la  ligne  horizontale 
menée  dans  le  plan  vertical  passant  par  la  ligne  cen- 
trale^ appelons  ^  l'angle  du  plan  des  xy  avec  le  méri- 
dien magnétique,  r  la  distance  OB  du  centre  de  gravité  k 
l'origine  des  coordonnées,  ({>  l'angle  ABO  de  la  ligne  OB 
avec  la  ligne  centrale,  Xo,  Jq  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  parallèles  aux  axes  des  x  et  des^.  Alors  (n^lOS), 
pour  trouver  la  positîoïi  d'équilibre,  il  faudra  projeter 
toutes  les  forces  sur  le  plan  des  ay,  ce  qui  laissera  intact 
le  poids  S  du  corps  appliqué  au  centre  de  gravité  B,  et  ne 
conservera  des  forces  magnétiques  que  les  composantes 
parallèles  aux  axes  des  x  et  desy.  Le  point  central  des 
nouvelles  forces  situées  dans  le  plan  des  jcy  devra,  dans 
laposition  d'équilibre,  tomber  sur  Taxe  des  x;  ou,  puisque' 
Yq  est  son  ordonnée  parallèle  à  Taxe  desy^pn  devra  avoir 
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y^  =  o.  Cela  posé,  en  remontant  aux  équations  du  n^  99 
et  remarquant  qoe  Ton  a 

2Y  =  o,     2'Y  =  o,     2X=S,     2'X  =  o, 
2X^  =  Syo     2Tjrr=o,     2X:p  =  Sx.,     5:Yr=o, 
2'  Xdp  =  CCS  a2' Po?  =  M cos  a sin  I'  =  M  &in  I sin  T, 
2'Xj^  =r  cosa2'Pj^  =  Mcosacos  I'  =  Msin  I  cosl', 
JfYjr  =  cos62'P  j  =  McosS  cosl'  =  M  cosfACOsI  cosT, 
2'Yx  =  cos62'pjr  =  Mcos6  sin  V  =  Mcosfx  cosIsinI% 

on  trouvera 

Sx«  -4-  M  (sini  sin  r -H  cbs/x  cosl  cosl') 

*.= 

Sy.  -f-  M  (sin  I  cos  F  —  cos/x  cosl  sini') 

r.  = — s , 

et,  par  cbnséqueniF,  la  condition  d'ë^uilibre,  y^  =r  o, 
deviendra 

••  Sy,  -h  M(sinIcosr— "C08ficoslsinr)  =  o; 

mais 

•    y.=:  — rC0S(4»— r), 

on  aura  donC|  en  substituant, 

M(sînIcosr  —  cosptcoslsînl')  —  Srcos(>(*  —  I')  =  o 

et 

„  Msinl  —  Srcos\l 

tang  1    =  TT ; ; — :  > 

°  McosfACOsI-+-Srsinip 

^^_  Srcos(^|,-r) 

sin  1  cos  I'  —  cos  fA  cos  I  sin  I' 

M  (  cos  u  cosl  sin  r — sin  I  cosl'] 

Lorsque  [i  sera  nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  plan  de  rota- 
tion du  corps  coïncidera  avec  le  méridien  magnétique,  on 

i6. 
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aura 

.— «_M«inI-Srcos4.  lSrcos(^.  — i') 

""*  Mcosl  +  Srsin^.'  sin(I  — I')    ' 

Msin(I— I') 
y.  = s 

Si  l'axe  fixe  passe  par  le  point  central,  ou  si  l'on  a  aussi 
x^  =  o^  le  corps  sera  asiatique.  En  outre  des  équa- 
tions qui  précèdent,  et  qui  résultent  de  /«  =  o,  on  a  en- 
core 

Szo  +  M  (sinlsinT  +  cosjxcosl  cosT)  =  o 

ou,  parce  que  x©  =  rsîn  («p  —  F), 

H(sinlsinr  -Hcos/xcosleosl')  +Sr8in(\p  —  r)=.o 
et,  par  suite, 

-,       „     ■         sînisinr  +  costtcosicosi' 

tang(4»  —  r)  =  —  -T-T^ jf !- r-'-Tfy 

^^^         '  sinlcosr — cos^coslsinr 

M' 
r*  =  —  (sin*I .+  cos'ft  CCS»  I), 

équations  qui  fixent  la  position  du  centre  de  gravité  du 
corps.  Si  par  l'addition  de  parties  non  magnétiques  on 
arrive  à  faire  coïncider  le  centre  de  gravité  avec  le  point 
ainsi  déterminé,  le  corps  deviendra  asiatique  par  rapport 
à  Taxe  fixe.  Si  \k  est  nul,  les  équations  qui*précèdent  don- 
nent 

•teng(>P-r)  =  cot(r-I),     4'  =  ^-+-I,     r=|. 

Si  Taxe  fixe  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  r  sera 

nul  et  la  condition  d'équilibre,  réduite  à  tang  Y  =  — ^—j 

ces  f* 

sera  indépendante  du  moment  magnétique.  Si,  déplus, 
u  =  -,  on  aura  aussi  1'  =  -»  la  ligne  centrale  sera  vcrti- 
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cale  ;  si  au  contraire  fx  =:  o,  on  aura  V  =  I,  la  ligne  cen- 
trale coïncidera  en  direction  avec  la  force  magnétique.  Si 
Ton  désigne  par  D  la  déclinaison  de  la  force  magnétique  et 
par  Â  Tazimut  astronomique  de  la  ligne  centrale,  on 
aura 

et  dans  la  position  d'équilibre,  lorsque  Taxe  fixe  passera 
par  le  centre  de  gravité, 

taos  V  = :• 

^  cos(A  — D) 

En  appelant  F  la  valeur  de  I'  correspondante  à  une  nou- 
velle valeur  A'  de  Tazimut  de  la  ligne  centrale,  on  aura 

^°^^  ""cos(A'-D) 

et  par  conséquent 

__^       cos  A'  tang  I*^  —  cos  A  tang  I' 
^  sin  A'  tang  I"  —  sin  A  tang  1'  ' 

tangI=:tangrcos(A — D)  =  tang  T  cos  (A'— D). 

Ces  deux  équations  pourront  servir  à  déterminer  par 
deux  observations  la  déclinaison  et  Tînclinaison  magné- 
tiques. 
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ONZIÈME  LEÇON. 


Conditions  d*équilibre  d'un  système  de  forces  appliquées  à  des  points 
liés  entre  eux  par  des  lignes  inflexibles  mais  mobiles,  ou  flexibles 
mais  inextensibles.  —  Équilibre  du  polygone  funiculaire.  —  Équilibre 
d'un  cordon  flexible  et  inextensible. 


109.  Considérons  plusieurs  forces  appliquées  aux  dif- 
férents sommets  d'une  portion  de  polygone  dont  les  diffé- 
rents côtés  sont  des  droites  inflexibles  mais  mobiles  autour 
de  leurs  points  de  jonction,  et  cherchons  les  conditions  de 
leur  équilibre,  en  admettant  que  les  sommets  du  poly- 
gone soient  libres,  même  ceux  des  extrémités. 

Soit  ABCDEFG  [fig.  24)  le  polygone  dont  il  s'agit.  Dé- 
signons les  différents  somtnets  B,  C,  D, . . . ,  par  les  numéros 

(i)(2)(3),...,  (/i-i),  (/i), 

le$  forceç  qui  leur  sont  appliquées  par 

et  les  angles  q\i'ell^s  font  avec  les  axes  par 

^  I  >    ^  a  >  •  •  •    ^i«  f 
V|,    Va,  .  .  .    v«. 

Si  les  extrémités  A  et  G  ne  sont  pas  fixes,  il  faudra, 
pour  que  le  polygone  reste  en  équilibre,  appliquer  au 
point  B  une  force  dans  la  direction  BA,  et  au  point  F  une 
force  dans  la  direction  FG  ;  ces  deux  forces  seront  respec- 
tivement ce  qu'on  appelle  les  tensions  des  côtés  AB,  FG; 
nous  les  désignerons  par  To  et  T„,  Chaque  côté  inflexi- 
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ble  da  pol^^e  ne  pourra  évidemmeDt  rester  en  équili- 
bre qu'aoUnt  qu^il  sera  sollicité  à  ses  deux  extrémités  par 
deux  forces  égales  et  dirigées  en  sens  contraires.  Chacune 
de  ces  deux  forces  est  ce  qu'on  appelle  la  tension  du  côté 
dont  il  s* agit;  soient  Ti  cette  même  tension  pour  le  côté 
situé  entre  les  sommets  (i)  et  (a) ,  T,  la  tension  du  côté 
situé  entre  les  sommets  (3)  et  (3)^  etc.,  enfin  T«_,  la 
tension  du  côté  situé  entre  les  sommets  {n  —  i  )  et  (ri). 
Désignons  en  outre  par 

a^f  «!».••  «i^-i,  0^9     6,,  6|,.  . .  Çn-i,  6,,     7o,  71,.  . .  7«-i,  7», 

les  angles  que  font  avec  les  axes  les  directions  des 
côtés  du  polygone  auxquels  sont  appliquées  les  tensions 
Tf,  T|,...,  T,_t,  T„,  ces  directions  étant  comptées 
pour  chaque  côté  à  partir  du  sommet  le  plus  voisin  de 
Textrémité  A.  Il  devra  évidemment  y  avoir  équilibre  k 
chaque  sommet  entre  les  forces  appliquées  à  ce  sommet  et 
les  tensions  qui  sollicitent  les  côtés  voisins.  On  aura  par 
suite  au  sommet  (i) 

—  T«cosa«  4-  P|  cosX,  -+-  T,  cosa,  =  o , 

—  T,cos6,  +  P,cospi,  H-T,  cos6,  =  o  , 

—  TtCOS7t-f-P|COSv,  -h  T,cos7,  =  ^> 

au  sommet  (a) 

TiCOSai  -h  PjCOsX, -hT2C0Saa=0, 

—  T,  COS6,  -h  PxCOSffta  -h  T,cos€,  =  o , 

—  Ticosyi  -f-  Pjcosv,  -+-T,cos7j  =  ^i 

de  même  pour  le  sommet  (S),  etc.  En  faisant  la  somme  de 
toutes  ces  équations,  on  éliminera  les  tensions  intermé- 
diaires inconnues,  et  Ton  trouvera  pour  les  équations 
d'équilibre  : 

—  TtCOSai-hP,  cosX,-f-  P,cos>a-h.  •  •  -f-T„C08lt„  =  O  , 
(j)  \    —  ToCOSSo-^-P.COSfX,  -f-  P^COSfit, -h. .  .-^T„cos6«  =  o  , 

—  T«cos7,  -+-P1C0SV,  -f-P,cosv,  -h. . .  -+-T„cos7„  =  0. 
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Los  équations  (i)  expriment  évidemment  que,  pour  l'é- 
quilibre du  polygone  funiculaire,  il  faut,  dans  tous  les 
cas,  que  toutes  les  forces  du  système,  c'est-à-dire  les  ten- 
sions des  deux  cordons  extrêmes,  et  les  forces  appliquées 
aux  sommets ,  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes 
en  un  point  quelconque  de  Tespace,  se  fassent  équilibre, 
ce  que  Ton  démontrerait  facilement  à  Paide  du  simple 
raisonnement.  Quand  cette  condition  sera  remplie,  on 
pourra  toujours  donner  au  polygone  une  forme  telle,  que 
l'équilibre  existe,  en  supposant,  comme  nous  le  faisons, 
que  les  côtés  sont  inflexibles.  En  effet,  soit  n  —  i  le  nom> 
bre  des  sommets  du  polygone,  n  le  nombre  de  ses  côtés, 
on  aura  à  déterminer  n — i  sommets,  3n — 3  anglé^, 
n  —  I  tensions,  c'est-à-dire  5« — 5  quantités.  Or  noas 
avons  vu  que  chaque  sommet  donnait  3  équations  de 
condition,  ce  qui  fait  3fi  —  3  équations;  de  plus,  les 
3n — 3  angles  sont  liés  entre  eux  par/i— i  équations 
de  la  formo 

cos'  >„  4-  cosY«  -h  ces'  v«  =  i  ; 

enfin,  n — i  équations  exprimeront  Tinextensibilité  des 
cordons  ou  des  côtés  du  polygone;  nous  aurons  donc  aussi 
5/* — 5  équations,  c'est-à-dire  autant  d'équations  que 
d'inconnues.  Donc,  etc. 

Si  P|  ,  Pj, .  .  •  sont  des  poids,  et  qu'on  suppose  Taxe 
des  X  horizontal,  l'axe  des  j-  vertical;  si,  de  plus,  tous 
les  côtés  du  polygone  sont  compris  dans  un  plan  vertical , 
cosyoî  <'Osyi ,  . . . ,  cosy,,  seront  nuls  ;  on  aura 

cosÇo=-sinao,... ,     cos6n^=  sina„, 

COS^i=:0,       COS^a  =  0,...,       COSX„  =  0, 

la  troisième  des  équations  (i)  disparait  nécessairement,  et 
les  deux  autres  deviennent 
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—  T«sinfle«  +  {P,-f-Pi-+-.  .  .)-hT«sina.,  =Q. 

Admettons  que  ces  poids  se  réduisent  aux  poids,  />,,  ;>,, 
/>8»  '  '  >  Pn  des  côtés  pesants  du  polygone;  on  aura 

2  2  ^ 

et  les  conditions  d'équilibre  seront 

T«cosa«=  T.cosa., 
T«sina«= (/>. -f-2/?,  4-  î/?»  -|- . . .  -^  /;^)  -♦-  Tosina.. 

110.  Passons  à  la  recherche  des  conditions  d'équilibre 
d'une  corde  flexible  et  inextensible  A  A'  (fig*  25)  sollicitée 
en  ses  différents  points  par  des  forces  données.  Le  pfincipc 
qui  nous  guidera  dans  cette  recherche  est  très-simple  et 
très-fécond;  on  peut  le  formuler  comme  il  suit  : 

Concevons  que  Ton  solidifie  un  élément  mm'  de  la 
corde  :  il  est  évident  que  par  la  on  ne  troublera  pas 
l'équilibre,  s'il  existait  auparavant;  il  faut  donc  que  cet 
élément  considéré  isolément  se  trouve  être  en  équilibre 
sous  Faction  des  forces  qui  le  sollicitent.  Réciproquement, 
si  les  divers  éléments  sont  en  équilibre  sous  Taction  dos 
forces  qui  les  sollicitent,  il  est  incontestable  quMl  en  sera 
de  même  du  svstème  entier. 

Soient  X,  Y,  Z  les  forces  qui  sollicitent  Télément  mm' 
en  chacun  de  ses  points.  Cet  élément  sera  en  outre  sou- 
mis à  Taction  de  deux  tensions  T,  T'  inégales  et  con- 
traires, qui  s'exerceront  suivant  les  tangentes  aux  points 
m,  m\  Pour  se  faire  des  tensions  T,  T'  une  idée  nette,  il 
faut  concevoir  qu'en  m  et  m!  on  coupe  tout  à  coup  la  corde, 
puis  qu^on  remplace  l'action  des  portions  m  A  et  m'A'  sur 
Télément  mm'  par  deux  forces  convenables  ou  équiva- 
lentes; ces  deux  forces  seront  les  deux  tensions  T,  T'. 

Dans  toute  la  longueur  de  léiémrnt  infiniment  petit 
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mm'  =•  dsj  on  peut  supposer  la  corde  homogène;  la  den- 
sité de  l'élément  sera  alors  constante  et  sa  masse  sera 
proportionnelle  à  sa  longueur.  En  désignant  par  p  la  den- 
sité qui  dans  tout  l'élément  reste- constante,  la  masse  sera 
représentée  par  p  ds  \  et  comme  elle  se  réduit  presque  à  un 
point,  que  les  forces  données  qui  la  sollicitent  peuvent 
être  supposées  parallèles,  Faction  totale  de  ces  forces, 
proportionnelle  à  la  masse,  aura  pour  composantes  pTLds^ 
pYds^  plàds^  auxquelles  il  faudra  ajouter  les  tensions  T, 
T',  dirigées  suivant  les  tangentes  aux  extrémités  de  l'élé- 
ment. L'équilibre  devra  donc  exister  entre  ces  cinq  forces, 
qui  peuvent  être  censées  appliquées  en  un  même  point; 
et  en  nommant  (x,  J^»  ^),  (a/,  j^',  z')  les  coordonnées  des 
points  m,  m',  les  trois  équations  d'équilibre  seront 


( 


Il  importe  de  faire  remarquer  que  la  tension  varie  en 
passant  d'un  point  de  la  corde  à  l'autre,  ou  doit  être  re- 
présentée par  une  fonction  de  x,  y,  z  que  nous  nomme- 
rons f  (x,  j^,  z). 

Puisque  la  longueur  de  l'élément  mm^  ou  la  distance 
des  deux  points  m,  m',  est  infiniment  petite,  les  trois  dif- 
férences 

T'  — —  T—       T  —  '-T—y     r  — —  T  — 
ds'  ds  ds'  ds  d/  ds 

peuvent  être  remplacées  par  les  différentielles 

^{'1^)'  i^'iY  -(4:). 


AQUiLiBafi  d'l'M  cordom  flexible.  aSi 

équations  (a)  deviennent 


d  (t  ^^  +  fXds  =  o, 


p  Ytfj=  o. 


[^(T^)-HpZrf,=  o. 


Iles  sont  donc  les  équations  de  Féquilibrc  de  la  corde 
le  et  inextensible. 

I  •  Pour  calculer  la  valeur  de  la  tension  T,  mettons- 
us  la  forme 

i/x  dx 

as  as        ^ 

'^d'ï'hTd^'^pYds^o, 
ds  ils        ^ 

dz    ,^'    ^  ,dz  „  , 

—  rfT-HTrf  — H- oZrf^rro; 

ds  ds        ' 

..  I  .  dx     dr     dz     ^     , 

plions-les  respectivement  par  —  i  —  »  -r-  et  ajou- 

il  viendra 

-H  p  (\dx  4-  Ydf  -f-  Zdz)  =  o. 
toujours 

|uc  ds*  =  fix*  4-  dy^-^-dz*^  et,  en  difTéreiitiant, 

r/x    ,  d.r        dy    .  r/r        r/z    .  dz 
f/.f       rï.f         ds    '  ds        ds     ds 
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Par  là  niêoie,  Téquation  qui  donne  T  se  réduit  a 

</T  -h  p  (Xdx  4-  Ydy  -h  Zdz)  =  o. 

Si  la  quantité  jo(Xdj:-h  Yrf^-|-Z//z)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  pourra  intégrer,  et  l'on  aura 

T  =  c  _/p (Xrfx  4-  Yrf/  4-  Zdz), 
ou,  en  posant  f  p(Xdx  -hYdy -^Zdz)  =  9(x,j^,  «), 

Soient  Xo,  j^o»  ^o  l<^s  coordonnées  d'un  des  points  de  la 
corde,  et  T^  la  tension  correspondante;  on  aura  aussi 

et  par  conséquent 

T  — Ta  =  (p(j:o,  r#i  «o)  — ?(^,r,  «), 
T  =  To—  j  (p( x,  r,  «)  —  ç  (*o,  r.>  «•)  j- 

Il  en  résulte  que,  connaissant  la  tension  en  un  point 
quelconque  de  la  corde  en  équilibre,  on  pourra  la  cal" 
culer  immédiatement  pour  tous  les  autres  points. 

Si  la  corde  est  homogène  sur  toute  sa  longueur,  p  est 
constant,  et  pour  que  Ton  puisse  calculer  directement  la 
tension  T,  il  suffira  que  Hdx  -hYdy  -hZdz  soit  une 
différentielle  exacte. 

La  tensio4i  T  sera  constante  dans  les  deux  circonstan- 
ces suivantes,  que  la  corde  soit  ou  ne  soit  pas  homogène  : 

1°  Dans  le  cas  particulier  où  X  ==  o,  Y  =  o,  Z  =  o; 
mais  alors  la  corde  n'étant  sollicitée  par  aucune  force  est 
nécessairement  en  équilibre  et  la  tension  est  nulle. 

2^  Si  la  résultante  des  forces  X,  Y,  Z  est  en  chaque 
point  perpendiculaire  à  la  tangente.  En  effet,  en  appelant 
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R  celte  résultante,  on  aura,  dans  Thypothèse  admise, 
X    <£r        Y    dr       Z    dz 

et  par  suite  <f  (x^y^  z)  =  o, 

112.  La  parlicularité  la  plus  intéressante  du  problème 
que  nous  discutons  consiste  à  déterminer  la  forme  que  la 
corde  doit  prendre  dans  le  cas  d'équilibre,  et  nous  allons 
montrer  comment  on  peut  y  parvenir. 

On  pourrait  reprendre  les  équations 

flx  dx 

—  £/T  -f-  Trf  —  -h  p X^/,c  =  o , 

as  as        ' 

^  rfT  -^  Tr/^  H-  pYdîf  =  o , 
as  as 

dz  dz 

as  ds        ^ 

et  éliminer  entre  elles  T  et  /iT,  ce  (|ui  se  ferait  aisé- 
ment, puisque  nous  avons  trouvé  déjà 

f/T  =  —  p  (X</ar  -f-  Ydy  -hZdz), 
T  =  c  — /p  {Xdx -f-  Y^/  -h  Zdz). 

On  obtiendrait  ainsi  deux  équations  différentielles,  rt,  en 
les  intégrant,  on  trouverait  que  les  coordonnées  x,  r,  ^ 
(Tun  point  quelconque  de  la  courbe  sont  liées  entre  elles 
par  deux  équations  finies  de  la  forme 

F(.r,  r,  2)  =  o,     /{x,  y,  s)=ro, 

({ui  seraient  les  équations  de  la  courbe  que  le  cordon  devra 
nécessairement  former  pour  être  à  l'état  d'équilibre. 
On  peut  aussi  éliminer  d'abord  r/T  entre  les  équa- 
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lions  (3)  prises  deux  à  deux,  et  mettre  pour  T  sa  valeur 
dans  les  équations  résultantes. 
L'élimination  de  dT  donne 

ces  trois  équations  ne  sont  distinctes  qu'en  apparence; 
car,  à  cause  de  la  relation  dT  =  p^Xdx-j^Ydy^Zdzjj 
chacune  se  déduit  des  deux  autres. 

En  mettant  pour  T  sa  valeur  dans  deux  d'entre  elles, 
prises  à  volonté,  et  intégrant,  on  retomberait  encore  sur 
les  équations 

C'est  tout  ce  qu*on  peut  dire  en  général  et  quand  on  ne 
définit  ni  la  densité  p  ni  les  composantes  X,  Y,  Z.' 

Dans  le  cas  particulier  où,  en  chacun  des  points  du 
cordon,  la  résultante  R  des  forces  X,  Y,  Z  est  dirigée  sui- 
vant la  tangente,  le  (il  se  tend  en  ligne  droite.  Alors,  en 
effet,  on  a 

2L  — X  — A. 

t/.r       dy       dz 
fis        ffs        rfs 

par  conséquent, 

flr  ilx  dz  dr  dx  dz 

X  — — -Y— =0,     Y Z  — =  0,     Z— — X  —  =o; 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 

et  les  deux  dernières,  par  exemple,  des  équations  (4) 
deviennent 

dz     dj        dy     dz dx     dz       dz     dx 

ds      ds         ds       ds  '       ds       ds        ds      ds 
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d*où  Ton  déduit  par  rintégration 

équalions  d^iine  ligne  droite.  Ainsi^  dans  ce  cas,  le  cordon 
se  tend  en  ligne  droite;;  ce  que,  d'ailleurs,  on  pouvait 
prévoir  immédiatement  et  sans  calcul. 

La  réciproque  est  vraie,  c'est-à-dire  que  si  le  fil  se  tend 
en  ligne  droite,  c'est  que  la  force  qui  le  sollicite  en  cha- 
cun de  ses  points  est  dirigée  suivant  cette  même  droite; 
voilà  pourquoi  le  fil  à  plomb  donne  la  direction  de  la 
pesanteur,  comme  nous  Pavons  affirmé  n^  59. 

il 3.  Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  donnent 
la  solution  d'un  problème  qui  a  longtemps  occupé  les 
géomètres,  le  problème  de  la  chaînette. 

On  déduirait  sans  trop  de  peine  Téquation  de  cette 
courbe  des  formules  générales  que  nous  venons  d'établir  ; 
mais  il  sera  plus  simple  de  résoudre  directement  le  pro- 
blème. 

La  chaînette  est  la  courbe  sui^anl  laquelle  s'' arrondit 
une  chaîne  pesante  et  parfaitement  flexible,  lorsque  y 
suspendue  à  deux  points  fixes  par  ses  deux  extrémités, 
elle  est  abandonnée  à  elle-même  sous  V action  de  la 
pesanteur.  Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  la  ques- 
tion, nous  admettrons  que  la  chaîne  est  homogène  sur 
toute  sa  longueur.  Toutes  les  forces  qui  la  sollicitent  étant 
verticales,  la  courbe  qu'elle  dessinera  sera  évidemment 
comprise  dans  le  plan  vertical  passant  par  les  deux  points 
fixes.  Prenons  dans  ce  plan  pour  axes  coordonnés  deux 
axes  rectangulaires,  l'un  horizontal  OX,  l'autre  vertical 
OY.  En  solidifiant,  comme  nous  Tavons  fait  dans  le  cas 
général,  un  élément  mm'^  et  répétant  le  raisonnement 
connu,  on  arrive  immédiatement  aux  deux  équations 

(5,      •         („Tf)  =  .,     ./(t±)  =  ,*, 
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et  cette  fois  p  est  une  quantité  constante  sur  toute  la 
longueur  de  la  courbe,  puisqu'on  suppose  la  chaîne  homo- 
gène. Intégrée,  la  première  de  ces  équations  donne 


T  — =  c. 

fis 


Au  point  le  plus  bas,  la  tangente  est  nécessairement  ho- 
rizontale ou   parallèle  à   Taxe  des  .r,    ce   qui  entraine 

— -  =  1 5  et,  en  appelant  Tq  la  tension  en  ce  même  point, 

on  aura  To  =  c;  la  constante  c  représente  donc  la  ten- 
sion au  point  le  plus  bas.  Posons 

a  étant  une  constante  que  nous  apprendrons  plus  tard  à 
déterminer',  nous  aurons 

^dx  ,,   ^      ^       apds 

T— =  ap,     d'où     T  =  -V-' 

(ts  '  dx 

substituant  cette  valeur  de  T  dans  la  seconde  équation  (S), 
il  viendra 

(dy  \  dy  dy 

aù—\'=^ùds      ou      pad--=:ûdsy       ad'i-=ds. 
^  dx  1        ^  dx       ^  dx 

m 

En  représentant  la  dérivée  —  par  j  ,  ou  posant  -y-  =j^, 


on  2L  ds  ■=.  dx  yj  i-^y'*  \  on  aura  donc 


ady'  =z  dx  \/i  -h^*'%     d'où      dx  r=. 


et  en  remplaçant  dx  par  -y? 


ady 


v^i-+-y^ 


-H.7  •■ 
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Intégrées,  les  deux  équations 

donnent 

et  comme  on  a  en  outre 
on  trouvera  de  même 

Admettons  qu^en  choisissant  convenablement  roriginr 
des  coordonnées,  ou  en  la  plaçant  en  un  point  O  que 
nous  apprendrons  bientôt  k  déterminer,  on  ait  fait  dis- 
paraître les  constantes  Ci ,  c« ,  et  ramené  les  équations 
qui  expriment  x  cl  y  en  fonction  de  j^'  à  la  forme  plus 
simple 

Pour  trouver  le  point  où  la  courbe  rencontre  le  nou- 
vel axe  desy,  il  faudra  faire  a:  =  o,  ce  qui  donne  ^=  o, 
^  =  a  ^  ce  point  sera  donc  celui  où  la  tangente  à  la  courbe 
est  horizontale,  ou  le  point  le  plus  bas.  Si  Ton  convient, 
en  outre,  de  compter  les  arcs  à  partir  de  ce  point,  s  de- 
vra être  nul  pour  a:  =  o,  ^  =  a  ;  comme  alors  ;^'=:  o ,  la 
constante  r,  sera  nulle  à  son  tour,  et  Ton  aura 

(7)  sz=ay'. 

En  éliminant  y' entre  les  deux  équations  (6),  on  obtient 


^^^f^^^f^^^ 


I.  I 


y 
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d'où 
et  enfin 


X 

a 


y=.t\?^e     '). 


(8)  -        , 

Telle  est  donc  l'équatk)n  delà  chaineite,  sous  sa  forme 
(ime  la  plus  simple.  Si  Ton  prenait  pour  origine  le  point 
le  plus  bas,  cette  équation  deviendrait 
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équation  qui  renferme  un  théorème  remarquable  qu'on 
peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Varc  de  la  chaînette  compté  à  partir  du  point  le  plus 
bas  fist  le  côté  d^un  triangle  rectangle  dont  l'ordonnée 
fie  r extrémité  de  rare  serait  V hypoténuse,  et  qui  aurait 
pour  second  côté  V ordonnée  du  point  le  plus  bas, 

114.  Il  nous  reste  à  montrer  comment,  étant  donnés 
les  deux  points  de  suspension  A ,  A'  (fig*  26)  de  la 
chaîne  et  leur  distance  mesurée  sur  la  courbe,  c'est- 
à-dire  la  longueur  de  la  chaîne  ou  de  Tare  AA',  on 
pourra  :  i"  déterminer  la  valeur  de  la  constante  £?,  qui 
entre  dans  Téquation  de  la  chaînette^  a"  fixer  la  position 
lie  l'origine  ()  par  rapport  à  la({uelle  Péqnation  de  la 
chaînette  est 


=f(.^_HrO 
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Les  données  de  la  question  sont  donc  la  longueur  /  de 
l'arc  AA%  la  différence  A'F=/i  de  hauteur  des  poinis 
A,  A',  el  la  différence  AP  =  ibde  leurs  abscisses,  en  sorte 
(jue  si  l'on  nomme  (x,  jr)^  (x',  7')  les  coordonnées  des 
points  A  et  A',  on  ait 

Puisque  ces  deux  points  se  trouvent  sur  la  chaînette, 
on  a 

donc 

;     x^ih  x-i-ab  X  X 

>!  =  —  \  e  -+-<?  —  ff— tf 

2   ( 

d*un  autre  côté,  en  nommant  6  le  point  le  plus  bas,  on  a 


=  v/?=^'=-(^"-'    "). 


arc  BA 

2 


arc  BA 

2 

Donc,  puisque  arc.BA' —  arc  BA  =  arc  hh!  =  /,  on  aura 

/  =  — S<p  — e  • — e    -f- e 


Ajoutées  et  retranchées  tour  h  tour,  les  deux  équations 
(fax  expriment  /  et  A,  donnent 

{b)  ae     ^\i— e      ''Jz=l—/i; 

17. 
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et,  en  multiplia lU  membre  à  membre  ces  deux  dernières 
équations  pour  éliminer  x^  on  aura 

/    ai  ^Ob  \  /h  ^b\ 

et  Ton  pourra  calculer  a,  au  moins  par  approximation, 
quand  bj  l  et  h  seront  donnés  en  nombres. 

En  élevant  au  carré  les  denx  membres  de  la  dernière 
équation,  ajoutant  4  a'  et  extrayant  la  racine  carrée,  nous 
avons 

/  i      ^i\      ^ ^ 

nous  prenons  le  second  membre  avec  le  signe  H-,  parce 
que  le  premier  est  toujours  positif.  Si  Ton  ajoute  ensuite 
la  somme  et  la  différence  des  exponentielles,  il  vient 


nae''^  y//»  — A»-»,  v'/'— A'-f-  4«% 


ou  bien,  en  taisant  — =z=.  =  tanc:  ju, 

a&cotu 

smpi  2 


d*où  l'on  lire 


ib  ,1 

=  tang  fx  I  cot  -  yL  ; 


2b 
équation  dans  laquelle    ■  est  toujours  plus  petit 

que  I.  Pour  faciliter  le  calcul  defx,  M.  Broch  a  dressé  la 
Table  suivante,  qui  donne  de  degré  en  degré  la  valeur  de 

tang/uil  cot  7^. 


FaOBLfcHE 
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o« 

langfit  cot3[i. 

f 

langi.Icoli;x. 

f 

atefleoUf. 

I 

0^083  7605 

3.» 

0,770  644o 
0,780  5bai 

6.' 

0,954  ,970 

a 

b.i4i  3637 

02 

62 

0,958  0277 

3 

0.190  8971 

33 

0,790   .180 

63 

0,961   lao. 

4 

o,a34  Sis 

34 

IMT^i 

64 

::^^1 

5 

o,,73  9534 

35 

65 

6 

ZÎT^?^ 

36 

0,8.6  7626 

66 

0,969  6o3n 

l 

37 

0.825  0.6a 

67 

0,973    1722 

0,373  88., 

18 

o,832  9766 
0,840  6S60 
o,848  0643 

68 

0,9,4  6(74 

9 

0,401  6276 

'■) 

69 

0,976  9402 

0  4j4  5;6o 

40 

0,9,9  '4'9 

1, 

0,454  9'78 

4, 

o,855  a..o 

7' 

0,98.    2250 

ti 

0,4,8  848. 

42 

0,86a  ,0,0 

T 

0,983  1919 

i3 

o,5o.  4,38 

43 

0,868  7606 

73 

'4 

0,533     9116 

44 

0,875  .800 
0,881  3,36 

74 

0,986  7800 

iS 

0,543  19.0 

45 

75 

„,j^8  4o44 

i6 

o,5.-,a  6683 

46 

0,887  3486 
0,893  iiao 

76 

0,989  9'90 

\l 

o,58.    .j8ij 

47 

77 

0,99.  323o 

0,598  7393 

48 

0,898  67.4 

78 

0,992  6192 

'9 

,,.0.5  5587 

«!) 

0,904  o3i8 

79 

0,993  8070 

ao 

o,G3i  6396 

5u 

0,909  2008 

80 

0,994889, 

ïi 

0,647  0193 

5. 

0,914  '824 

8. 

0,995  863a 

î3 

0,66.  7,0. 
0,675  90.3 
0,689  45,6 

5a 
53 

0*923  60,2 

82 
83 

0,996  ,367 
0,997  004, 

"4 

54 

0,928  0606 

84 

0,998  .689 

i5 

o.,oi4,.o 

55 

0,93a  34,2 

85 

0.998  7377 

a6 

0,7.4  97.3 

56 

.,936  J,2o 
0.940  4379 

86 

0,999  '860 

;? 

0,736  9850 

57 

8, 

0.999  5436 

0,73s  S,., 

58 

0.944  2500 

eè 

'■.999  7957 
0.999  955" 

29 

0,, 496504 

5'J 

0,947  9'*o 
0,95.  4"59 

89 

3è 

o,,6o  3460 

60 

9» 
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Quand  on  aura  irouvé  [i  par  interpolaiiou  avec  une 
approximation  suffisante,  on  calculera  a  à  Taide  de  Vé- 
quation 

a  =-  tang  f*  ^Z' — A'. 

Enfin,  pour  déterminer  la  position  de  Toriginé  0,  il 
nous  suffira  de  calculer,  par  rapport  à  cette  origine,  les 

coordonnées  x  -h  h.y  H — A  du  milieu  Dde  la  corde  ADA'. 

Reprenons  les  équations 

Si   Ton  multiplie  la  seconde  par  e^  elles  deviendront 

^(,  divisées  membre  à  membre,  elles  donneront 
X      /-f-/i    "T  "T""      '-HA 

,     =—^c  ou      .  =^j_^, 

et  en  tin 

x-h6=:-  I- -. 

2     /  —  h 

Si,  au  lieu  de  les  diviser  Tune  par  Taulre,  on  les  ajoute, 
il  viendra 

^  '  '20 


r"-, 


..{S ,.  r'-) -^ 'Lt-'î) 


'    -     -  //  i 


r"  - 
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leurs 


(*-+*  =)=v. 


s» 

I   .        I  .  I  +e* 


j'H--A  =  -/    ,^ 


a  2 


If"—! 


oaissaut  les  coordonnées  x  +  b  eiy  -h  -A  du  poiut 

eu  D,  on  en  déduira  l'origine  O,  en  menant  par  le  mi- 

D  la  verticale  DE  =^-4-  -A,  et  par  le  point  E  Tho- 

DtaleEO  =  jc-f-i. 

15.  La  chaîne  t  le  jouit  d'un  grand  nombre  de  proprié- 
]iii  ont  été  successivement  mises  en  évidence  par  les 
oètres.  Mous  pouvons  à  peine  en  indiquer  quelques- 

'  Nous  avons  déjà  vu  qu*elle  est  recti fiable,  ou  que 


*  L'aire  ou  la  surface  A  du  segment  BOPM  (Jig*  ay) 
fjdx\  or  Téquation  diiléren délie  de  la  chaiuette  est 


as. 


^  Y^  —  fl'  .  ady 

y  =  — »      ou     «tr=  -==:> 

>n  a,  par  conséquent, 

le  met  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que  l'aire 
*M,  comptée  à  partir  de  OB,  s'évanouit  poury  =  a  ;  on 
ne  urf  =  BOPM  =  OB.BM,  c'est-à-dire  que  l'aire  A 
gale  au  rectangle  construit  sur  l'ordonnée  constante 
ît  sur  Tare  BM. 
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3^  Le  volume  V  de  révolu  lion  engendré  par  le  seg- 
ment BOPM  est  Tzfy^dx]  or 

Jydx  =  as ,       ydx  =  ads  ; 
donc 


a 


V  =:  'Kfjr^dx  =r  2ir  -  Jydi. 


2 


Mais  iTzfyds  est  Taire  de  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  Tare  BM  ;  en  la  nommant  5,  on  aura 


v=f.ç. 


ce  qui  établit  entre  la  surface  et  le  volume  de  révolutiou 
une  relation  analogue  à  la  relation  A^=.as  qui  existe  entre 
Tare  générateur  et  Faire  plane  correspondante. 

4°  Dans  la  chaînette,  le  rayon  de  courbure  R  est  par- 
tout égal  à  la  normale  N.  En  effet,  d'une  part  la  nor- 
male N  a  pour  valeur 


«=V'-^fêy=v 


y^  —  a^       y' 

I  -f- 


a*  a 


de  l'autre   le   rayon   de  courbure  R  est  donné  par  Té- 
quation 


donc  Rr=N. 

y' 


■"  -  a 


5^  La  chaînette  se  construit  sans  peine  par  {)oints, 
au  moyen  de  deux  logarithmiques.  Construisons  en  effet 
les  deux  logarithmiques  ayant  pour  équations 


a  o 


Prenons  le  milieu  m  de  la  droite  MiM'  (.A>.  28)  qui  passiî 
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par  deux  points  des  logarithmiques  situés  sur  uuc  même 
parallèle  MP  a  Taxe  OY,  le  point  m  sera  un  point  de  la 
chaînette  *,  car  on  a 

P«=PM'-f-M'iit=M'P-hi(MP— M'P)  =  -(M'P-f-MP) 


/    X  x\ 


ce  qui  est  bien  Tordounée  d'un  point  de  la  chaînette. 

6*^  Cherchons  enfin  le  centre  de  gravité  d'un  arc  et 
d^uu  segment  de  chaînette.  En  prenant  pour  origine  le 
point  le  plus  bas,  B  (/igr.  27)^  l'équation  delà  courbe  sera 


^=^«+^(,=+,  0' 


eleu  comptant  les  arcs  à  partir  de  ce  même  point  B,  les 
coordonnées  ^,  ri  du  centre  de  gravité  de  l'arc  compris 
entre  le  point  B  et  le  point  M  qui  a  pour  coordonnées 
X,  j,  seront  données  par  les  équations 


djn 


!?■   £'( 


X  X 

a     ,     ^     a 


dx 


Or 


]^^x\^^^e     *')(lj:=ax\f''  —  r      V^a\e"^'?.^r     '') 


r—  2  X  ^  y  '  -h  2  ^n  4-  ?,  (n  , 
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£ y\?  +  e~ ')  d*=  -  a  j^    \?+e~') 


flx 


-f- (j- 4- fl)  >/^' +  2û7-h«x 
OU  aura,  par  conséquent, 

Ç  =X 1  =X y 

la  ax  y        a        ax 


Pour  le  segment  M' BM,  on  a 


-t-jr 


__      o  •/—j- 


__SSldxdy__ 


dx   j    ydy 


ffdxdr  ^y         r+^ 


f  ''  y 


fix 


dx 
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mais 

i     djr    I         xdx  =  O , 
ydy  I       <£r  =  a  I     xydy 

=fx a^x afy— 3a)v(r'-f-2ûr, 

2  2 

1  dy  f     fix^jtf    xdy  =  2,xy—aÇ     L"  2 -|- <? **  H- ^  "^  J 

^M         •/— X  «/o  «/O 

i  

=  2J?j^-t-  2ax  —  ia  ^y^-^  2ûj, 

L 

et ,  par  consëqueot , 

j^jT fl'x (r  — 3rt)  \^y^ -^lay 

=  0,  >î= y     , 

2  Jfj^  H-  2û  j:  —  2a  \y^-\-  7.ay 

Dans  uos  leçons  de  calcul  des  variations,  nous  établissons 
d'autres  propriétés  intéressantes  de  la  chaînette.  On  tombe, 
CQ  effet,  sur  son  équation  quand  on  cherche  :  i^  page  204, 
^elle  est  la  courbe  plane  par  laquelle  il  faut  unir  deux 
points  donnés,  pour  que  la  surface  engendrée  par  sa 
Isolation  autour  d'un  axe  donné  soit  un  minimum; 
^^page  214)  entre  toutes  les  courbes  de  même  longueur, 
quelle  est  celle  qui  par  sa  révolution  autour  d'un  axe 
donné  engendre  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  surface; 
^^  page  257,  de  toutes  les  courbes  menées  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  dont  le  centre  de  gravité 
^t  le  plus  bas  possible,  etc. 

116.  Coriolis  a  considéré  le  premier  le  cas  où  Tépais- 
*Pur  de  la  chaîne  pesante  et  parfaitement  flexible  varie 
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d'un  point  à  Tautre  proportionnellement  à  la  teo 
ce  qui  est  le  cas  d'une  chaînette  d*égale  résistance  n*oi 
pas  plus  de  chance  de  rupture  en  un  point  qu'en  un  i 
Désignons  par  p  le  rapport  entre  le  poids  d'uu'éU 
ds  et  sa  longueur,  par  T  la  tension,  dont  la  valei 
point  le  plus  bas  B  (fig>  29)  sera  Tq.  Représentons 
Q\y  des  coordonnées  horizontale  et  verticale.  On 
pour  réquilibre  en  un  point  M  quelconque  de  la  coi 

Tiniégrale  commençant  au  point  le  plus  bas  de  la  a 
où  Ton  a  dj  ==  o.  Ces  deux  équations  donnent 


dy 
d,i 


ly Ç P^       d^y  p  ds 

Tr  ~  J  "ï;  '    11?  '^Y.di' 

Par  la  condition  d'égale  résistance,  on  doit  avoir 

T  -  ap, 
a  étant  une  constante;  Téqualiou  de  la  courbe  sera 

d^X  _    T"    ds 
Hj?  "~"  TT^dx 

Remettant  pour  T  sa  valeur  tirée  de  la  première  des 
tiens  qui  précèdent,  on  aura 

d^y  __  d^ 

ou  bien,  en  posant  -f-  =j'  , 

dy'  .         dx  dv' 

dx  ^  ^    '       „  1  H-  /- 

En  prenant  pour  origine  des  x  le  point  le  plus  bas 


PmOBLÊME  DE  LA  CHAINETTE.  269 

courbe,  et  cii  întëgrant  k  parlir  de  ce  point  pour  lequel 
*  =  u,  jr'=  o,'  on  trouve 

-  =  arc  tang  y\     ^-'  =  ^  =:  tang  -• 

Intégrant  encore  à  partir  du  point  le  plus  bas  que  Ton 
prendra  pour  origine  des  y  y  on  obtiendra 

i  =  ! î     ou  bien     c"  co»  (  -  )  =  i . 

tî  X  \aj 


cos  — 
a 


•Telle  est  Téquation  de  la  chainelte  d'égale  résistance, 
rapportée  à  son  point  le  plus  bas  pris  pour  origine  des 
coordonnées.  La  valeur  de  la  constante  a  résultera  de  la 
relation  T=  ap.  En  rappliquant  au  point  le  plus  bas,  on 
aT|  =  ap^*  Ainsi,  en  concevant  une  portion  de  chaîne 
ayant  Tépaisseur  constante  qui  existe  au  point  le  plus 
bas,  a  sera  la  longueur  qu*il  faudra  donner  à  cette 
portion  de  chaîne  pour  que  son  poids  ap^^  soit  égal  à  la 
tension  Tq  au  point  le  plus  bas,  ou,  c(^  qui  revient  au 
même,  à  la  composante  horizontale  de  la  tension  aux 
points  d'attache  A  ou  A^  La  plus  grande  abscisse  de  cette 

courbe  répond  à  j^'=  -?  ou,  puisque 

X  ^        X  Tt 

r=  tang  —  ?      a     -  = --» 
^  a  n        '?. 

Jonc  la  limite  X  de  xou  la  demi -largeur  de  la  courbe  sera 

-.  TT         To  :r 

X  =  «  -  = • 

Cette  limite  est  telle,  qu'une  chainc  ayant  celle  demi- 
largeur  pour  longueur  et  la  même  force  qu'au  point  le 

plus  bas  aurait  pour  poids -T©;  la  hauteur  cprrespon- 
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danle  est  j'  =:  oo  .  Doue  la  courbe,  quelle  que  soit  la  lon- 
gueur de  la  chaîne,  n'atteindra  jamais  la  Targeur  ra,  qm 
est  ainsi  ui)e  limite.  Si  Ton  veut  avoir  l'épaisseur  p  delà 
chaîne  en  fonction  de  Tabscisse,  on  trouve 

'         a        a  ax        a  x 

a  co»  - 
a 

On  peut  remarquer  qu'en  appelant  a  Tangle  que  fait  la 
tangente  à  la  courbe  avec  Taxe  des  x  ou  arc  tang  y',  on  a 
l'équation 

/la  =7  jr.  • 

Par  conséquent  Tare  de  cercle  décrit  du  point  C  comme 
centre  avec  le  rayon  a,  et  compris  entre  Taxe  des  x  et 
une  parallèle  CN  à  la  tangente  au  point  M,  sera  ^al  à 
rabaisse  de  ce  point  M. 


IIL1BRE    U  1:N    SYSTÈME    A    LMISOPfS    gUELCOMQliKS.      U^  1 
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berehe  des  équatîoos  générales  d^équUibre  d*un  système  de  points 
latérielt  assujettis  à  des  liaisons  quelconques  et  sollicités  par  des  forces 
■sai  quelconques  — Cas  où  il  n*existe  entre  les  points  qu'une  seule 
aiaon. — Cas  où  le  nombre  des  liaisons  est  quelconque.  —  Principe 
Bs  ^tessea  virtnelles. 


Ii7.  Considéron.s  un  système  de  points  matériels 
A! y  A" y . . .  sollicites  par  certaines  forces  ]  si  ces  points 
tëriels  sont  libres  et  indépendants  les  nns  des  autres,  il 
a  nécessaire,  pour  réc(uilibre,  qu'après  avoir  réduit  à 
e  résultante  unique  toutes  les  forces  appliquées  à  cha- 
s  point,  on  trouve  chaque  résultante  égale  à  o;  mais  si 
mêmes  points  sont  assujettis  k  certaines  liaisons,  comme 

I  liaisons  opposeront  au  mouvement  du  système  cer- 
nes résistances,  il  ne  sera  plus  nécessaire  pour  Téqui- 
re  que  la  résultante  des  forces  appliquées  à  chaque 
int  s'évanouisse. 

II  s^agit  ici  de  faire  voir  comment  on  peut  déduire  les 
rmules  d'équilibre  de  la  nature  des  liaisons  supposées 
Dnues.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  particulier  oii 
n'existe  qu'une  seule  liaison  représentée  par  une  seule 
nation  entre  les  coordonnées  des  différents  points;  nous 
literons  ensuite  le  cas  général  où  les  liaisons  sont  en 
>mbre  quelconque. 

Supposons  donc  que  les  différents  points  se  trouvent 
sujettis  à  une  seule  liaison.  Soient  dans  cette  hypo- 
lèse  JC,j^,  Zy  x\  y\  z',  etc.,  les  coordonnées  rectangu- 
ires  des  différents  points  A,  A',  A".  .  .  ,  P.  P',  P'  les 
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forces  qui  leur  sont  appliquées,  réduites  pour  chaque 
point  aune  résultante  unique;  et  enfin 

(I)  L  =  o 

Téquation  de  condition  qui  exprime  la  liaison  donnée, 
L  étant  une  fonction  des  variables  x^y^  z^x\y\  z\  etc. 
Nous  disons  que  l'équilibre  pourra  s'établir  au  moyen  de 
la  liaison,  sans  que  la  force  P  s'évanouisse,  et  même  en 
général  quelle  que  soit  Tîntcnsité  de  cette  force.  Pour  le 
démontrer,  commençons  par  imaginer  que  Ton  fixe  tous 
les  points  du  système,  à  Texccption  du  point  A  qui  a  pour 
coordonnées  x,  y^  z^  et  qu'en  même  temps  on  supprime 
les  forces  P',  P". . . ,  appliquées  aux  points  A',  A". . .  •Les 
coordonnées  x^y^  z  demeurant  seules  variables  dans  l'é* 
quation  L  =  o,  la  liaison  exprimée  par  cette  équation 
n'aura  plus  d'autre  efl'et  que  d'assujettir  le  point  A  â 
rester  constamment  sur  une  certaine  surface  courbe;  et  si 
cette  surface  présente  une  résistance  indéfinie  ,  comme  la 
résistance  a  lieu  suivant  la  normale,  il  suffira,  pour  que 
la  force  P  ne  trouble  pas  l'équilibre,  qu'elle  soit  elle- 
même  dirigée  perpendiculairement  à  celte  surface. 

Supposons  maintenant  que  Ton  restitue  an  second 
point  A'  sa  mobilité  primitive.  L'équilibre  sera  troublé 
en  général,  cl  le  système  des  deux  points  se  mettra  en 
mouvement.  Mais  il  est  clair  qu'on  pourra  toujours  em- 
pêcher ce  mouvement  parle  moyen  d'une  nouvelle  force  P 
appliquée  au  point  A'  dans  une  certaine  direction.  La 
force  P  étant  choisie  comme  on  vient  de  le  dire,  resti* 
tuons  encore  au  j>oint  A''  sa  mobilité  primitive.  Pour  re- 
tenir ce  troisième  point  à  sa  place,  il  suffira  évidemment 
de  lui  appliquer  une  troisième  force  V"  dans  une  direc- 
tion déterminée.  En  continuant  de  mrme,  on  conclura 
définitivement  que  tous  les  points  redevenus  mobiles  et 
liés  seulement  par  l'équation  li  =  o  pourront  être»  main- 
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tenus  en  équilibre  à  Taîde  de  certaÎDCs  forces  P,  F,  F'... 
appliquées  à  ces  mêmes  points  suivant  des  directions 
données.  Dans  ce  cas,  la  direction  de  chaque  force  sera 
perpendiculaire  à  la  surface  que  son  point  d'application 
est  obligé  de  décrire  en  vertu  de  Téquation  L  =  o,  lors- 
qu'on fixe  tous  les  autres  points  du  système.  De  plus, 
l'intensité  d^une  force  P  pourra  être  choisie  arbitr^^ire- 
ment,  mais  les  intensités  de  toutes  les  autres  forces 
dépendront  nécessairement  de  l'intensité  de  la  pre- 
mière. 

Pour  appliquer  ces  principes  à  un  exemple,  concevons 

^ue  le  système  donné  se  compose  seulement  de  deux 

points  A,  A'  sollicités  par  les  forces  P,  F,  et  liés  par  une 

droite  AAMe  longueur  invariable;  auquel  cas  l'équation 

Li  =  o  sera  de  la  forme 

(a:—  a/ )*  +  (/— y)'  4.(2  — z')>=  constante. 

^lors  si  Ton  vient  à  fixer  le  point  A',  le  point  A  ne  pourra 
plus  se  nlouvoir  que  sur  la  surface  d'une  sphère  décrite 
du- point  A'  comme  centre  avec  AA'  pour  rayon;  par 
suite,  pour  que  le  point  A  demeure  en  repos,  la  force  P 
devra  être  perpendiculaire  à  la  surface  de  la  sphère,  et 
par  conséquent  dirigée  suivant  le  rayon  AA^  ou  suivant 
son  prolongement.  Comme  on  peut  faire  un  raisonnement 
semblable  à  l'égard  de  la  force  P',  il  est  permis  de  con- 
clure que,  dans  le  cas  d'équilibre,  chacune  des  forces  P,  P' 
agira  suivant  la  droite  A  A'  prolongée  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre.  De  plus,  afin  que  la   tendance  de  cette 
droite  au  mouvement  reste  la  même  dans  les  deux  sens 
il  sera  évidemment  nécessaire  que  les  deux  forces  P  et  P' 
aient  les  mêmes  intensités  et  agissent  en  sens  contraires. 
Réciproquement,  si  les  forces  P,  P'  sont  égales  et  agissent 
en  sens  contraires,   suivant  la  droite  A  A',   il  est  clair 
qu'elles  se  feront  équilibre  aux  extrémités  de  cette  ligne. 
I.  18 
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118,  Revenons  maintenant  au  cas  où  plusieurs  points 
Â,  A,  A'^, . . .,  se  trouvent  assujettis  à  une  liaison  repré* 
sentée  par  Téquation  L  =  o.  Soient  toujours  x^  y^  «, 
j/,  y^j  z', . . .  les  coordonnées  de  ces  points,  P,  P,  P",... 
les  forces  qui  leur  sont  appliquées,  et  désignons  par 
X,Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc.,  les  projection^  algébriques  des 
forces  P,  P,  P',.*-  sur  les  axes  des  x,  des  j^  et  des  z.  Cha- 
que force  devant  être  perpendiculaire  à  la  sui-facc  que  son 
point  d'application  doit  décrire,  en  vertu  de  la  liaison 
L  =  o,  lorsque  tous  les  autres  points  deviennent  iixes,  on 
aura  nécessairement 


(S)  (f  )  (ï) 

(2)  \      X^     _     Y^      _      Z' 

\d^)        W)        \^z') 


» 


et  par  suite 

(U  (iy  dz 

(3)  •'x'=V^,  Y'=V^,  Z'=V^, 

dx  dy'  €tz 


X,  X',  etc.,  désignant  des  coefficients  dont  le  premier  dé- 
pendra de  Tintensité  de  la  force  P,  le  second  de  l'inten- 
sité deP',  etc.  De  plus,  comme  Tîntensi lé  de  la  force  P 
est  une  quantité  arbitraire,  mais  de  laquelle  dépendent 
nécessairement  les  intensités  des  forces  P,  P', . .  •,  il  est 
clair  qu'on  pourra  choisir  à  volonté  la  valeur  du  coeffi- 
cient Â,  mais  que  la  valeur  de  a  étant  donnée,  celles  de 
X',  X'', . . .  devront  s'en  déduire  immédialrmenl.  Pour  dé- 
couvrir la  relation  qui  existe  entre  X'  et  X,  supposons  que 
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tons  les  points  deviennent  fixes,  à  Texccption  des  deux 
points  A  et  A^;  alors  ces  deux  points  restant  seuls  mobiles, 
si  la  liaison  L  =  o  a  pour  effet  de  les  maintenir  constam- 
ment à  la  même  distance  Tun  de  Fautre,  il  faudra  que  les 
forces  P)  P  soieat  égales  et  dirigées  en  sens  contraires, 
on,  en  d^autres  termes,  que  Ton  ait 

(4)  X'=— X,     Y'=  — Y,     Z'  =  — Z. 

Or,  dans  la  même  hypothèse,  Téquation  L  =  o  se  rédui- 
sant à  la  forme 

(  JT  —  .r')»  -h  (  ^  — y  )»  -f-  (*  —  ^)'  =  consunte , 
on  en  coRclnra 

^^      S?"""      dx'    dy  "^      df'    dz'^      dz' 

Par  suite,  les  formules  (3)  donneront 

X=:X— t^»  Y  =  X— r-j  Z  ==  X  — 7- > 

dx  dy  dz 

''^      ^'=-4'^,     Y'=_v£t,     Z'^-V'±, 

•   dx  dy  dz 

et  les  valeurs  dé  X,  Y,  Z,  X^  Y',  Z',  vérifieront  les  équa- 
tions (4)  si  Ton  a 

V=  \. 

Supposons  maintenant  que  dans  le  cas  où  les  points  A, 
A'  restent  seuls  mobiles,  la  liaison  L  =  o  n'oblige  plus 
ces  deux  points  i  rester  constamment  à  la  même  distance 
l'un  de  l'autre,  on  pourra  joindre  à  la  liaison  L  =  o  celles 
qu'on  éublit  entre  les  deux  points,  en  les  unissant  par 
une  droite  invariable,  et  fixant  le  milieu  de  cette  droite. 
Cela  posé,  si  Ton  désigne  paiwi,  fe,  c  les  coordonnées  du 
point  milieu  et  par  D  la  longueur  de  la  droite,  on  aura 

18. 
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rnlre  les  six  variables  ar,  y,  ^,  ''^\y^  *'  l^s  cinq  équations 

L=rO,      .r-f-x'=2fl,      j4-j'=7,/;,       Z-H2'=:ar, 
(.r  -  x')»  -h  (jr  -  /)»-h  (2  -  2')'  =  Z>% 

dont  la  dernière  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

{a  -  xy  -*-  {b  —  j)»4-  (c  —  zY  =  ~ 

En  vertu  de  ces  équations  au  nombre  de  cinq,  les  posi- 
tions des  points  Â,  A^  ne  seront  pas  complètement  déter- 
minées ;  mais  ces  points  devront  décrire  deux  courbes  cor- 
respondantes tracées  sur  la  surface  d*une  même  sphère, 
de  manière  à  se  trouver  situées  aux  extrémités  d'yn  même 
diamètre;  et  sur  ces  courbes,  les  cordes  correspondantes, 
et  par  suite  les  tangentes  menées  par  des  points  corres- 
pondants, seront  évidemment  parallèles.  Si  Ton  suppose 

la  courbe  décrite  par  le  point  A  en  particulier  sera  déter- 
minée par  le  système  des  deux  équations 

I/(x,  V,  Z,  2fl  — X,  9.0—  y,  2C  — z, .  .  .)  =  o, 
7)' 
(a  _  ^ V  +  (6  -  v)'+  (c-zY=  j. 

De  plus,  si  Ton  décompose  la  force  P  en  deux  autres. 
Tune  p(Tpendiculaire  à  la  courbe  que  peut  décrire  le 
point  A,  Tautre  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette  courbe, 
la  force  perpendiculaire  étant  incapable  de  produire  au- 
cun effet,  on  pourra  en  faire  abstraction,  et  ne  considéitîr 
que  la  foi:ce  dirigée  suivant  la  tangente.  On  pourra  de 
même  remplacer  la  force  P'  par  sa  composante  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  que  peut  décrire  le  point  A'.  Cela 
posé,  comme  les  points  A,  A' sont  situés  à  Textrémilé 
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d'une  même  droite  invariable  dont  le  milieu  est  fixe,  et 
que  les  tangentes  menées  par  ces  points  aux  courbes  qu'ils 
peuvent  décrire  sont  parallèles,  il  est  clair  que  les  forces 
dirigées  suivant  ces  tangentes,  pour  maintenir  en  é(]ui- 
libre  les  points  A,  Â^  doivent  être  égales  et  agir  dans  le 
même  sens  ^  ce  qui  exige  que  les  forces  P,  F  respective- 
ment multipliées  par  les  cosinus  des  angles  que  forment 
leurs  directions  avec  la  direction  de  Tune  des  tangentes 
prolongée  dans  un  sens  déterminé,  fournissent  des  pro- 
duits égaux  et  de  même  sigqe.  Or  la  tangente  à  la  courbe 
que  peut  décrire  le  point  Â,  prolongée  dans  un  certain 
sens,  forme  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour  cosinus 

dx  dy  dz 


^dx"^  dy"  +  dz^         ^dx"  -+-  dy^  H-  dz^         ^Jdx^  -h d}^  H-  di"  * 

tandis  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  mêmes 
axes  par  les  directions  des  forces  P,  V  sont  respective- 
ment 

X     y     z        X'     Y'     z' 
p'    p^'    p'       P''    p''    p'^' 

par  suite,  les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  direc^ 
tion  de  la  tangente  et  celles  des  forces  P,  P  seront  respec- 
tivement égaux,  le  premier  à 


Hdx-^r^dY  -f-  Zdz 
Vsldx^-\-dy-{-dz^ 


et  le  secoud  à 


Jj'dx-^Vdy-k-Z'dz 
V  ^dx*  4-  dy'  H-  dz*  * 

En  multipliant  le  premier  par  P,  le  second  par  P,  et  éga- 
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entre  les  six  variables  x^y^  z,  ^\yt  «'  les  cinq  équations 

L  =  0,     .r-|-x'=2fl,     y -^  y' z=z 'y.h ^      z4-s'=ar, 
{t.  -  x')»  -h  (jr  -  y  )'  +  (^  —  ^'  )'  =  ^% 

dont  la  dernière  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

{a  -  xf  H-  {h  -  j)»-|.  (c  —  z)»  =  :^'. 

En  vertu  de  ces  équations  au  nombre  de  cinq,  les  posi- 
tions des  points  Â,  A'  ne  seront  pas  complètement  déter- 
minées ;  mais  ces  points  devront  décrire  deux  courbes  cor- 
respondantes tracées  sur  la  surface  d'une  même  sphère^ 
de  manière  à  se  trouver  situées  aux  extrémités  d*yn  même 
diamètre  ;  et  sur  ces  courbes,  les  cordes  correspondantes, 
et  par  suite  les  tangentes  menées  par  des  points  corres- 
pondants, seront  évidemment  parallèles.  Si  Ton  suppose 

la  courbe  décrite  par  le  point  A  en  particulier  sera  déter- 
minée par  le  système  des  deux  équations 

I/(jr,  j,  2,  2fl  — X,  7.b  —y,  2c  — z, .  .  .)  =  o, 

De  plus,  si  l'on  décompose  la  force  P  en  deux  autres. 
Tune  perpendiculaire  à  la  courbe  que  peut  décrire  le 
point  A,  l'autre  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette  courbe, 
la  force  perpendiculaire  étant  incapable  de  produire  au- 
cun effet,  on  pourra  en  faire  abstraction,  et  ne  considéi^r 
que  la  for^e  dirigée  suivant  la  tangente.  On  pourra  de 
même  remplacer  la  force  P'  par  sa  composante  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  que  peut  décrire  le  point  A'.  Cela 
posé,  comme  les  points  A,  A' sont  situés  à  Textrémité 
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d'une  même  droite  invariable  dont  le  milieu  est  fixe,  et 
que  les  tangentes  menées  par  ces  points  aux  courbes  qu'ils 
peuvent  décrire  sont  parallèles,  il  est  clair  que  les  forces 
dirigées  suivant  ces  tangentes,  pour  maintenir  en  é(]ui- 
libre  les  points  A,  Â^  doivent  être  égales  et  agir  dans  le 
même  sens  ;  ce  qui  exige  que  les  forces  P,  F  respective- 
ment multipliées  par  les  cosinus  des  angles  que  forment 
leurs  directions  avec  la  direction  de  Tune  des  tangentes 
prolongée  dans  un  sens  déterminé,  fournissent  des  pro- 
duits égaux  et  de  même  sigije.  Or  la  tangente  à  la  courl)e 
que  peut  décrire  le  point  Â,  prolongée  dans  un  certain 
sens,  forme  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour  cosinus 

dx  dy  dz 


^dx^-i-  dy^  4-  dz^         ^dx"  -+-  dy""  -f-  dz^         ^Jdx^  -\-dy^  -f-  dz^  * 

tandis  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  mômes 
axes  par  les  directions  des  forces  P,  P  sont  respective- 
ment 


X     X     z        ^'     I!     ?1 

p  '       p  '      p  '  P'  '      p'  '      p' 


par  suite,  les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  direc- 
tion de  la  tangente  et  celles  des  forces  P,  P  seront  respec- 
tivement égaux,  le  premier  à 


Xdx  -hYtiy  4-  Zdz 
V  \l dx' -\- dy^ -\- dz" 


et  le  second  à 


H'dx-^Vdy-irZ'dz 
P'  ^dx*  -4-  dy^  H-  dz^  * 

En  multipliant  le  premier  par  P,  le  second  par  P,  et  éga- 
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les  produits,  on  trouTera 


Xdx-^Ydr  -hZiiz  =  ^'djr-hY'iiY  -^Z'iiz. 

ans  cette  dernière  équation  on  remet  pour  X,  T,  Z, 
Y',  Z'  leurs  Talenrs  tirées  des  formules  (3),  elle  de- 
idra 


llenrs,  en  difTérentiant  la  première  des  équations  (7), 
conclnt 


ir         ^  dr    '    ^  dz  d£        ^  dy'    -   ^  d^      * 

c,  par  suite,  on  aura  généralement 

trouTera  de  même  À  =  1*^,  1  =  X**, .  , . .  Cela  posé,  le^s 
lations  (3)  prendront  la  forme 

l'on  en  conclura 

X  Y  Z 


\  is)  {t\  m 


Z' 


I      |î^)      (£!:\      |^\ 

V.ir'         Uy}         \rf,') 

>nc.  jx>ui  quil  y  ait  équilibre  eiUre  les  forces  P,  V- 
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P",. . .,  dans  le  cas  où  leurs  poiuts  d'application  A,  A', 
A^,. . .  se  trouvent  assujettis  à  la  seule  liaison  L  =:  o,  il 
est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  projections  algébriques 
de  ces  forces  sur  les-  axes  des  coordonnées  soient  res- 
pectivement proportionnelles  aux  dérivées  de  la  fonc- 
tion L,  prises  par  rapport  aux  variables  a:,  y^  z,  a/,  j', 
z^,. . . .  Alors^  si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  points 
A,  A',  A^, . . . ,  la  formule  (9)  fournira  'in  —  1  équations 
distinctes,  qui  seront  précisément  les  équations  d'équi- 
libre. Ajoutons  que  les  résistances  opposées  par  la  liai- 
son L  =  o  aux  mouvements  des  points  A,  A',  A'',..» 
seront  employées  à  détruire  les  forces  P,  P',  P', ....  Donc 
ces  résistances  seront  égales  et  directement  opposées  aux 
forces  dont  il  s'agit.  Donc  les  projections  algébriques  de 
CCS  résistances  sur  les  axes  coordonnés  seront  «espective- 
ment  égales  aux  seconds  membres  des  équations  (8) 
prises  avec  le  signe  — ,  c'est-à-dire  aux  quantités 

'  {U  dy  dz  dx'  df  ilz' 

119.  Pour  montrer  une  application  des  principes  que 
lous  venons  d'établir,  supposons  qu'en  vertu  de  ré<]ua- 
îon  L  =  o  la  somme  des  distances  AA',  A' A'',  A"A'",."> 
respectivement  comprises  entre  les  points  A,  xV,  A'', . . . , 
'anges  dans  un  certain  ordre,  doive  demeurer  constante. 
Dans  cette  hypothèse,  l'équation  L  =  o  pourra  être  rc- 
Drésentée  sous  la  forme 


^(y-x)'^-(y-J)^-^(z'~s)' 

-h  v/(x"  — x' )»-+-(/'— y  j'-*-  (-"  — îî'J*  -h  . . .  =  consume  ; 
L*t  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


,   ,    ,i  Von  décompM^I 

\,  force  verEC"''„(..„e| 
,,oe  U  f""".  ,.,,,  la  (otco  VI 
Uwne»»"       ,,.,  ,,o-,r.ls  A,) 
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e  cas  où  leurs  pointa  d'application  A,  A', 
ivent  assujettis  i  la  seule  liaison  L  ^  o,  il 
et  il  suffit  que  les  projeclious  algébriques 
sur  les-  axes  des  coordonnées  soient  res- 
roportioiinelles  aux  dérivées  de  la  fouc- 
lar  rapport  aux  variables  a:,  y,  z,3f^y', 
si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  points 
la  formule  (9)  fournira  3  n  —  1  équations 
seront  précisément  les  équations  d'équi- 
que  les  résistances  opposées  par  la  liai- 
mouvements  des  points  A,    A',  A*,... 

s  Â  détruire  les  forces  P,  P,  P" Donc 

seront  égales  et  direciemenl  opposées  aux 
'agit.  Doue  les  projections  algébriques  de 
lur  1««  axes  coordonnés  seront  Kspective- 
LX  seconds  membres  des  équations  (8) 
gne  — ,  c'est-à-dire  aux  quantités 

.^-,_xl!;, -.'}■;, ->'iL:,_i,f^,... 

(ly  dz  djc'  dy  tu 

lontrer  une  application  des  principes  que 
itablir,  supposons  qu'en  vertu  de  l'éqiia- 
onune  des  dislances  AA',  A' A",  A"A"',..., 
comprises  entre  les  points  A,  A',  A", . . . , 
certain  ordre,  doive  demeurer  consiautc. 
ithèsc,  l'équation  L  =  o  pourra  être  rc- 
la  forme 

'--r  )'  +  (•■-  =  !' 

(j"— _j-'i'+  (s"  —  ;'}'  +  ...  ^constante; 
pour  abr^er, 

(-^—^?+ (/-/>'  +  ('' -"^- 
(■r"-.r'"r  +  (y'-/)'-t-('"-^?. 
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la  formule  (9)  deviendra 

X  Y  Z 


X'  Y'  Z' 


"""         /  tu  ^'**         /  I  Et  ~~~       /  EU    ^"^  •  •  •     " 

X — X      X — X         Y — Y      Y — y         z — z      z — z 

En  égalant  les  trois  premières  iraclions  entre  elles,  on 
trouve 

X  Y  Z 

::7  =• 7  = T' 

X—  X        y  —  X         z — z 

et  Ton  en  conclut  que  dans  le  cas  [d'équi libre  là  force  P 
est  nécessairement  dirigée  suivant  la  droite  AA'.  En  éga- 
lant les  tffois  fractions  suivantes,  on  trouve 

X'  Y'  Z' 


x^  — j:       x'  — a?"       y^x      y  —y       z'-^       z'^z" 


et  comme  on  a  nécessairement 


[j,"  ^xY  -4-  [f—y)^  -4-  (^^^ — a^)' 


=:  I 1=0, 


on  devra  avoir  évidemment 


\    =0, 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

X'    x"  — x'       Y'    /'  — y        21     z'^  —  z' 
p/  jj'  P'  /"  P'         r" 

Celle  dernière  équation  exprime  que  la  force  P'  forme 
*Vcc  les  deux  droites  A  A',  A' A'''  des  angles  égaux.  De 
plus,  comme  en  prenant  pour  plan  des  ocj  celui  qui  ren- 
ferme ces  deux  lignes,  on  a  z  =  o,  ^'  =  0,  z"=o,..., 
'(  par  conséquent  Z/  =  o,  il  est  clair  que  la  direction  de 
^  force  P  est  comprise  dans  le  plan  de  ces  mêmes  droites , 
-lie  est  donc  dirigée  de  manière  à  diviser  Tangle  des 
Iroites  AA',  A'A"  en  deux  parties  égales. 

On  se  trouverait  conduit  aux  mêmes  conclusions  par  la 
géométrie,  en  observant  que  la  force  P'  doit  être  perpen- 
liculaire  h  la  surface  que  le  point  A'  est  obligé  de  décrire 
|uand  il  demeure  seul  mobile.  En  effet,  dans  cette  hypo- 
lièse,  il  ne  reste  de  variable  que  les  longueurs  AA',  A'A", 
lent  la  somme  doit  être  constante.  Le  point  A'  décrit 
lonc  alors  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  points 
[ixes  A^,  A'^  sont  précisément  les  deux  foyers;  et  la 
Force  P^  devant  être  normale  à  Tellipsoïde,  et  par  consé- 
quent à  Tellipse génératrice,  divisera  nécessairement  Tan- 

gle  formé  par  les  rayons  vecteurs  menés  aux  foyers  en 

deux  parties  égales. 

120.  Considérons  actuellement  desforces  P,^,  P", .  . . 
dont  les  points  d'application  A,  A',  A'', . . .  soient  assu- 
jettis à  des  liaisons  quelconques.  Soient  toujours  x^jr^  z, 
"^9  j^',  z',. . .  les  coordonnées  de  ces  points*,  X,  Y,  Z, 
X',  Y',Z' , . , .  les  projections  algébriques  des  forces  P,  P', . . . 
siir  les  axes  coordonnés ,  et  supposons  que  les  diverses 
liaisons  soient  exprimées  par  les  équations 

(»i)  L=o,     M  =  o,     N:=o,..., 
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Ly  M,  N, . . .  désignant  des  fonctions  des  variables  x, 
x'jj\  z'. . ..  Si  Tëquilibrc  a  lieu  en  vertu  des  Ks 
données  entre  les  forces  P,  P',  P'', . . . ,  on  pourra, 
troubler  cet  équilibre,  substituer  à  la  première  li 
L  =  o  le  système  des  résistances  qu'elle  oppose  au 
vement  des  différents  points^  c'est-à-dire  un  sysièi 
forces  dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  sei 
(n^  118)  des  quantités  de  la  forme 

(Ix  dy  dz 

On  pourra  ensuite  supprimer  la  seconde  liaison,  p 
qu'on  la  remplace  par  un  systèmeéquivalent  de  force 
les  projections  algébriques  sur  les  axes  seraient  de  la 

</M  dM  dM  dM  dié 

"^d^'  ~*'*7?7'  ~'*^'  "^-d^^'  ^^dp' 

En  continuant  de  même,  on  finira  par  supprimer 
les  liaisons  dont  chacune  se  trouvera  remplacée  j 
système  des  résistances  qu'elle  oppose  au  mouveme 
différents  points.  Alors  ces  points  étant  devenus 
et  indépendants  1(ns  uns  des  autres,  il  devra  y  avoir 
rément  équilibre  entre  la  force  et  les  résistances  ; 
quées  à  chacun  d'eux.  Or,  Téquilibre  entre  la  force 
résistances  appliquées  au  point  A  fournira  les  cqua 

^       ^  dh  d^i         d^ 

^"^d^'^i'd^-'' lu -"=''* 

^      ,  dL  r/M  ^N 

Y—A-- fx- V ...=:o, 

dx        "^  flfr  dr 

.  dL  dM  ^/N 

dz         "^    dz  dz 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

_       , rfL  dH  rfN 

X=A-; h  It hv  -j-  -h  .  .  ., 

crx       '    ax  dx 

,    .        I   ^       ^  ^L  r/M  rfN 

^       ,  £/L  £/M         £/N 

^/s  dz  dz 

Ontroa?era  pareillement,  en  considérant  Téquilibre  des 
forces  appliquées  au  point  A', 

ilL  dh\  d^ 


•  •  » 


•  • 


X'  =  X-r:>-h  ft 


V 


dx^        ^  dx'  dx' 

,  ^,       ,dL  dM  r/N 

„,       ,rfL  rfM  rfN 


Si  n  désigne  le  nombre  des  points  A,  A',  A'^,. . .  et  m  le 
nombre  des  liaisons  L=:  o,  M  =  o,  N  =  o , • . . ,  3/i  sera 
le  nombre  des  équations  (  i  a) ,  (  1 2') , . . . ,  et  lorsciu'on  aura 
éliminé  entre  ces  équations  X,  fx,  v, . . .  il  restera  3  /i  —  m 
équations  d'équilibre.  Les  variables  x,j^,  z  ,  x\y\  z',. . . 
étant  elles-mêmes  au  nombre  de  3 /i  et  liées  par  m  équa- 
tions, 3/1 — m  sera  aussi  le  qombre  des  variables  indé- 
pendantes. 

Les3n — m  équations  indiquées,  nécessaires  dans  le  cas 
d'équilibre,  suffisent  évidemment  pour  l'assurer.  En  effet 
ces  3/1 — m  équations  expriment  qu'on  peut  sajlisfairc 
simultanément  par  des  valeurs  convenables  de  X,  /x,  v,. . . 
aux  formules  (  i a ),  (  i a^) . . . .  Or,  dans  cette  hypothèse,  la 
force P  pourra  être  remplacée  par  des  forces  P/,  P^,.  .  . 
Qont  les  projections  sur  les  axes  soient  respectivement 

,  dh       .  r/L        ,  r/L  riM  d^\  d^\ 

ilx  d\  dz  dx  dy  az 


2^4  STATIQLE. 

1-18.  Revenons  maintenant  au  cas  où  plusieurs  poiui&» 
A,  A,  A'^, . . . ,  se  trouvent  assujettis  à  une  liaison  repré* 
sentée  par  l'équation  L  =  o.  Soient  toujours  x^  jy  z^ 
j/,  j^,  z\> . .  les  coordonnées  de  ces  points,  P,  P,  P",... 
les  forces  qui  leur  sont  appliquées^  et  désignons  par 
X,Y,  Z,  'X',  Y^,  Z',  etc.,  les  projection^  algébriques  des 
forces  P,  P',  P',...  sur  les  axes  des  a:,  des  j^  et  des  z.  Cha- 
que force  devant  ôtre  perpendiculaire  à  la  surface  que  son 
point  d'application  doit  décrire,  en  vertu  de  la  liaison 
L  =  o,  lorsque  tous  les  autres  points  deviennent  tixes,  on 
aura  nécessairement 


l—\       l—\       l—\ 
\di)       \d^)       \dz) 

(i)  \      X^     _     Y^      _      Z' 

\dP)        \dP)        \dz'] 


et  par  suite 


dh        _.      ,    fih        „       .    rfL 


(i.v  dy  dz 

dx  dy  tiz 

X,  X',  etc.,  désignant  des  coefficients  dont  le  premier  dé- 
pendra de  Fîntensilé  de  la  force  P,  le  second  de  l'inten- 
sité deP',  etc.  De  plus,  comme  Tîntensi té  de  la  force  P 
est  une  quantité  arbitraire,  mais  de  laquelle  dépendent 
nécessairement  les  intensités  des  forces  P,  P", . . .,  il  est 
clair  qu'on  pourra  choisir  à  volonté  la  valeur  du  coeffi- 
cient X,  mais  que  la  valeur  de  X  étant  donnée,  celles  de 
X',  X'', . . .  devront  s'en  déduire  immédiatement.  Pour  dé- 
couvrir la  relation  qui  existe  entre  X'  et  X,  supposons  que 
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tons  les  points  deviennent  fixes,  à  Texccption  des  deux 
points  A  et  A^;  alors  ces  deux  points  restant  seuls  mobiles, 
si  la  liaison  L  =  o  a  pour  effet  de  les  maintenir  constam- 
ment à  la  même  distance  Tun  de  Fautre,  il  faudra  que  les 
forces  P)  P  soieat  égales  et  dirigées  en  sens  contraires, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  Ton  ait 

(4)  x'=-x,   r=— Y,   z'=:  — z. 

Or,  dans  la  même  hypothèse,  Téqualion  L  =  o  se  rédui- 
sant à  la  forme 

(jT  —  y)»  -h  (  ^  — /  )>  -f-  (*  —  <')'  =  constante , 
on  en  coRclara 


(5) 


(6) 


dL             dL 

da/  ^        dx.' 

dL             dL 

dy-        dy' 

dL             dL 
dz'  ""         dz  ' 

te,  les  formules 

(3)  donneront 

dx 

dz 

''■=-ïS- 

dz 

^t  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  vérifieront  les  équa- 
t.ions  (4)  sî  l'on  a 

X'=  \. 

Supposons  maintenant  que  dans  le  cas  où  les  points  A, 
^  restent  seuls  mobiles,  la  liaison  L  =  o  n'oblige  plus 
^resdeux  points  à  rester  constamment  à  la  même  distance 
l'un  de  l'autre,  on  pourra  joindre  à  la  liaison  L  =  o  celles 
^u*on  établit  entre  les  deux  points,  en  les  unissant  par 
Tine  droite  invariable,  et  fixant  le  milieu  de  cette  droite. 
Cela  posé,  si  Ton  désigne  par  ^,  /^,  c  les  coordonnées  du 
point  milieu  et  par  D  la  longueur  de  la  droite,  on  aura 

i8. 


2^6  STATIQUE. 

entre  les  six  variables  x^y^  «,  -^'i.?^?  ^  '^**  cinq  équations 

dont  la  dernière  peut  être  remplacée  pdr  la  suivante  : 

En  vertu  de  ces  équations  au  nombre  de  cinq,  les  posi- 
tions des  points  A,  A'  ne  seront  pas  complètement  déter- 
minées ;  mais  ces  points  devront  décrire  deux  courbes  cor- 
respondantes tracées  sur  la  surface  d'une  même  sphère, 
de  manière  a  se  trouver  situées  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre-,  et  sur  ces  courbes,  les  cordes  correspondantes, 
et  par  suite  les  tangentes  menées  par  des  points  corres- 
pondants, seront  évidemment  parallèles.  Si  Ton  suppose 

la  courbe  décrite  par  le  point  A  en  particulier  sera  déter- 
minée par  le  système  des  deux  équations 

I/(jr, .)-,  3,  2fl  — X,  7.b  —  y,  2c  — «,...)  =  o, 

De  plus,  si  l'on  décompose  la  force  P  en  deux  autres, 
Tuue  perpendiculaire  à  la  courbe  que  peut  décrire  le 
point  A,  l'autre  dirigée  suivant  la  tangente  à  cette  courbe, 
la  force  perpendiculaire  étant  incapable  de  produire  au- 
cun effet,  ou  pourra  en  faire  abstraction,  et  ne  considérer 
c[ue  la  for^e  dirigée  suivant  la  tangente.  On  pourra  de 
même  remplacer  la  force  P'  par  sa  composante  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  que  peut  décrire  le  point  A'.  Cela 
posé,  comme  les  points  A,  A' sont  situés  à  l'extrémité 
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d'une  même  droite  invariable  dont  le  milieu  est  fixe,  et 
que  les  tangentes  menées  par  ces  points  aux  courbes  qu'ils 
peuvent  décrire  sont  parallèles,  il  est  clair  que  les  forces 
dirigées  suivant  ces  tangentes,  pour  maintenir  en  équi- 
libre les  points  A,  A',  doivent  être  égales  et  agir  dans  le 
même  sens  ]  ce  qui  exige  que  les  forces  P,  P  rcspective-pr 
ment  multipliées  par  les  cosinus  des  angles  que  forment 
leurs  directions  avec  la  direction  de  Tune  des  tangentes 
prolongée  dans  un  sens  déterminé,  fournissent  des  pro- 
duits égaux  et  de  même  sigqe.  Or  la  tangente  à  la  courbe 
que  peut  décrire  le  point  A,  prolongée  dans  un  certain 
sens,  forme  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour  cosinus 

dx  djr  dz 


^dx^^  dy^  -h  dz^         sjdx^  -4-  dy'*  -+-  dz^         yjdx^  -f-  dy^  -H  dz^  * 

tandis  que  les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  mêmes 
axes  par  les  directions  des  forces  P,  P'  sont  respective- 
ment 

X     X     z       ^'     I!     ?1. 

p'        p'        p'  p/'        p/'        p/5 

par  suite,  les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  direc- 
tion de  la  tangente  et  celles  des  forces  P,  V  seront  respec- 
tivement égaux,  le  premier  à 

Xr/x-i-Ydfr  -h  Zdz 
V  \l  dx^ -^  dy^ -^  dz'' 

€t  le  second  à 

H'dx^Tdy-i-Z'dz 
P'  ^dx^  +  dy^  -h  dz^  * 

En  multipliant  le  premier  par  P,  le  second  par  P,  et  éga- 


a  ^8  STATIQUE. 

lant  les  produits,  on  trouvera 

Xrfx-h  Ydf/  ^  Zifa  =  X'WLc-t- Y'fl[r  +Z'£/z. 

Si  dans  cette  dernière  équaUon  on  remet  pour  X,  Y,  Z, 
X',  Y',  TI  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (3),  elle  de- 
viendra 

IJL^       dh  ^       dh.\     ^,\dl.  _        dh  ^       dh  . 

D'ailleurs,  en  difTérentiant  la  première  des  équations  (7), 
on  en  conclut 

dh  ,         dL  ^         dh  ^        dh   ,         dh  ,         dh  ^ 
^dx-^-dy+-dz=.-dx  +  ^dy^  —  d., 

donc,  par  suite,  on  aura  généralement 

On  trouvera  de  même  X  =  X'',  X  =  X"', ....  Cela  posé,  les 
équations  (3)  prendront  la  forme 

dx  dy  dz 

(8)       i  ^ 

et  l'on  en  conclura 

X  Y  Z 


..  j        \^)        WJ        \dz) 

-.      ^'     —     Y'      _      Z'      _ 

V^x')      \rf/j      \^r/.'; 

Donc,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  forces  P,  P', 
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P^,. . . ,  dans  le  cas  où  leurs  points  d'application  A,  A^, 
A^,. . .  se  trouvent  assujettis  à  la  seule  liaison  L  =  o,  il 
est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  projections  algébriques 
de  ces  forces  sur  les-  axes  des  coordonnées  soient  res- 
pectivement proportionnelles  aux  dérivées  de  la  fonc- 
tion L,  prises  par  rapport  aux  variables  x,  jr^  z,  a/,  j'^ 
zf^». . .  Alors,  si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  points 
A^  A',  A^, . . . ,  la  formule  (9)  fournira  3  /i  —  i  équations 
distinctes,  qui  seront  précisément  les  équations  d'équi- 
libre. Ajoutons  que  les  résistances  opposées  par  la  liai- 
son L  =  o  aux  mouvements  des  points  A,  A^,  A'',... 
seront  employées  à  détruire  les  forces  P,  P,  P", ....  Donc 
ces  rési^auces  seront  égales  et  directement  opposées  aux 
forces  dont  il  s'agit.  Donc  les  projections  algébriques  de 
ces  résistances  sur  les  axes  coordonnés  seront  i«spective- 
ment  égales  aux  seconds  membres  des  équations  (8) 
prises  avec  le  signe  — ,  c'est-à-dire  aux  quantités 

,     ,        ilL         ,€lh  flL  rJL  dL       ^€lL 

119.  Pour  montrer  une  application  des  princij>es  que 
nous  venons  d'établir,  supposons  qu'en  vertu  de  l'équa- 
tion L  =  o  la  somme  des  distances  AA',  A' A",  A'' A'",..., 
respectivement  comprises  entre  les  points  A,  A',  A'^, . . . , 
rangés  dans  un  certain  ordre,  doive  demeurer  constante. 
Dans  cette  hypothèse,  l'équation  L  =  o  pourra  ôlre  re- 
présentée sous  la  forme 


-f-  ^(y  — jc')»-t-(y— y)'4-  (;;"  — 3'}'  -h . . .  =  constante  ; 
et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 
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la  formule  (9)  deviendra 

X  Y  Z 


x-^x'     y—y*      z  —  z' 

X'  Y'  Z' 


x' — X      x' — x"      y' — Y      r' — y"       z' — z      z* — z" 

En  égalant  les  trois  premières  tractions  entre  elles,  oix 
trouve 

X  Y  Z 

x—  X        y  —  y        z  —  t! 

et  Ton  en  conclut  que  dans  le  cas  [d^équi libre  là  force  P 
est  nécessairement  dirigée  suivant  la  droite  AÂ'.  En  éga- 
lant les  tffois  fractions  suivantes,  on  trouve 

X'  Y'  Z' 


xf  —  X      x'  —  x^      y  —  y      y' — y 


"       -J^z       z'^-z" 


et  comme  on  a  nécessairement 


=  I  — 1  =  0, 


{x'-xY-h{y—yy-h(z'—zY 

{x^^^xY-^{y'^yy  +  (z''^zy 

on  devra  avoir  évidemment 


-(-'-7--'-^-)l 


V   =0, 
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OU,  ce  qui  reTÎent  au  même, 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  force  P'  forme 
«vcc  les  deux  droites  A  A',  A' A"  des  angles  égaux.  De 
plus,  comme  en  prenant  pour  plan  des  ocy  celui  qui  ren- 
ferme ces  deux  lignes,  on  a  z  =  o,  z'  =  o,  2"  =  o,..., 
et  par  conséquent  TJ  =  o,  il  est  clair  que  la  direction  de 
la  force  P  est  comprise  dans  le  plan  de  ces  mêmes  droites , 
elle  est  donc  dirigée  de  manière  à  diviser  Tangle  des 
droites  AA',  A'A'^  en  deux  parties  égales. 

On  se  trouverait  conduit  aux  mêmes  conclusions  par  la 
géométrie,  en  observant  que  la  force  P'  doit  être  perpen- 
diculaire à  la  surface  que  le  point  A'  est  obligé  de  décrire 
quand  il  demeure  seul  mobile.  En  effet,  dans  cette  hypo- 
thèse, il  ne  reste  de  variable  que  les  longueurs  AA',  A'A", 
dont  la  somme  doit  être  constante.  Le  point  A'  décrit 
donc  alors  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  points 
fixes  A',  A"'  sont   précisément   les   deux  foyers;    et    la 
force  P\  devant  être  normale  à  Tellipsoïde,  et  par  consé- 
quent a  Tellipse génératrice,  divisera  nécessairement  l'an- 
gle formé  par  les  rayons  vecteurs  menés  aux  foyers  en 
<kux  parties  égales. 

120.  Considérons  actuellement  desforces  P,P',  P', .  . . 
Qoni  les  points  d*application  A,  A',  A'', . . .  soient  assu- 
jettis à  des  liaisons  quelconques.  Soient  toujours  x^y^  z, 
'^ï  j',  z',. . .  les  coordonnées  de  ces  points*,  X,  Y,  Z, 
^îY',Z',...  les  projections  algébriques  des  forces  P,  P',... 
sur  les  axes  coordonnés ,  et  supposons  que  les  diverses 
liaisons  soient  exprimées  par  les  équations 

('0  L==o,     M  =  o,     N=:o,..., 
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L^  M,  N, . . .  désignant  des  fonctions  des  variables  Xy  y^  2, 
x\y\  z'. ...  Si  l'équilibre  a  lieu  en  vertu  des  liaison! 
données  entre  les  forces  P,  P',  P'', . . . ,  on  pourra,  san; 
troubler  cet  équilibre,  substituer  à  la  première  liatsoi 
L  =  o  le  système  des  résistances  qu'elle  oppose  au  mou 
vement  des  différents  points^  c'est-à-dire  un  système  d 
forces  dont  les  projections  algébriques  sur  les  axes  seraieo 
(n^  118)  des  quantités  de  la  forme 


./L 

rfL 

rfL 

—  i-r-» 
ilx 

dz 

,  rfL 

r/L 

dl. 

*rfr'' 

^rf/' 

^dz'' 

On  pourra  ensuite  supprimer  la  seconde  liaison,  pourv 
qu'on  la  remplace  par  un  système  équivalent  de  forces  doE 
les  projections  algébriques  sur  les  axes  seraient  de  la  forai 

d^  r/M  ^M  ^M  dfA 

"-^^'  -^^H^'  -^^'  ^^Hi''  -^dy''-' 

Eji  continuant  de  même,  on  finira  par  supprimer  touti 
les  liaisons  dont  chacune  se  trouvera  remplacée  par  I 
système  des  résistances  qu'elle  oppose  au  mouvement  A 
différents  points.  Alors  ces  points  étant  devenus  libn 
et  indépendants  les  uns  des  autres,  il  devra  y  avoir  sépi 
rément  équilibre  entre  la  force  et  les  résistances  appl: 
quées  à  chacun  d'eux.  Or,  l'équilibre  entre  la  force  et  1< 
résistances  appliquées  au  point  A  fournira  les  équations 


—  . .  .  =  o, 


. .  =  0, 


=:  O 


V          ^^^ 

dM 

rfN 

^       \ix- 

^d.r 

"rfx 

V          ^    "^^ 

dM 

rfN 

-^dp- 

-"  dr 

/      '^^' 

dM 

rfN 

dz 

f   dz  •• 

-'  dl 
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OU,  ce  qui  revienl  au  même, 

^  rfL  rfM  rfN 

X=À-5 Hf*-3 hv  -7--+-  .  .  ., 

dx  dx  dx 

H     i  ""^^dJ^'^dJ-^'^dP^"- 

^  dh  dM         rfN 

as  dz  dz 

On  trouvera  pareillement,  en  considérant  Téquilibre  des 
forces  appliquées  au  point  A', 

^,      ^  dL  dM  r/N 

^='^d?'^^d7'^'lû^"- 


(.2') 


Y' 

+ 

^  dy 

H- 

"T"   •   •   • > 

Z' 

dz' 

-4- 

•    •    • 

dM 
^dz^ 

«    • 

rfN 
"dz' 

^^^     t   •   •  « 
•   ■••••• 

Si  n désigne  le  nombre  des  points  A,  A',  A'',. . .  et  m  le 
nombre  des  liaisons  L=  o,  M  =  o,  N  ==  o , . . . ,  3n  sera 
le  nombre  des  équations  (i  a),  (12'),...,  et  lorsqu'on  aura 
éliminé  entre  ces  équations  X,  fx,  v, . . .  il  restera  3  /i  —  m 
équations  d'équilibre.  Les  variables  x,j,  z ,  x^j^  z\, . . 
^t  elles-mêmes  au  nombre  de  3/i  et  liées  par  m  équa- 
tions, in — m  sera  aussi  le  i)ombre  des  variables  indé- 
pendantes. 

Les  3/1 — m  équations  indiquées,  nécessaires  dans  le  cas 
d'équilibre,  suffisent  évidemment  pour  l'assurer.  En  effet 
ces  in — m  équations  expriment  qu'on  peut  satisfaire 
simultanément  par  des  valeurs  convenables  de  X,  fx,  v,. . . 
aux  formules  (  1 2 ),  (  1  a') . . . .  Or,  dans  celte  hypothèse,  la 
force  P  pourra  être  remplacée  par  des  forces  P/,  P^i  •  • 
dont  les  projections  sur  les  axes  soient  respectivement 

,fiL       ,  dL         dL  tm  dM  dM 

fU'  dr  dz         *    dx        '    dy  dz 
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la  force  P'  par  des  forces  F/ ,  F^, . . .  dont  les  projecti 
algébriques  sur  les  axes  soient  respectivement 


dL       .dh       ^dL  dU  f/M  rfM 

d?'   ^dP'   ^dP'    ^TÂ?'    ^dy'    ^dP 


En  conséquence,  au  système  des  forces  P,  P', ... 
pourra  en  substituer  plusieurs  autres,  savoir  :  i^  le 
tème  des  forces  Pi,  P/,. . .  qui  seront  détruites  pa 
liaison  L  =  o  ;  a®  le  système  des  forces  P^,  V„^ . . .  qa 
ront  détruites  par  la  liaison  M  =  o,  etc.  Donc  le  sysl 
des  points  A,  A',. . .  sera  dans  le  même  cas  que  sUl 
tait  sollicité  par  aucune  force.  Donc  il  y  aura  équili 

421.  La  recherche  des  équations  d'équilibre  de 
sieurs  forces  P,  P',  P'^, . . .  dont  les  points  d'applica 
(x^y^  z),  (x^^y^  z'), . . .  sont  assujettis  à  des  liaisons 
présentées  par  les  équations  L  =  o,  M  =  o,. . .  peut 
réduite,  comme  on  Ta  vu  précédemment,  à  rélimina 
des  inconnues  X,  p,  v,...  entre  les  équations  (la),  (12' 
Or  un  moyen  fort  simple  d'effectuer  cette  élimina tioi 
de  recourir  à  la  considération  des  vitesses  virtuelles. 

Lorsqu'un  point  matériel  se  meut  sur  un  plan  ou  < 
l'espace,  les  coordonnées  a>,  y  y  z  ainsi  que  l'arc  s  d 
courbe  décrite  varient  avec  le  temps  t\  et  si  Ton  sup 
cet  arc  compté  de  manière  à  prendre  un  accroissement 
sitif  A5,  dans  le  cas  où  l'on  attribue  au  temps  I 
accroissement  positif  A ^,  la  limite  vers  laquelle  con 

géra  le  rapport  —  9  tandis  que  ses  deux  termes  conver 

vers  zéro,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rapport  e 
les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés 
Tare  s  et  du  temps  /,  sera  ce  qu'on  nomme  la  vitessi 
point  matériel  à  la  fin  du  temps  /.  Donc  si  Ton  dés 
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par  6)  cette  vitesse,  on  aura 


6» 


fit  €tt 


Déplus  la  direction  de  cette  vitesse  ne  sera  autre  chose 
que  la  direction  de  la  tangente  menée  par  l'extrémité  de 
Tare  5  a  la  courbe  décrite ,  prolongée  dans  le  sens  du 
mouvement;  d'où  il  résulte  que  lés  cosinus  des  angles 
a.  S,  1^  formés  par  cette  direction  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  seront  représentés  par 

dx  .       dy  dz 

cos3t= -T-»     cos6=— r»     cos7= -T'- 
as ds  ds 

Cria  posé,  si  Ton  imagine  que  la  vitesse  o)  soit  repré- 
sentée par  une  longueur  portée  sur  sa  direction  à  partir 
deTextrémité  de  Tare  5,  les  trois  produits 

UCOSa,       uCOSê,       6>COS7, 

exprimeront  ce  qu'on  doit  appeler  les  projections  algé- 
briques de  la  vitesse  sur  les  axes  dcsx,^,  z,  et  se  trou- 
verout  déterminées  par  les  équations 

dx  /,       ^  ^^^ 

dt  dt  dt 

122.    Supposons    maintenant    que    plusieurs    points 
A,  A',  A^,. .  •  soient  assujettis  à  certaines  liaisons 

(n)  L  =  o,     M=:o,     N  =  o,..., 

L,  M,  N,...  étant  fonctions  des  seules  coordonnées x,j^,  z^ 
^ij'î  ^',....  Tous  les  mouvements  que  le  système  de  ces 
points  pourra  prendre  par  l'effet  d'une  cause  quclcronqnc, 
sans  que  les  liaisons  soient  troublées,  seront  ce  qu'on 
appelle  des  mouvements  %Hrtueh^  et  les  vitesses  desdiffc- 
"^nis  points  dans  un  mouvement  virtuel  quelconque  se- 
ront ce  qu'on  nomme  des  vitesses  vii'tncUcs,  Or  comme 


! 


dx 

ày 

di 

rf*' 

dy' 

dz' 

dt' 

dF' 

ir 

dt' 

À' 

dt''"' 
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il  suffira  de  connaître  les  valeurs  de  x^y^  z^  ^^y\  *'»•  •  ' 
exprimées  en  fonction  de  t^  pour  en  déduire  immédiat^* 
ment  ceUe  des  quantités 

(.3) 

il  est  clair  que  les  projections  algébriques  des  vitesses  \\ic 
tuelles  seront  liées  entre  elles  par  autant  adéquations  qu« 
les  coordonnées  des  différents  points.  En  effet  on  aur-J 
dans  tout  mouvement  compatible  avec  les  liaisons  donnée^ 

dltdx        dL,  djr        dh  dz        dh  dx' 
d^'dt'^'dP'dt'^'d^dt'^d^'di  "^ ^' 

(i4){^^        î^f^       dMdzd^dy  __ 

'd^lt   ^  dy  dt'^   dz   di'^  d?   dt^ ®  * 

Gela  posé,  concevons  que  les  différents  points  étant  par- 
venus au  bout  du  temps  t  dans  de  certaines  positions 
puissent  y  être  maintenus  en  équilibre  par  le  moyen  d« 
forces  P,  P',  P", . .,. ,  dont  les  projections  algébriques  sui 
les  axes  des  x,  y^  z  soient  respectivement  X,  Y,  Z 
X',  Y',  Z',  etc.  Alors,  pour  obtenir  les  équations  d'équi- 
libre, il  suffira  d'éliminer  les  inconnues  /,  fx,  v, .  . .  entre 
les  formules  (12),  (i^^')  du  n°  120.  Or  on  y  parviendra 
évidemment  si  Ton  ajoute  ces  formules,  après  avoir  muiti- 

djc  dy 

plié  la  première  par  —7  la  deuxième  par  -^>  la  troi- 
sième par~î  laquatrièmepar— 9  etc.;  car  on  trouve  ainsi 

dx  dv  dz  dx' 

X  —  4-Y^ -I- Z  - -hX' —  4- .  .  .  =  o. 
dt  dt  dt  dt 

Donc,  lorsqu'il  y  a  équilibre,  on  doit  avoir  dans  un  mo- 
ment virtuel  quelconque, 
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123.  Réciproquement  si  réquation  (i  5)  subsiste  dans 

an  mouvement  virtuel  quelconque,  il  est  certain  qu'il  y 

aura  équilibre.  En  effet,  dans  cette  hypotlièse,  Téqua- 

tion  (i5)  sera  satisfaite  par  tout  système  de  valeurs  des 

quantités 

dx        dy        dz       dx' 

di      di^    dr     dt 

qui  seront  propres  a  vérifier  les  équations  (i4)-  P^i*  suite, 
sî  au  moyen  de  ces  équations  (  1 4  )  on  élimine  de  la  for- 
mule (i5)  m  de  ces  quantités,  toutes  les  autres  pouvant 
•  être  choisies  arbitrairement^  leurs  coefficients  devront  se 
réduire  a  zéro.  Or,  pour  effectuer  Télimination,  il  suffira 
d'ajouter  k  la  formule  (i5)  les  équations  (i4)  respective- 
ment multipliées  par  des  facteurs  indéterminés 

etd^égaler  ensuite  k  zéro  les  m  premiers  coefficients  de 

dx       dy       dz        dx' 

y      —  ■  ■ ,      —,  ■ ,  •  •  •  • 

dt         dt        dt         dt 

Les  facteurs  X,  fx,  v, .  • .  étant  choisis  de  manière  à  remplir 
ces couditions,  c^est-à-dire  de  manière  à  faire  disparaître 
les  m  premiers  termes  de  l'équation 


dt 


/  rfL_     ^_    ^_        \^* 

\  dx        ^    dx        ^  dx  )  dt 

/  ,  r/L  f/M  d^  \fi 

(7 ^-  —  ^  —^  —  ^    \— 

\  lîz   "^  ^   dz    ^^  dz  '  "  )  dt 

(  dh  dM  d^,  \ 


dx' 

lit 
-+■ .  =  0, 

les  coeflBcienls  des  in  —  m  derniers  termes  devront  et 
encore  séparément  nuls.  En  conséquence,  on  pourra  ré- 
wuire  à  zéro  les  coefficients  de  tous  les  termes,  c'est-à-dire 


re 
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satisfaire  aux  équations  (i^),  (i^)* .  •  du  n^  120,  par  des 
valeurs  convenables  des  facteurs  X,  fx,  v,. . .  D'où  il  ré- 
sulte quHl  y  aura  équilibre  dans  le  système  des  points 

A^  A.  9   A  9  •  •  <  • 

124.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  admis  que  les 
résistances  opposées  aux  mouvements  des  divers  points  par 
les  liaisons  établies  entre  eux  pouvaient  croître  indéfini- 
meht,  et  au  delà  de  toute  limite.  Concevons  maintenanc 
que  ces  résistances  ne  puissent  dépasser  certaines  limites 
sans  que  les  liaisons  se  trouvent  rompues.;  alors  il  ne  suf- 
fira plus  pour  Féquilibre  que  l'on  puisse  déterminer  les 
coefficients  X^  p,  v^ . . .  de  manière  à  vérifier  les  équations 
(la),  (12'), . . .  du  n^  120,  il  faudra  encore  que  les  valeurs 
de  X,  |i,  V, . . . ,  tirées  de  ces  équations  et  substituées  dans 
les  produits 

fournissent  des  nombres  dont  les  racines  carrées  ne  dé- 
passent pas  les  limites  des  résistances  que  la  première,  la 
deuxième,  la  troisième,...  liaison  peuvent  op|>oser  sans  se 
rompre  au  mouvement  du  premier  point.  Il  sera  de  même 
nécessaire  que  les  racines  carrées  des  produits 

>i(S)-(;^)'-(S)i. 

ne  dépassent  pas  les  linvjiles  des  résistances  que  les  diver- 
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es  liaisons  peuvent  opposer  au  mouvement  du  deuxième 
loint,  et  ainsi  de  suite. 

tSS.  On  nous  saura  gré  de  donner  de  Tëquation  fonda- 
nentale  du  principe  des  vitesses  virtuelles  une  démons- 
xatioD^  sinon  plus  générale,  plus  élégante  et  plus  simple 
|ue  Cïelle  donnée  par  Cauchy,  et  que  nous  venons  do  déve- 
lopper longuement ,  du  moins  plus  directe,  moins  abstrai  te, 
Bt  à  ce  point  de  vue  plus  élémentaire.  Nous  Pavons  rédigée 
$ur  les  indications  qui  nous  furent  données  par  Ampère,  à 
qai  la  gloire  en  revient. 

Définitions.  —  Soient  P,  P,  P', .  . .  des  forces  ap- 
pliquées à  des  points  M,  M',  M",...  liés  entre  eux  d*une 
manière  quelconque^  supposons  que  l'on  communique  à 
€:e  système  de  points  un  mouvement  infiniment  petit  et 
compatible  avec  la  liaison  du  système,  de  manière  que  les 
points  M,  M',  M'^...,  soient  transportés  eu  N,  N',  K",...  : 
les  droites  infiniment  |)etites  MN,  M'N',  M"jN'V  . .,  dé- 
crites par  les  points  M,  M',  M'', . . . ,  sont  ce  qu'on  nomme 
les  vitesses  virtuelles  de    ces   points.   Les  projections 
p,f/,  ^^. . .  des  droites  MN,  iVrJN',  AF N'',. . . ,  sur  les 
directions  des  forces  P,  P',  F',. . .,  sont  les  vitesses  vir- 
tuelles des  points  M,  M',  M", . . .  estimées  suivant  les  di- 
rections de  ces  forces.  Enfin,  en  multipliant  respcctive- 
ïneni  les  forces  P,  P',  P'', . . .  par  les  projections  ;?,  //,  /?'', . . . , 
ott  forme  les  produits  P/^,  F//,  P" />'',...  qui  sont  ce  qu'on 
nomme  les  moments  virtuels  des  forces  P,  F,  F', . . . . 
•^insiy  le  moment  virtuel  (t  une  force  P  est  le  produit  de 
cette  force  par  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  {Tappli- 
ctuion  estimée  suii^ant  la  direction  de  la  force. 

Si  Ton  nomme  ds  le  petit  arc  MN  parcouru  par  le  point 

*ï application  de  la  force  P,  (P,  s)  Tangle  de  la  force  avec 

la  tangente  à  ce  petit  arc,  p  sera  égal  à  dscos  (P,  5),  et  le 

''lomeiit  virtuel  P/>  de  la  force  P  sera  P tls  cos  ( P,  s).  Mais 

I.  19 
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P  cos  (P9  ^)  est  aussi  la  projection  de  la  force  P  sur  la  tan 
gente  à  Tare  5,  ou  sur  la  direction  de  la  vitesse  virtuelle 
donc  le  moment  virtuel  Pp  d^  une  force  est  encore  égal  m 
produit  de  la  vitesse  virtuelle  de  son  point  d^ùpplicaiioi 
par  la  projection  de  la  force  sur  la  direction  de  cett 
vitesse*  Il  s'agit  maintenaDt  de  prouver  que  lorsque  de 
forces  P,  P',  P'i..M  appliquées  à  des  points  M,  M',  IW,. . 
liés  eutre  eux  d'une  manière  quelconque  se  font  équilibre 
la  somme  de  leurs  moments  virtuels  P/?,  V p\  P'^,...  « 
nulle;  et,  réciproquement,  que  les  forces  P,  P,  P",...  sbt 
en  équilibre  lorsque  la  somme  de  leurs  moments  virtuel 
est  nulle  pour  tous  les  mouvements  que  le  système  pei 
prendre. 

126.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  points  M,  A 
liés  entre  eux  de  telle  sorte  que  le  mouvement  de  Tun  d< 
points  détermine  celui  de  Tautrc;  désignons  par  P,  P'k 
résultantes  des  forces  appliquées  à  chacun  des  point! 
nous  disons  que  si  les  deux  forces  se  font  équilibre,  I 
somme  Vp  -h  P' p'  sera  nulle.  En  elfet,  unissons  les  point 
M,  M'  par  des  droites  inflexibles  AM,  AM',  à  un  troi 
sièmepoiiit  A, qu^ilsentraincroiitdans  leurs  mouvements 
appliquons  aux  points  A,  M  d'une  part,  A,  M'  de  Tautn 
suivant  les  droites  AM,  A  M',  deux  forces  égales  et  directi 
ment  opposées  -h  R,  — R,  -4-  R',  —  R'  :  ces  forces,  évi 
demmcnt,  ne  troubleront  pas  Téquilibre,  s'il  existait,  t 
ne  changeront  rien  à  la  somme  des  moments  virtuel 
puisque  les  moments  virtuels  égaux  et  opposés  des  forc< 
introduites  se  détruisent.  Si  donc  la  somme  des  nionien 
virtuels  était  nulle  avant  l'introduction  des  forces,  elle  1 
sera  encore;  et  si  elle  est  nulle  après  l'introduction  di 
forces,  c^est  qu^elle  l'était  auparavant.  Comme  les  forci 
introduites  sont  arbitraires,  on  pourra  clioisir  la  force 
de  manière  à  faire  équilibre  à  la  force  P,  et  la  force  1 
de  manière  à  équilibrer  la  force  P;  or,  ce  choix  fait, 
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devieut  très-facile  de  prouver  que  la  somme  des  moments 
virtuels  des  six  forces,  et  par  coosé({uent  la  somme  des 
moments* virtuels  des  deux  forces  P,  P  est  nulle.  En  effet, 
appelons  r,  t' les  angles  que  les  forces  P,  P^  font  avec  les 
tangentes  aux  arcs  décrits  par  les  mobiles  M,  M'^  r,  x'  les 
angles  fpie  font  avec  ces  mêmes  tangentes  les  forces  auxi- 
liaires R  etR'î  enfin,  6,  &  les  angles  que  font  les  forces 
— R,  —  R'  avec  la  tangente  à  l'arc  suivi  par  le  point  mo- 
bile auxiliaire  A.  Pour  que  la  force  R  fasse  équilibre  à  la 
force  P,  il  faudra  et  il  suffira  que  la  résultante  de  ces 
deux  forces  soit  perpendiculaire  à  la  courbe  décrite  par  le 
mobile  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  compo- 
sante de  cette  résultante  suivant  la  tangente  soit  nulle, 
ou  enfin  que  la  somme  Pcosr -f- R  cosr  soit  nulle;  ou 
devra  donc  avoir 

P  cos  /  H-  R  CCS  T  =  o . 

On  aura  de  môme  pour  l'équilibre  des  deux  forces  P'  et  R' 

P'  cos/'  H-  R'  cos  t'  =  o, 
et  enfin  pour  l'équilibre  des  deux  forces  —  R.  —  R 

RcosO  -+-  R'cosô'  =  o. 

Ajoutons  ces  trois  équations,  après  les  avoir  respect] ve> 
ment  multipliées  par  les  dilTérentiellcs  ^5,  dsf^  da  des 
arcs  décrits  par  les  mobiles  M,  M',  A  \  il  viendra 

,  ^,       (  Prffcos/-f-P'^/cos/' -h  R(cosT<yj  4- cosôrfcr) 
(16)      }  ^ 

R'(rosTVj'  -4-  cose'rfff)  =0; 


mais  les  droites  MA,  M'A  sont  invariables;  et^  par  con- 
séquent, si  Ton  appelle  x,  y^  «,  a/,  y\  z\  J,  yj,  ^  les 
coordonnées  des  points  M,  M^  A,  et  c,  t'  deux  quantités 
constantes,  on  aura 

[x'  -  ly  4-  {/-«)*  H-  [z'  -  ;)>=r'S 

lU. 
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et,  en  différentiant, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

\      c       fis  c      as  c     as  J 

drr  I  -T-  H —  H —     =r  o, 

\     c      dd  c      av  c      av/ 

\     c'     ds'  ^     ds''*'     c'     ds'J 

/l—x'd%n--ydr,t  —  z'd>i\ 

Mais  on  a  évidemment 


€OST  = 


t_  (x — ^  dx       y  —  n  djr        z  —  K  dz\ 
\     c       eis  c      ds  c      ds) 


,        .     ('f-l  dx'       y— y,  dy        z'  —  ^  d7!\ 

/ç-a:rfç      «-£rf„      :_«rf:\ 

\      c     ai:  c      du  c      du  j 

donc 

±  (ces  rds  H-  CCS  Grfo-)  =  o , 

±  (  cosr'dly'  4-  CCS  B'dtr)  =  o, 

OU  eniin 

CCS  rds-\-  cos  0  £/(T  =  o , 

cosr'^'-h  C08  B'dtT  =  o, 
et,  par  conséquent,  en  remontant  à  l'équation  (16), 

Pr/jcosf  H-  P'dycos/'=o, 
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et,  parce  que 

on  aâra  nécessairement  dans  le  cas  d'équilibre 

127.  Réciproquement,   si  Téquation   P/:? -H  P'p'=  o 
est  satisfaite,  il  y  aura  équilibre.  En  effet,  si  l'on  a 

Pp  -F  P'p'  =  o,     ou     Pdscosi-h  P'ds'  cos i'  =  o, 

et  si,  après  avoir  lié  les  points  M  et  M^  par  des  droites  in- 
variables ÂM,  AM'  on  applique  encore  aux  points  M  et 
M'  quatre  forces  R,  —  R,  R',  —  R'  égales  deux  à  deux  et 
opposées,  choisies  de  manière  à  mettre  en  équilibre  les 
forces  P  et  P^  on  aura  toujours 

Pcosr  +  RcosT  =  o,    P'cosr'-+-  R'cost'  =  o. 
£t  si  ,  après  avoir  posé 

RcosO  4-  R'cosO'=  /, 


ajoute  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la  pre* 
>^ère  par  ds^  la  seconde  par  ds\  la  troisième  par  da^  on 
^ura 

P£//cos/-f-PVj'cosf'-+-  R(coSTrf^-f-  cosBdrr) 
R'(cost'<//  h-  cosÔ'Jd)  =  AdfT, 


Alais  rinvariabilité  des  droites  AM ,  AM'  entraînera  tou- 
jours les  équations 

cosrds  -h  cosô^ex  =  O,     cosz'ds'  -+-  cosô'e/o-  =  o; 
on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

•  Pcosids-\-9'  cost^ds'  =  o  ; 

donc 

Ad  a  =  o, 
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et,  par  suite, 

d<s  =  0,     ou     X=  R cos  d  -4-  R'  cos  ô'  =  o. 

Mais,  d'une  part,  rfcx,  l'arc  que  A  est  censé  décrire,  ne  peut 
pas  être  nul,  ou  la  somme  k  des  composantes  des  forces 
qui  sollicitent  le  point  A  suivant  la  tangente  à  la  courbe 
qunl  décrit,  ne  peut  pas  s^évanouir  sans  que  ce  point  soit 
en  équilibre;  de  l'autre,  l'équilibre  du  point  A  entraîne 
évidemmenl  celui  des  points  M  et  M'  qui  lui  sont  liés  in- 
variablement et  ne  sont  plus  sollicités  par  aucune  force*, 
donc  on  ne  peut  pas  avoir  P^-+- P'fi'=:  o  sans  que  les 
forces  qui  sollicitent  les  points  M  et  M ^ se  fassent  équilibre. 

128.  Plus  généralement,  soient  :  M,  M^  W\. . .  des 
points  en  nombre  quelconque,  liés  entre  eux  d'une  ma- 
nière complète^  c'est-à-dire  telle,  que  le  mouvement  de 
Tuu  d'eux  détermine  celui  de  tous  les'  autres  et  qu'il  n'y 
ait  pour  tout  le  système  qu'un  seul  mouvement  possible; 
P,  P',  P", . . . ,  les  forces  appliquées  a  ces  points  ;  s'il  y  a 
équilibre  dans  le  système,  la  somme  des  moments  virtuels 


sera  nulle.  Cette  proposition  ayant  été  démontrée  pour 
un  système  de  deux  points,  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  est  vraie  pour  m  points,  elle  sera  encore  vraie  pour 
m  -H  I  points.  Cela  posé^  désignons  par  M ,  M',  M'', . . . , 
les  [m  -f- 1)  points  considérés,  et  par  P,  P',  P", . .  . ,  les 
forces  qui  agissent  sur  eux;  on  pourra  appliquer  à  l'un 
de  ces  points,  à  M',  par  exemple,  deux  forces  égales  et 
opposées,   R,   — R,  et  déterminées  de  telle  sorte,  que 
Tune  d'elles,  R,  fasse  équilibre  à  la  force  P,  appliquée 
en  un  autre  point  M  du  système  :  il  suffira  pour  cela  que 
la  somme  Vp  +  R/'des  moments  virtuels  des  deux  forces 
P,    R,  soit  nulle.  On  pourra   alors  supprimer  les  deux 
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forces  P,  R  et  ne  plus  tenir  oompte  du  point  M  ^  ainsi  il 

ne  restera  pins  que  les  m  points  M',  M^, ...,  soumis  à 

I  Taction  des  (m  H-  i)  forces,  —  R,  P',  P", ...  ;  or  la  pro- 

t  position  étant  supposée  vraie  pour  m  points,  l'équilibre 

donnera 

maie  on  a  aussi 

Rr-f-P/?=  o. 

Ajoutant  cette  deruière  équation  à  la  précédente,  il  en 
résultera 

P/»  -i-  F/^'-h  PV  H-   .  •=  o. 

Réciproquement,  si  Téquation 

P/?  -t-  Py-h  P^/?"-f-. .  .=  o 

est  satisfaite,  l'équilibre  existera.  La  démonstration  de 
cette  proposition  réciproque  est  entièrement  semblable  à 
celle  qu'on  a  déjà  donnée  pour  un  système  composé  de 
deux  points. 

129.  Enfin  lorsque^  la  liaison  des  points  considérés 
M,  M',  M'i . . .  n'étant  pas  complète ,  le  mouvement  de 
l'on  d^eux  ne  détermine  plus  celui  de  tous  les  autres,  il 
faut  encore,  s'il  y  a  équilibre,  que  la  somme  des  moments 
virtuels  Pfi^P/A»--?  &oit  nulle  pour  tous  les  mouve- 
Oients  que  le  système  peut  prendre.  En  effet,  supposons 
C|u^il  y  ait  équilibre,  et  que,  pour  un  certain  mouvement, 
la  somme  des  moments  virtuels  ne  soit  pas  nulle.  En  ren- 
clant  ce  mouvement  seul  possible  par  de  nouvelles  liai- 
sons, ou  ne  détruira  pas  Téquilibre  préexistant;  mais, 
puisque  la  liaison  du  système  sera  alors  complète,  Téqui- 
libre  ne  pourra  avoir  lieu  qu'autant  que  la  somme  des 
xnoments  virtuels  sera  nulle;  donc  Téquatiou 

{n)  ^P  +  Py -^  *^V'  4-   .  .=  ïP/»  =  o 

doit  être  satisfaite,  lorsqu'il  y  a  équilibre,  quelles  que 

soient  les  liaisons  du  svstème. 
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Béciproqucment,  si  la  somme  Pp  -f-  P'/Z-f-  P"jf  +  .., 
des  moments  virtuels  est  nulle  pour  tous  les  mouvements 
possibles,  il  y  aura  équilibre  ;  car  si  le  mouvement  avait 
lieu,  on  ne  Tempêcherait  pas  en  liant  les  points  de  telle 
manière  que  ce  mouvement  fût  seul  possible;  et  il  en  ré- 
sulterait que  dans  un  système  dont  la  liaison  serait  coin- 
piété,  la  somme  des  moments  virtuels  pourrait  être  nulle 
sans  quHl  y  eût  équilibre,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qa^on 
a  déjà  démontré. 

En  résumé,  quel  que  soit  le  système  de  points  que  Tok 
considère,  on  aura  toutes  les  conditions  de  réquilibrt 
en  égalant  à  zéro  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forcesjpour  tous  les  mouvements  possibles  ou  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système*,  c'est  ce  qu'il  fallait  prouver 

130.  L'équation  générale  d'équilibre  ou  du  principi 
des  vitesses  virtuelles  n*'  122 

prend  une  forme  très-simple,  lorsque  l'intensité  et  la  dr 
rection  de  la  force  qui  agit  sur  chaque  point  sont  seule 
ment  fonctions  des  coordonnées  de  ce  point,  et  indépen 
dantes  des  coordonnces  des  autres  points.  Désignons,  ei 
effet,  par  P  la  force  d(nit  X,  Y,  Z  sont  les  composantes 
qui  agît  sur  l'un  quelconque  des  points  (x^y^  z)  du  sys 
tème,  et  qui,  par  hypothèse,  est  fonction  des  seules  coor 
données  de  ce  point.  Par  tous  les  points  de  la  ligne  droit 
ou  courbe  que  le  point  M  décrirait  sous  l'influence  de 
liaisons  du  système,  menons  une  série  de  IFgnes  re 
présentant  les  directions  successives  de  la  force  P,  c 
construisons  ou  concevons  une  surface  orthogonale  oi 
normale  à  toutes  ces  directions.  Appelons  M  [Jig^  3o 
le  point  dont  il  s'agit,  ou  dont  les  coordonnées  son 
.r,  )  ,  z  -,   M,   une  seconde  position  de  ce  point  dont  le 
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oOordoDnées  «ont  x4-Ax,  j^4- Ajr,  z-^Az*^  m,  w,  les 
n^nls  Gorre9pondaot6  de  la  surface  orthogonale,  p  la  dis- 
coince  Mm,  ^  +  ùp  la  distance  Mi  //ii  ;  menons  par  M| 
1^.11  plan  parallèle  à  la  ligne  mmi  et  soil  N  le  point  d*in- 
c^rsection  de  ce  plan  avec  celle  des  lignes  P  qui  passe  par 
l^point  M;  Tangle  MiNM  sera  un  angle  droit,  et  l'on 

aura  par  conséquent  cos  M,  MN  =  rr— -  =  —  •  D'ailleurs 

les  cosinus  des   angles  que   les   lignes  MN,  MM|  font 
avec  les  trois  axes  coordonnés  sont  :  pour  la  première 

"X.  Y     Z  -  ,    Ax    Ar    A«  , 

ir^ -^r^  ^y  pour  la  seconde  — »  -— i  — ;  on   aura   donc 
P    P     P    *^^  As    as     As 

aussi 


cos 


.-  •.«       _i-/XAx        YAv    ,    ZAz\ 


par  conséquent, 


<*teD  passant  aux  limites, 

Xd:r4-Yr/r-+-  Zdz  =  ±^dp. 

Ce  raisonnement  et  cette  transformation  s'appliquant  évi- 
demment à  tous  les  points  du  système,  l'équation  générale 
d'équilibre  deviendra 

l{X(ia:-\-Ydjr-\.Z(is)=  l(±9fip)  =o. 

Si  chaque  longueur  ^,  ou  ce  qu'on  pourrait  appeler  le 
nyonde  la  surface  orthogonale,  est  lui-même,  commeP, 
Qnc  fonction  des  seules  coordonnées  x^y^  z,  chaque  pro- 
duit Vdp  et  par  suite  la  somme  Sit:  (Pdp)  sera  une  dif- 
lérentielle  exacte,  et  on  pourra  l'intégrer.  C'est  ce  qui 
arrivera,  par  exemple,  si  chacune  des  forces  du  système 
^mane  d'un  centre  fixe  et  est  fonction  de  la  distance  de 
^  point  d'application  au  centre  fixe. 
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Dans  ce  cas,  en  effet,  soient  a^  b^  c  les  coordonnées  d 
centre  fixe,  d*où  émane  la  force  P,  r  la  distance  du  poii 
d'application  de  la  force  P  à  ce  centre,  x)n  aura 

r»=  (x-  flf)'  4-  [y  —  b')-h{z-'C)\ 
rdr=  (x  —  a)€ix  -hljr  —  b)  df  -}-  (z  —  c)dZf 

r  r  r 

Xi/;r-hY<r4-Zrfï=:-[(j:— tf)rfx+-(j— fc)rfr-f-(«— c)A]=P4i 

Donc,  en  effets  si  P  est  fonction  de  r,  le  binôme  sera  ui 
différentielle  exacte. 

La  même  chose  arrivera  encore  §i  les  forces  du  sy 
tème  se  réduisent  à  des  attractions  ou  à  des  (^épuisions  r 
ciproques,  fonctions  de  leurs  distances  mutuelles.  Soiei 
en  effet,  Jr,  j^,  2,  x\j\  «'  les  coordonnées  de  deux  d 
points  qui  s'attirent  ou  se  repoussent,  r  leur  distance, 
f  (r)  la  fonction  de  r  qui  exprime  rinlensité  de  Tattracti) 
ou  delà  répulsion  ;  si  Ton  a 

X=r(r)--— ,       Y=r{r)-r—L,       Z  =  f(r)'— - 
on  aura 

s' X  y' >'  z'  —  1 

X'=f(r)l— -,      Y'=f(r-?— ^,      Z'  =  f(r)— — 
r  r  r 

et  par  suite 

Hdx-^-YdY-^Zch-hX'dx'-i-Y'dr'-hZ'dz' 

=  ^[(x-y)(rfr-rfx')+(r-y)(rfr-rf/)+(z-*')('fc-rf 

r 

=:^^rdr  =  f{r)dr, 

puisque 

r./A:=(^-x')(r/x--r/y)-^(v-/j(.//-r<r')-h(«--*0(''»'-^ 
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Donc,  en  groupant  les  trinômes  deux  à  deux,  on  les 
tc-^nsforme  en  une  différentielle  exacte,  et  l'on  aura  ëvi- 
d^mment 

l(X.dx  -h y dy  -^  Zeiz)  =  Z( (r)  eir. 

En  général,  lorsque  la  somme  ^  (\dx+Y  dy  +  Zdz) 
^3t  une  différentielle  exacte^  si  nous  représenton;»  son  in- 
tégrale par  U,  U  devra  être  une  fonction  des  coordonnées 
jTjjy  2, ...  9  dont  les  dérivées  partielles  seront 

el  Véquation  générale  d'équilibre  ou  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles 

2 (Xr/x -f- Yrf^  H- Zrf»)  =  o , 
deviendra 


i 


dV  ^         dV  ^         d\5  ^  , 

——  dr  H-  -;—  dy  -^  T-  dz]  =  r/U  =  o . 
dx  dy  flz        ' 


Celte  fonction  U  est  ce  qu'on  appelle  la  fonction  des 
forces;  et  il  résulte  de  Téquation  dV  =  o,  quedanslecas 
<l'éqailibre  cette  fonction  doit  être  en  général  un  maxi- 
mum ou  un  minimum. 

131.  L'équation 

• 

qtii  subsiste  lorsqu'il  y  a  équilibre  pour  tous  les  mouve- 
meots  compatibles  avec  les  liaisons  du  système,  et  qui 
renferme  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  reprend  très- 
wcilemènt  la  forme  sous  laquelle  ce  même  principe  se 

ds 
présente  dans  la  démonstration  d'Ampère.  Soient  ^  =  ^ 

la  vitesse  virtuelle  du  point  (j^,  r»  ^))  (P?  «)  Taiiglc  com- 
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pris  entre  la  direction  de  cette  vitesse  et  celle  de  la  fon^^^ 
P.  Comme  les  cosinus  des  angles  formés  par  les  deul 
rections  sont  respectivement  pour  la  vitesse 

dx        dx  dt        \  dx       dy        \  dj       dz         \  dz 
ds        dt  ds        î0  dt        ds        oi  dt        ds        w  </^ 

pour  la  force 

X       Y       Z 


'     r     P' 


on  aura 


"^         '        Pw  \      ^/  dt  dt) 

^  dx       „  dr        ^dz       ^  ,^      . 

X  —  H- Y -7-  -+-Z--  =  P«cos(P,»  ; 
dt  dt  dt  ^         ' 

OU  trouverait  de  même,  en  désignant  par  o)'  la  vitesae 
virtuelle  du  point  (x\y\  z') , 

X'  ^  -+-  r  '4^  +  Z'  ^  =P'«'  cos(P,«'), .  . . , 
dt  dt  dt  ^  ' 

et  Téquation  (i5)  deviendra 

(17)  2:Pa»cos(P,w)  =1  SP/;  =  0. 

On  appelle  quelquefois  tension  d'une  force  la  compo- 
sante Pcos(P,  Cl))  de  la  force  suivant  la  tangente  à  la 
courbe  que  son  point  d^application  tend  à  décrire,  et  tra^ 
i^ail  "Virtuel  àe  la  force  le  produit  Pcocosw  de  la  tension 
par  la  vitesse  virtuelle.  Le  théorème  renfermé  dans  Téqua- 
tion  Pci)  cos  (P,  0))  peut  alors  s'énoncer  comme  il  suit  :  pour 
que  les  forces  qui  agisseut  sur  un  système  de  points  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque  se  fassent  équilibre, 
il  faut  que  la  somme  de  leurs  travaux  virtuels  soit  nulle 
dans  tous  les  mouvements  que  le  système  peut  prendre, 
ou  (|ui  sont  compatibles  avec  ses  liaisons. 
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132.  Si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle,  c'est 
nécessairement  parce  que  quelques-uns  des  moments  vir- 
tuels sont  positifs  et  les  autres  négatifs.  Lorsque  Tangle 
de  la  force  avec  la  vitesse  virtuelle  est  aigu,  ou  lorsque  la 
composante  de  la  force  suivant  la  direction  de  la  vitesse 
est  dirigée  dansie  sens  delà  vitesse,  le  produit  Pcos  (P,  g)) 
et  le  moment  virtuel  Pw  ros  (P,  «)  sont  positifs,  la  force  P 
alors  tend  à  produire  cette  vitesse,  on  peut  dire  qu^elle 
joae  le  rôle  de  puissance •  Au  contraire,  si  l'angle  (P,  cd) 
estobtus,si  la  composante  est  dirigée  en  sens  contraire  de 
la yitesse  virtuelle,  le  produit  Pcos  (P9  co)  et  le  moment 
Yirtuel  Pb)cos  (P,  tù)  sont  négatifs,  la  force  tend  à  empê- 
cher le  point  de  se  mouvoir  et  joue  le  rôle  de  résistance. 
Désignons  par  P  les  projections  ou  tensions  des  forces 
puissances,  par  R  les  projections  où  tensions  des  forces 
résistances,  ces  projections  étant  prises  en  valeur  abso- 
lue; appelons  -^9  -7-  les  vitesses  virtuelles  des  points  d'ap- 
plication des  puissances  et  des  résistances,  l'équation  des 
vitesses  virtuelles  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

€U  dt 

II  devient  alors  facile  de  prouver  que  si  cette  équation  est 
satisfaite,  l'équilibre  aura  nécessairement  lieu.  En  effet,  si 
([uelques-uns  des  points  du  système,  dont  nous  désigne- 
rons les  vitesses  virtuelles  par  y  9  avaient  encore  un  mou- 

vement,  on  pourrait  les  empêcher  de  se  mouvoir,  ou  ré- 
tablir l'équilibre  en  introduisant  des  forces  S  d'intensité 
convenable,  appliquées  en  sens  contraire  du  mouvement; 
^l  ptiisqu' alors  il  y  aurait  équilibre,  on  aurait 

<U  dt  dt 
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ou  bien,  puisque  par  hypothèse  2P-~  — 2/î—  =o^ 

—  2  .Ç  --  =  O. 

Or,  puisque  tous  les  termes  de  la  somme  qui  compo.^0€ 
le  premier  membre  sont  de  même  signe  et  négatif  -^^ 
chaque  terme   devra  être  séparément  nul  ;  c^e$t-à-dii 

qu*on  devra  avoir  généralement,  soit  5=  o,  soit  ~-  = 

mais  par  là  même,  et  quelle  que  soit  celle  des  deux  hypo^»'' 
thèses  que  l'on  adopte,  le  point  auquel  la  force  «S 
appliquée  sera  en  repos;  puisque  «$=o  signifierait  qt 
pour  le  mettre  en  repos  il  suffit  d'appliquer  une  foi 

nulle,  et  ^  =  o  exprimerait  que  sa  vitesse  est  nulle.  Doi 

Téquation 

^dp  ^  dr 

di  dt 

entraine  nécessairement  l'équilibre  du  système,  et  nous 
i*etrouvons  cette  proposition  fondamentale  :  Les  condi- 
tions d*cquilibre  d'un  système  quelconque  de  points  dont 
les  liaisons  indépendantes  du  temps  peuv^ent  être  expri- 
mées par  des  fonctions  de  leurs  coordonnées ,  seront 
toutes  données  par  la  condition  que  la  somme  des  mo- 
ments ou  travaux  virtuels  sera  nulle  dans  tous  tes  mou* 
vements  compatibles  avec  les  liaisons  du  système. 
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AppUeationB  des  équations  générales  d*éqnilibre  sous  leurs  deux  formes 
principales.  —  Applications  des  équations  primitives.  —  Équilibre  d'un 
point.  —  Équilibre  d*un  corps  solide.  —  Équilibre  d'un  polygone  funi- 
culaire- —  Forme  d'équilibre  de  la  chaînette.  —  Chainelte  des  ponts 
saspenduB.  —  Cordon  sans  pesanteur  enroulé  sur  une  surface.  —  Ap- 
plications de  l'équation  des  vitesses  virtuelles.—  Nombre  des  équations 
d'équilibre. —  Cas  d'un  corps  solide. 


133.  La  théorie  que  nous  venons  de  développer  est  si 
importante,  que  nous  croyons  devoir  nous  étendre  sur 
ses  applications  aux  divers  cas  de  la  statique,  et  présenter 
ces  applications  sous  deux  formes,  en  faisant  servir  à  la 
recherche  des  conditions  d'équilibre  et  les  équations  pri- 
mitives avec  les  indéterminées  X,  |ui,  v,...,  que  nous  rem- 
placeront pour  plus  de  symétrie  par  Xi,  X„  A),...,  et  les 
équations  transformées  par  la  considération  des  vitesses 
virtuelles. 

PuBiiiKR  CAS.  —  Équilibre  dun  point  M,. — Si  le  point 
est  libre  dans  Tespace,  Téquation  Li  =  o  est  une  équation 
identique  0  =  0,  et  l'on  doit  avoir  nécessairement 

X,  =  o,     Y,  =  o,     Z,  =  o. 

Si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  dont 
'équation  est  Lf  =  o,  on  devra  avoir 

X,  =^,D,,L, ,     Y,  =*A,D^,L,,     Z«  =  À,D,,L, , 

«l  les  équations  d'équilibre  seront 


y, 


z. 


v/x;+Yî-4-z? 


^'   elles  expriment,  comme  on   le  savait  déjà,   que   la 
torco  Pj  est  normale  à  la  surface  Lj  =  o. 
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Si  le  poiut  est  assujetti  à  rester  à  la  fois  sur  deuy  sur- 
faces Li  =  o,  Ls  =  o,  ces  deux  surfaces  seront  les  liaisons 
du  système*,  une  seule  des  coordonnées  resté  indépen- 
dante ou  arbitraire,  il  n'y  aura  plus  qu'une  équation 
d'équilibre,  et  cette  équation  sera 

ou,  en  multipliant  par  -^> 

as  as  as 

et  elle  exprime  que  la  direction  de  la  force  Pi  est  située 
dans  le  plan  normal  à  la  courbe  que  le  point  mobile 
peut  décrire. 

.  134.  Deuxijsme  cas.  —  Equilibra  d'un  corps  solide,  — 
Si  tous  les  points  du  système  sont  liés  invariablement 
entre  eux,  les  équations  qui  établissent  les  liaisons  sont 
celles  qui  expriment  que  les  distances  mutuelles  de  trois 
des  points  du  systèn^e  sont  invariables,  et  que  les  autres 
points  sont  toujours  à  la  même  distance  des  trois  premiers. 
Soient  (xj,  ji,  z,),  (a:,,^,,  z,),  (x^.jr^,  z,)  les  trois 
points  auxquels  on  rapporte  tous  les  autres,  les  3/i  — 6 
liaisons  seront 


L,  =  (x,  —  .r,)'  -h  (7,  —  x^Y  +  (s,  —  Zj/  —  c^  =  o, 
L,  =  (x,  — x^Y  -h  [Xx  —  rzY  -h  (3i  —  33)'  —  c'  =  o, 

L3  =  (x,  -  .rj'  -f-  (;r,  —  J3)»  4.  (3,  —  g^)»  —  c 
U  =  (^.  -  r,y  4-  (j.  —  j,)>  -h  (r,  —  r,)'  — 


=  0, 


=  O, 

Lj  =  (.r,  —  j:«)«  -h  (j-,  —  .y,)*  +  (z,  —  z« )»  —  c'  =  o, 
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On  aura  donc 

'X,=  2X,(X,  —  4?,)  -4-  î^>,(  X,  —  Xa)  -h  2X4('i  —  ^a) 

-f-2X7(4P, --X»)-h.  .  .-h2>3„_,(x,  —  X„), 

Tf,=2V(ri— .rO  +  2>,Cr,— j,)  +  2X4(^1  — r«) 

+  2>,  (j,  —  Vs)  -h  .  -  .  +  2X5„_,  (j,  — r„), 

Z,  =2l,(»,    —  2î)-H2>,(z,   —  Zj)   -H2^(Z,  —24) 

-+-2^,(2,—  «s)  -h..  .-+-  2À3„_g(«,  —  2„), 

Xa  =  —  l>.,(x,  —  .r,)    -h  2>3(Xî--  X,)-*-  7->sf.rj  —  x«) 

-h  2^(Xa  —  X5)H-...4-2>3„^,(x,  — X«), 

X,  =  — 2Xa(x, X3)  —  2\i{Xi J^3)+  2>6(Xj--X4) 

-h  2>,(.r3  -—  Xs  )  -H  .  .  .  -H  2).3,_,(x,  —  x„) 

X4  =  —  2>4(X,  —  X»)  —  2^»(X,  —  X4)  —  2>fl{x3  —  X4), 

Y.  =  -  2>„_,(j,  —  /,) — 2>3i.-7(^  î  — jn)  —  2^3«-«(r3  — r«)> 

Zi=—  2>3,»_,(Z,  —  2«)  —  2X3„.,(«,  —  2„)  —  2>3„_e(«3  — •  ««). 

Or  si  entre  ces  in  équations  on  élimine  les  3n  —  6  in- 
déterminées Xi,  Xt, . .  . ,  isn-e?  on  trouvera 

X-,  -h  X,  -h  ...  -h  X,  =  SX  =  o, 
Y.  4-  Y,  4- .  . .  -h  Y„  =  SY  =  o, 
Z,  -hZ,-h    ..4-Z„  =  2Z=o, 

fY.«.  -^Z.r.)H- h  (Y„z„-Z„rn)  =  :i(Yz-Zr)  =  o, 

;Z.  JT.  ^  X.z.)  H-  ...  H-  lZ„x„  —  X„z„)  =  S(Zx  —  Xs)  =  o, 

'x,r.  —  Y,x,)-h  ...  4- (XnXn—  Y„r,)=  i(Xr -  Yx) =0. 

*•  20 
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Telles  sonl  donc  les  équations  dVquilîbre,  et  ce  sont  ^^  i 
bien  celles  que  nous  avons  déjà  établies. 

135.  Si  l^un  des  points  du  système  invariable  est  fixe,*»  --•, 
et  qu'on  le  prenne  pour  origine  des  coordonnées,  le^  ««s 
'^n  —  3  liaisons  seront 

L,  =  X,  =  o, 
L,  =j,  =o, 

Lasrz,  =0, 

L4 = jf , -f- r  2 -h  2,  —c^  =  0, 

Le  =  (x,  -  x,y  4-  (r,  —jr,y  4-  (z,  -  «,)»  -  c^  =  o, 

lo  =  *, -H  r, -H  2,  — c,  =  0, 

L,  =  (^,  —  X4)»  -hCTî— /J'-H  (s,  —  z.)'  —  ^  =  o» 

on  aura  donc 
Y,  =  X., 

Y,  =  ?.^4ri-f-  2>6(rt— 73)-+-  2^(7,-^4)4-. ..-h2>„_4f>-,—^j, 

Z,  =:2^4Z,4-2>,(»,— «3)4-2X«(z, -4)H-..«4-2>3„-4(»î  —  «k), 

X3  ==  2 X4 X3  —  2 >e(-a^i  —  J^j)  H-  2  >» (*3  —  .r4)4-. . .  4-  2\3„_j (jTj ^xj, 

JL4  S^  2  A7X4  — ~  2A|  yX^  — —  <3?4  j  —  2  Ag^Xj  ~~  ^tjt 

Z,  =  2  >5,_fc  ï„  —  2  X3»_,  («,  —  Z„)  —  2  >5^3  (»3  —  Z„), 


o. 


—-r,. 
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Si  entre  ces  3ii  Àjnations  on  élimine  les  3/i  —  3  ce 
stantes  indëterminëes  X|,  ^tf  •  •)^iii-.8)  on  aura  les  tr 
ëqaations  suivantes  qui  seront  les  équations  d'équilibi 

(Y.z,  — Z,j.)-h...H-(Y,2.^Z„j„)=l(Y*-»y)  = 
(Z.JF, —  X, ».)-♦-... H- (Z.jr„  —  X.»„)=ï(Zjr  —  .rZ)  = 
(X.j-.— T,x,)-*-...-t-{X.j^.— Y,x,)  =  i(Xj  — Y-p)  = 

La  pression  exercée  sur  le  point  fixe  (Xi,  71,  x,)est 
point  (xt^Ju  '1)  normale  à  la  surface  L4  =  o,  c'est 
dire  qu'elle  s'exerce  suivant  la  ligne  c^^  ses  composai] 
suivant  les  trois  axes  coordonnés  sont 

X4D,,L|  =  a>|jt„     >|D,,L4  =  2X4/2,     ^D^^U^  2>4», 

la  pression  au  point  (jr„  j^s,  z^)^  exercée  suivant  la  li| 
^1,  est  de  même 

celle  au  point  (^4,^4,  «4)?  suivant  c, 

1,D,^L,  =  aX,X4,     >7  p^^L,  =  nlo'n     ^î  D.^L,  =  aX,«4 

celle  enfin  au  point  (Xn,  j»,  -z„)  le  long  de  la  ligne  c,„. 


Dx^Lfn— »  —  2Àj„_jX, 


«, 


^3»— I 


Pr„L3«-»=  2>„^»jr^, 


^311— k 


Di     Li9ii~ft 2À3fl_jZ„. 


I-ea  trois  composantes  Xi,  X^,  X,  exercent  d'ailleurs  i 
m^fliatement  leur  action  sur  le  point  fixe.  Il  en  rési 
qiae   les  trois  composantes  suivant  les  trois  axes  de 
P'^ssion  totale  exercée  sur  le  point  fixe,  sont 

^«  -+-  a\4*,-+-aX4«i-h—H-2X,»-4X„=X,H-X,H-...-4-X.=: 
^  "H- aX4>',-»-2>»j,-4-...-h2Xfc,^j«=  Y, -f- Y, -+-...4- Y.=  : 
^^  ^♦--   2X4X2  H-aXjZj,  -h...4-2X,n-»»n=Z, -h  Z, -*-...-*- Z«  = 

'tao.  Si  le  système  a  deux  points  fixes  (x»,  ji,  j 
('3^^  ^  j,^  «t)î  et  qu*on  prenne  pour  axe  des  <z  la  ligne  j 

20. 
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sanl  par  ces  deux  points,  les  3  ai  —  i  liaisons  seroiil 

L,  =a:,  =0,      Lj=j'i  =  0,      L3  =  3,  —  r3=ro, 
L4  =r  jTj  =  O  j       JL4  ^=  ^3  =  G  ,       JL(  ^=:  2j  —  C^  =r  O  , 

L,  =  .rJ-hj;H-(22  — 33/  — c;  =  o, 
L,  =  jTÎ-h^î-f- (2.  —  24)*  -  rj  =  o, 

L„=(x3  — 074 )»-!-( js— 74)-+-  (»3  — 34)'  — cj,  =0, 

L,^3  =  x^  -+-  j;;  4-  (8.  -  2„)'  -  cl-,  =  o, 

L3,_,  =  x^  4-  J^  -t-  (z,  —  z„y  —  r'^_^  =  o, 

Laii-i  =  (J^s  —  Jfii)'  -+-  (^3  — Jn)'  H-  (S3  —  ^nY  —  C3„^^  =  o. 

On  aura  donc 

X|  =  A|,        l,:=rA2,       Aj  =  Aj ,        ij^rAs, 

Z,  =>iH-2>î(3,  — Z3ÎH-?.>»  (z, — «4)4-..  .-f-2Xa,_s(«,  — »,), 

Z2  =>6-f-2X|(2i  — «3)-h2X,o(S2  — «4)4-.  .  .-t-2^3«_»(2> Si,), 

A3  ^=  2  A7  J'3  4~  2  A|073  Hf-  ^  A|  I  ^  JTj  —  J?4  j  -f-  •   .  •  4"  2  A3„__|  ^  J?3 ^h)  J 

Yi  =  2;,j34-2^/34-2Xu (73—74)4-.  .  .4-2X3/1-1(^3— .r«)» 

Z3  =  —  2>7 (2,-^3)  —  2>»(-i— Z3)-f-2X|i(23— Z«)  H- 

-+-2>3„_,(23  —  Z„), 
X4  =  2X9^74  4"  2  A,oJ74  —  2  A||  [  JTs J?!  j  , 


Ail 2À3n__3.r„4-  ^hn—l^n 2  A3,^_|  (jTj  —  J^nj» 

Yn  =  âA3rt— 3  7»»~^"  2A3„_2  7''» —  2  A3rt_  1(7^*3— >„j, 

^n  ^^2A3„_3  (Z|  —  2n) —  2A3„_j(2i —  Z„)  —  2  Aj^— 1  (-j  Z„), 

Si  enlre  ces  in  équations  on  élimine  les  3//  —  i  indéter- 
minées Xj,  X,,...,  Xg„_,,  on  irouveia  pour  Féquation 
nécessaire  et  suffisante  d'é([uilibrc, 

(X,7,  —  Y.j:,)  4-  (X.72—  Yax,)4-.  .  .4-  (X,.7„  — Y„x„) 

=  sfXr  — Y.r)  =  o. 


îroui 


•J, 


O- 
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Les  composantes  suivant  les  axes  des  x  et  des  >  de  la  pi*es 
sion exercée  sur  le  point  fixe  [t^^Jx^  z^  )  sont  à  ce  poiii 
imoiédiatement 

au  point  (x»,  7^19  't)  suivant  la  ligne  C7, 
au  point  [xi,^  /4,  24)  suivant  la  ligne  C9, 


Les  composantes  delà  pression  totale  sur  le  point  Xi  9  j  1 ,  <Zj 
saivant  les  axes  des  x  et  des  y^  seront  donc 

A|  -7—  2X7X3  -1-  2A9X4  H".  •  .  ""T"  2A3n_j.7r„  ^r  ^i, 
\,  -4-  2>7/,-4-  2>9^4-f-..     -f-  2>3,,_jJ^„=  r,. 

^n  trouverait  de  même  pour  les  composantes  suivant  le 
**es  des  x  et  des  jr  de  la  pression  exercée  sur  le  poii 

A4  -f-  2 Ag^s  -f-  2A|«X4  -f-  .  .  •  -f-  2A3,|_3X„  ^=  jL-iy 

\  4-  a^o's  -H  2\i«/4  -h  ...  -h  aXa,_, j^,  =  1^„ 
^^*  on  en  déduit 

X,  H-  X,  -f . . .  -+-  X,  =  2X  =  jr,  -h  jr„ 
Y,  4-  Y,  -h . . .  -h  Y„  =  2  Y  =  r.  H-  r„ 

tV,z,  _z,7,)-|-(Y,3,-Z.j,)-f....-+-(Y„3„-Z„j„) 

=  2{Y3  —  Zj)  =  r.z,  4-  r,2,, 

^^1  «.  —  X,  «,)  -+-(Z,4:,  —  X,z,)  -h .  . .  -f-  (Z„x„  —  X„ï„) 

NT 
oUs  écrivon^s  dans  ces  équations,  par  raison  de  symélrii 

^^  yxt  ^fi  .y%)  quoique  ces  coordonrié(rs  soient  identiqu 
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ment  nulles.  On  tire  de  ces  équations 

Al  =  1 

«,  —  2, 

Z, 2, 

r,  = • 

Kufin  la  pression  commune  aux  deux  points  (Xt  ^  Ji  >  ^i)  -* 
( Xt ,  yt  9  ^t)  le  long  de  la  ligne  qui  les  unit  ou  le  long  de 
Taxe  des  2,  est 


^3  £n   ■+•   ^2  — ^  •   «  •  ^n  "Z^  ^£à, 

137.  Si  le  corps  solide  est  appuyé  contre  plusieurs 
plans  ou  contre  plusieurs  surfaces  courbes,  il  ne  pourra 
rester  en  équilibre  qu'autant  qu'aux  points  de  contact  la 
pression  exercée  par  lui  sera  normale  au  plan  ou  à  la 
surface.  Si  Ton  désigne  par  (a',  o',  /),  (a'',  6",  /')..., 
les  angles  que  les  normales  au  point  de  contact  (x'^y',  «'), 
[oc'^^y^  z")^n . .  font  avec  les  axes  coordonnés,  les  trois 
composantes  des  pressions  seront 

V  ces  a',       a'  cosê',      V  CC1S7'  ; 
Arrosa",     VcosS",     a''cos7"..., 

X',  X"...,  étant  des  constantes  indéterminées  dont  on 
choisira  le  signe  de  telle  sorte  que  la  pression  qu\;lles  ex- 
priment ait  pour  eifet  d'appuyer  le  corps  contre  la  sur- 
face. On  peut  évidemment  remplacer  les  surfaces  ap- 
puyantes par  les  pressions  prises  en  si^ncb  contraires  et 
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nùdérer  de  nouveau  le  système  comme  libre.  Les  con- 
. lions  d^équilibre  sont  alors 

X— 2)i'cos«'  =  o,  XY— 2X'cos6'  =  o,  SZ  — 2VCOS7' =  0, 
2(y»  — Zj)  — xV(»cos6'  — /cos7')  =  o, 
2(Zx  — X»)  —  2X'(jrcoS7'  —  2Cosa')  =0, 
2(Xj— Yx)  — ïV(7C05fli'  —  »co8€')  =  0. 

S^il  n^y  a  qu*un  seul  plan  appuyant,  que  nous  prendrons 
pour  plan  des  xy^  on  aura 

COS7'  =C0S7"=  I  ;     cosa'  =  cosa"...=  cos6'  =  0086"...  =  o; 

et  les  équations  d'ëqidlibre  deviendront 

2X  =  o,     2Y  =  o,     IZ  =  2X', 

2(Y«— Z/)  =  — iVj,    X(Za:— X«)=2Vj,    2(X>^— Y:r)=o. 

Les  indéterminées  V^  A'',...,  qui  expriment  les  pressions 
aux  points  de  contact,  doivent  avoir  le  même  signe,  le 
signe  positif  si  le  corps  est  situé  du  côté  des  z  négatifs,  le 
signe  négatif  si  le  corps  est  situé  du  côté  des  z  positifs. 
Dans  la  première  hypothèse,  les  conditions  d'équilibre 
sont  d'abord  que  Ton  ait 

ïX  =  o,     2Y  =  o,     I(X/  — Yx)  =  oj 

en  second  lieu,  que  les  valeurs  de  X',  V^  . . ,  déterminées 
par  les  équations 

^2  ==  tk',      Z(Yz—Zx)  =  —  iVf,      l(Z.r  —  X2)  =  2X'x, 

Soient  toutes  positives.  Si  le  nombre  des  points  d'appui 
^st  de  plus  de  trois,  ou  si  les  trois  points  d'appui  sont  si- 
tués sur  une  même  ligne  droite,  trois  seulement  des  con- 
stantes X',  X'', . . . ,  dans  le  premier  (*as,  deux  seulement daiif 
le  second,  sont  déterminées  par  les  équations  (|ui  précè 
dent;  les  autres  resteront  iiidéierminéch  ou  arbitraires. 
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138.  Troisième  cas. — Équilibre  d'un  système Jlexible. 
—  Soient  Ml  Ml,  MfM,,  MiM^,...,  (Jlg.  3i)  des  lignes 
droites  de  longueur  invariable  qui  peuvent  tourner  libre* 
ment  autour  de  leurs  extrémités,  de  manière  à  former  un 
polygone  flexible  ou  mobile  autour  de  ses  angles  \  on  ap- 
plique aux  points  M,,  Mt,  M». .  .^  des  forces  Pi ,  Pi, 
P|. . . ;  et  Ton  demande  les  conditions  de  leur  équilibre. 
Les  liaisons  sont  ici 

L,=  (2:,— X3)»-|-(j,  —XzY  -f-  (3,  —  z^Y  —r\  =  o, 

L,_,  =(  Xh_,  —  x„)2 -+-(/„_,  — r„)'-|-  (««-1  —  «„)*  —  r^_,  =0. 

Les  composantes  des  forces  Pi ,  Ps ,  . . .  suivant  les  axes 
des  coordonnées  seront  donc 


Xj|_|  —  2Àft__7(j7n_5  —  Xn-~\)  "+■  2>.q^i  (O^n—i  •''iiyt 

'^ii^— ^ 2À„_I  yX„^x  ^n)y 

Y,  =  2X,(j,  —  rO» 

Y2  =  —  2>,(j,  —jr^)  H-  2X2(7,-/3), 

Y3  =  —  2X,(/,  —  J3)  -h  2A3(r3  —  y\), 

Y^i  =  —  2y„_,(j„_2  —  j^„_i)  4-  2À„-.,  tr^,  — r«)» 

J^n-—  —  2X„_,(7„_,  — yn)i 

Z,  =  2A,(z,  —a,). 

Zj  =  2X,  (*,  —  Z,)-+-2Aa(z,  —  Zj), 

Z3  =—   2Aj(Z5 S,)  -h  2X3(2. 2i)' 

Zn_i  =  —  2A„_j(c„.    ,. —  Zn_ij  "+"  2/„.  ,(3;,.-i  S„), 

Zfl  =  —  2>„_|  (Z«-|  Z,|). 


PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES.  3l3 

Si  entre  ces  3  n  équations  on  élimine  les  /i  —  i  indétermi- 
nées ^1 ,  At ,  ^1 , . . . ,  A„.i  on  obtient  les  2  /i  -{-  i  équations 
d^équilibre 

X,-hX,-h..  .-f-X.=  2X  =  o,     lY=zo,     2Z  =  o, 

X,      _      Y.      ^      Z. 

X.  H-X,  _  Y. +Y>  ^  Z.-hZ, 

*1  ^i     ""     r»  J'S  ^7—  «3 

X.-hX,-f-X,       Y.-f.Y,4-Y3       Z. -hZ,-t-Z3 


X, 


^3—^4 


-^i 


X,  -4-  X,  -f-  .    .  -H  X,^,        Y»  -+-  Y,-|-  .  .  .  H- Y„., 


*«— 1  —  ^11 


z. 


Xh—\         Xn 


'n— I 


Les  trois  premières  équations  expriment  évidemment  que 
les  forces  du  système  transportées  en  un  même  point  de 
Tespace  doivent  se  faire  équilibre. 

Les  normales  aux  surfaces  Lt=o,  Li=OvM  L„.i=o, 
ou  les  tensions  effectives  le  long  des  lignes  ou  côtés  r^ , 
'*«  5  -M  ''«-1»  *onl?  d'après  les  principes  déjà  établis  : 

Au  point  (Xx ,  yt  9  ^i)  suivant  r, , 

V,  =  >.  V(  P..  L.  y^  -h  [\>,,  L.  )'-+■  (  p.,  uy 

aupoint  (xiy/t) 'Si)  suivant/*!, 

>;  =  >.  V^(D,.L.)«H-(P^.L.)^-h(D„L.)' 

=  -  2>.  r.  =  -  v/x:  -4-  Y  ;  -h  z;  =  -  T. , 

^"  point  (x, ,  j, ,  2t)  suivant  /j, 
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au  point  (x,  ,j',,  z,)  suivant /'i, 


\\  =  1,  V(Dx.l->}'  +  (D„L,/  -t-  (D..LO'  =  -  aX.r. 


au  point  (Xs  ,jr» ,  Zt)  suivant  ;'t , 


•r,=:i,  \/{D,,L,y-^(o^,\^)'  -^  (t).,ur=2-itr. 


=  V^(X,+X,+X,)'  +  (y,-t-Y,+Y,/  +  iZ,-f-Z,H-Z,)«= 


au  point  (x„,y„  «„)  suivant  r„_,, 


=  —  s/(X,H-X,-h...+X^,)'4-lY,+Y,H-...4-Y».,)»+(Z,-hZ,+ 


La  tension  T^.i  en  un  point  quelconque  de  jonction 
côtés  ou  en  un  sommet  quelconque  (jI'«,  .7,»,  z^)  du 
lygone,  le  long  de  la  ligne  r„,_,,  sera  par  consëquer 
résultante  de  toutes  les  forces  P|,  Ps,.-'i  P-i-i  Irans 
tées  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  (x^^y^^ 
mais  appliquées  en  sens  contraire  ;  la  trnsioii  T^  sui' 
Tp,  sera  la  résultante  des  forces  P,,  Pi,  ..,  P«  iranspoi 
parallclemcQt  à  elles-mêmes  à  ce  même  point  {r^^j^m^ 
Les  tensions  T^  et  T,^i  exercées  au  point  (x^,^.,, 
auront  donc  toujours  |K>ur  résultante  la  force  P,„,  c' 
à-dire  que  la  force  P„  sera  cii  équilibn;  avec  les  tens 
—  T„  et  —  T,„., . 

139.   Désignons  par  ârj,  Ci,  -/i^  x^.  c^.   y«,....,  s» 
c„_t,  7„«i    les   angles  que  Icj»  li{;iics  /,,  />,...,  r„_, 


PIUMCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES.  3l5 

avec  les  aies  coordonnés  ;  on  aura 

r,-.X2=:r,cosa„     y^  —  j^,  =  /-,  cos6,,     z,  — »,  =  r,  COS7,, 
F,-*,  =  r,cosa„     y-'t — y^  =  r,cos6„     «,  —  «,  =  r,C0S7„ 

^,-*.=r^,cosflt„-,,  r»-i— J'«='*— iCOsê^,,  s„_,  — 3„  =  r„.,cos7„^, 

Ces  valeurs  f  substituées  dans  les  équations  des  para- 
graphes précédents,  donnent 

X,=r2>|(x,  —  Xj)  =  alLiT,  COSa,  ::^T,  COSa,  , 

Xjzr  — a>i(x,  — Xj)  H-a>3(.r,  —  ap,)  =  — T|COSa,H-TïC08a3, 

X,  =  — a>,(a:a  —  *s)-f-2>5(x3^jr4)=  —  TaCOSa,-+-T,cosaj, 

X,  =  — aX,^,  (j:^,  —  x«)=  — T«-.|COSa»_„ 

Y,  =  2X,(^-,  —  ra)  =  2>,  r,  cos6i  =Ti  cos6,, 

Y,=  -  2>,  (^,  —7,)  -♦-  aXaCTi— rO  =  — T,  cos6, 4-  T,cos 6„ 

Yj=  — a>,(j^,— 7,)-4-2X3(j,— j-J  =  — T,cos6,H-T3Cos6,.. 

Y.=—  2X,_,  (j^,_,  —7,)  =  —  T,«,  cos€„», , 

Z,=:2>,  (z,  —  z,)=  2>,r,  COS7,  =T,  COS7,, 

Zi=— aX,  {«,  —  z,)  -♦-  a>2(sa  —  z»)  =  — T,cos7,  -hTjCos7,, 

Zj  =  — 2X,(Z, z,)  4-2X3(53— z,)  =r  —  TaCQS7a-hT3COS7„ 

4  =  —  2X.  (a.-,  —  z»)  =  —  Tu-,  CCS  7«_,. 

Les  angles  a, ,  61 ,  7, , . . . ,  a„_i ,  6„.i,  y„_i ,  sont  d'abord 
liés  entre  eux  par  les  équations  connues 

cos'  a,  -+-  cos'  6,  H-  cos'  7,  =;  1 , 
cos'a«_  ,  H-  n)s'^,_,  -4-  n>sy„..,  =  1, 
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et  Ton  a  trouvé  prëcédemmeni 


t.  =  v^xî4-y;4-z;, 

T,  =  VTx.-4-X,)'-4-(Y.-4-Y.)'-*-(Z,-hZr)'', 


T„_,=  v^(X,-+.X,-h...-hX««.)'-»---.  +  =  V'x„'4-Y,'  +  Z"  ; 


ou  aura  donc 


A|  X.|  A| 

rosa,  =  — -  = 


cos  6,  =  —  = 


T.        v^X;-f-YÎ-i-Z]        ^ 
Y.  Y.  Y. 


—  * 
1 


- 1 
I 


Z|  ^1  Z| 

T.      v/x;h-y;-4-z;  p. 

X.-f-X,  X,-f-X, 

cos  a,  = 


ros  65  = 


T,  v^(X,  4-  X,)'-h  (Y, -h Y,)'  -f-  (Z,  -+-Z,)' 

Y.+Y,  ^ Y. -h  Y. 

T.  v/(X.-t-X,r-h"(Y,-4-Y,/-|-(Z.-hZ,)' 


X,=— (X,  +  X3...-i-X„),     Y.  =-(Y,-hY3-h...-f-Y.), 

Z,  =  —  {Z,-f.Z,-h...-|-Z„). 

L'ensemble  de  toutes  ces  équations  suffit  à  déterminer  les 
directions  des  lignes  de  jonction  ou  des  côtés  r, ,  rj, . . . ,  r^_i, 
ainsi  que  les  forces  Xi,  Y^  Zi  qui  mesurent  la  résistance 
du  point  initial  de  la  portion  de  polygone,  quand  les 
autres  forces  sont  connues.  Si  Ton  assigne  en  outi^  les 
longueurs  des  côtés  et  les  coordonnées  Xi,  r,,  5,  du  point 
initial,  on  déterminera  les  coordonnées  des  autres  points 
ii  Taido  des  é<|  nation  s  suivantes,  qui  sont  une  conséquence 
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du  principe  des  projections  : 

x,  =  x,  —  r,  cosa,y     jï  =.r,  —  r,  co$6„     z,  =  z,  —  /•,  COS7,, 
Xj=x,— rjCCia, —  r^cosas,  /3=/i — r,cos6, — racosôa,  Cj=..  , 

x^=jr,  — r.cosa,— rjCOSaj— ...  — r„«,cosa^„  /.=.,.,  z„=.... 

Si  les  deux  extrémités  sont  fixes  ou  si  leurs  coordonnées 
(x„j,,  z,),  (T|,  ji,  2i)  sont  données  et  constantes,  les 
deux  forces  Pi,  P„  appliquées  à  ces  extrémités,  ou  leurs 
composantes  Xt ,  Y,,  Zi,  X„,  Y„,  Z„  qui  mesurent  les  ré- 
sistances des  deux  extrémités  fixes,  devront  être  comptées 
panni  les  inconnues  du  problème;  on  n'a  plus  à  détermi- 
ner les  inconnues  x»,  j^i,,  z„  qui  sont  alors  données,  mais 
elles  sont  remplacées  par  les  trois  inconnues  X„,  Y„,  Z„, 
On  a  alors,  toujours  en  vertu  du  principe  que  la  projec- 
tion algébrique  de  la  somme  est  égale  à  la  somme  algé- 
brique des  projections, 

X,  —  X „  =  r,  cosai  -♦-  r,cosaj  -f-  .  . .  -!-/•„_,  cosa^^-i  9 
y^^y^=i  r,  cos6,  -f-  r,  coso,  -}-...-+-  r„_,  cos6««, , 
î,  — .  z.  =  r,  COS71  4-  r3C087a  -f- . .  .  -^  r^,  cos7„_, , 

eten  substituant  pour  cosai,  cosSi,  cos/i,  cosa„cosë, ,... 
leurs  valeurs,  on  a  pour  déterminer  Xi,  Yi ,  Zi  les 
équations 


v'XJ-hYl-fZ;       V^(X,  -H  X,J»"h-  (y.  -+-  Ï,y4-  (Z.  -h"Z,>" 

— =:=^  "^^^  ^\ •*'h  > 


r,_, (X,  -f-X,-}-.  .  .H-X„_,) 


l'fX.-f. .  .+X„«,)^-f-iY.-|-. .  .-i-Y„_.)''-H^Z,-f- . .  .-f-Z„_.)' 
r.Y.  .  r,(y,4-Y,) 


v^x;-+.y;4-zî     V(x.  -i-  xo'-4-  (Y.  -+-  y,]'  h-(z.  -hzj' 

__^_^  r^-.(Y.+Y,-h...-hY,,.) 


=r.  —  r«> 
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y/X',-hY]-hZ\       v^(X.4-X,)'-l-(Y,-hy,)»-h(Z.4-Z,)« 
r,-,(Z.  4-Z,-^...-^Z^.) ^ 

.     v^(X.4-  . . .  -t-X»^.)^4-(Y,4-  . .  .-+-Y„_.)»+(Z.H-  . .  .-+.Z„_.)«  ""   ^ 
X„ ,  Y„,  Z„ ,  seront  données  par  les  équations 

X,=  —  (X,  -f-X,-*-.  . .  -hX^i), 

Y,  =  — (Y.  4-Y,4-...H-T^0, 
Z„  =  ~  (  Z,  -h  Y,  -f- . . .  -h  Z;^.,  )  ; 

les  angles  ol^  S] ,  /i ,  ai ,. ..,  seront  exprimés  comme  pr 
cédemment  au  moyen  des  forces  X, ,  Y, ,  Zt ,  Xs , . .  «  • 
Si  le  polygone  est  fermé,  il  faudra  faire  dans  les  équ* 
lions  qui  précèdent 

et  Ton  en  déduira  les  valeurs  de  Xt ,  Yi ,  Zi ,  ainsi  quel^ 
angles  «i ,  Si ,  ^i ,  at^ . . .  7„.i.  Les  composantes  de  la  fore 
exercée  au  point  de  jonction  des  lignes  r^  et  r„  seront 

X  H-  X„  =  —  (X,  4-  X,-h.  .  .  -h  X,^.), 
Y,  -+- Y„  =  -  (Y,  -hY34-.  .  .  -4- Y,_,), 
Z. -hZ,  =—  (Z, -}-Z,-h...-+-Z«_.). 

140.  Si  les  directions  de  toutes  les  forces,  à  Tcxceptioi 
de  celles  exercées  aux  deux  extrémités  du  polygone,  son 
parallèles,  et  qu^on  prenne  pour  axe  des  z  une  ligne  pa 
rallèle  à  la  direction  commune,  on  aura 

Xj  =  Xj  ^=  .  .  •  An_i  O,         ï  j  —   I  s  — —  •  .  •  ï^  In — I  ^^  O* 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  du  n^  138 


les  êsri 


Oc/ 


C. 


l:> 
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ramènent  les  équations  d'écpiilibre  aux  suivanies  : 


—  jr,  JTa Xi 


*ji-i  —  *« 


X. 

Z, 
Z, -+-Z, 
Z,-hZ,-f-Z, 

z,  — «4 

r— . 

jr.  — je, 
X, 

X,  —  X, 

X, 

X,— *, 

X. 

Z,  -+-  Z,  4-  . . 

.-hZ^, 

X,  -h  X,  =  o,     Yi  -♦-  T,  =  o,     Z,  H-  Z,  4-  .  . .  -h  Z„  =  o. 

11  résulte  des  premières  équations  qur  tous  les  points  du 
système  doivent  être  situés  dans  uu  mc^me  plan  vertical. 
Si  Vou  prend  ce  plan  pour  plan  des  zx^  on  aura 
jr,  =  j,  =  . . .  =  j.  =  o,     Y,  =  Y„  =  o  ; 

si  Ton  désigne  en  outre  par  yi ,  yt , . .  • ,  7„-i ,  les  angles  que 
leslif|[nes  r, ,  r, , . . . ,  r,_,  font  avec  Taxe  des  z,  on  aura 

.r,  —  JT,  =r  r,  sin  7i  ,     -r^  —  .r,  =  r,  sin y . , .  .  . , 

**-!  — «"n  =  r«_,sin7„_.,, 
s,  —  2,  =  r,  COS7,  >     Sj  —  Z3  =  /'ï  C0S7: 

s«_,  —  *«  =:  rrt_,  cos7._,. 

Le*i  tHjuations  d'équilibre  deviendront  alors 

X.    _     Z. 
sin  7,^       C0S7, 

A.|  £i\  •+-  It-t 


r-}  •    .    . 


SIII7, 

X. 

sin  7., 


C0S7J 

Z,  -h  Z,  -h  Z, 


<*os  7, 


X. 


Z|  -|-  z,  -h  . . .  H-  Z„ ., 


sin7„_,  cos7,_, 

X,  ■4-X,  =  o,     Z,  4-Z,  4-  ..  .  4-Z„=:o; 
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et  si  Ton  se  rappelle  que  lorsque  deux  fraelions  sont  égal^ 
elles  soDt  aussi  égales  à  la  troisième  fraction  que  rono 
tient  en  divisant  la  différence  des  numérateurs  par  la  d. 
férence  des  dénominateurs,  on  aura 


COt7,     COI7J COly^  COt^j  — COt7a 

Z„_i  — Z„    

~"  cot7„_,  —  cot7„_j  ~~  cot7„_,  ~ 

Si  dans  ces  fractions  on  multiplie  à  la  fois  et  respectif 
ment  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  par  sin~ 
sinyisinyj,  sinyisinya,. . .  ,  sîny„_, ,  on  pourra donn 
aux  équations  d^équilibre  cette  nouvelle  forme 

ir        1         sin7,  _       Sin7,sin73  __       sin 735107, 

sinf-  — 7,^  *'°17.--7J  sin(7,— 7,) 


__  y        sin7„_aSin7,^,    _       


sin7„_,  __ 

Al». 


('--0 


La  tension  T^  en  chacune  des  extrémités  de  Tun  quel 
conque  des  côtés  r,„  sera  (n**  138)  la  résultante  d'ui 
force  horizontale  db  X,  et  des  forces  verticales  Z 
Z2 , .  •  •  9  ^n  transportées  a  ces  extrémités.  On  a  ainsi 


T^=r±  V^XÎ-h(Z,  4- Z3  -h  ...  -h Z„)' 


V  sm'7«  sin7^ 

La  composante  horizontale  de  la  tension  sera  donc  pa 
tout  égale  à  ±Xi  =  zfc  X„. 

Si  Tune  des  extrémités  du  polygone  est  fixée,  c'est- 
dire  si  .r,  et  z,  ont  des  valeurs  fixes  déterminées;  si  i 
plus  les  lignes  de  jonction  on  les  rôles  r, ,  r, ,...,  r„  ain 
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qoe  les  forces Z|,  Zs,...,  Z^.,  X«  sont  données,  les  angles 
7i  •»  7i  v-1  7«9  ainsi  qoe  les  forces  Xi  el  Z,  qui  représen- 
tent la  résultante  du  point  6ie.  seront  déterminées  par  les 
éqoations  sniTantes. 


Z, 
««7^.  =       , 

Z.  +  z._, 

co.7^.  _        ^         , 

E, -f- Z»_i -|- .  .  -  H- Zî             Z; 

z 

X.                             X. 

X 

cot7.  = 


et  les  coordonnées  des  points  de  jonction  ou  des  sommets 
(lu  polygone  par  les  équations 

'j  =  x,  —  r,sin7,,      ^=z  — r  rr»S7  , 

j^,  =  X,  —  r.  $107.  —  r.  $in7, ,    :  =  ''  —  ''.  0*157,  —  ''*  *^*>*7i-  •  • 

Si  les  deux  extrémités  du  polvçone  sont  Gxi's,  si  par 
coassent  x^  Zfy  x„«  z,,  sont  des  quantités  données. 
Xi  et  Zi ,  X.  et  Z«  deviennent  des  grandeurs  inconnui^, 
représentant  les  pressions  suppôt  tées  par  les  deux  points 
iixes,  et  Ton  déterminera  leurs  valeurs  par  les  équations 

=  0, 


^x; -T- (Z. -f- Z, -+-... -h  z._.-- 

/•— ,  •■  z,  -h  2,2 -t-  .  .    "H  Z,_.  ^ 


=  •'1  — J^», 


71 


3q2  statique. 

Les  angles  /i  ^  71^..^  ^n  «t  les  (ooixloii  11  études  {)oiiils 
jonction  seront  d'ailleurs  déterminés  comme  précède  i 
ment. 

m.  Si  le  système  donné  de  points  est  un  cordon  ps 
iaiiement  flexible,  de  poids  uniforme  et  de  longueur  in^ 
rîable,  la  courbe  suivant  laquelle  il  s'arrondît  dans 
cas  d'équilibre,  ses  deux  extrémités  étant  fixes,  prea 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  le  nom  de  chaùiçtte. 

Appelons  s  la  longueur  d  un  arc  de  cbainctte,  A* 
poids  de  Tunité  de  longueur,  0  l'angle  que  la  tangente 
point  (x,  z)  fait  avec  Taxe  des  2,  on  aura 

les  équations  d'équilibre  établies  dans  les  nuniéios   4 
précèdent 

Z^sinYm~tsin7a,_ 

■A.1  —  •— ;      f  v"  —  —  A« 

8>n(7— I  — 7-) 
deviendront 

J_  A-  sin»  G  ds 

X.-— X,- -^^ , 

cl  l'on  en  tirera 

as  z= 7-  T  ?      «x  =  sm  9  as  =z — —  , 

A    surO  k    sinO 

X,  cosO^/0 

az  =  cosBas  = ; : • 

A      sm'9 

Si  Ton  prend  le  point  le  plus  bas  de  la  chaînette  po 

origine  des  coordonnées,  on  aura  en  ce  point  9  =  -*,  et 

l'on  intègre  les  équations  qui  précèdent  par  rapport  < 

depuis -jusqu'à  8,  on  aura 


X,        .  X,  ,        I  -  X,  /    I  \ 

A  k  2  if    \smO  / 
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Ou  eo  tirera  encore 


X|  4-^2  X,  -f-  ^2 


0       T  +  cosO      X,  H- ^«  4- \^âTxiT+7»? 

col  -  = r-T —  = ^7 

a  smO  Xi 

X. 


X,  -h  /« — VaXX.z  -h  A»z' 


X. 
ei  par  conséquent,  en  posant  —  =  a, 


1  =  V2flï-4-z', 


=-"'('+j-v/"^5) 


et  en  passant  aux  nombres 


î=i-|---+-i/ h-^    ^     ''=H 1/ h-. 

a        y    a         a*  a        y    a         n^ 

/î     _î\ 

5  =  ^2/1*4-*',     s-=-a\e*^  —  e     "j, 

et  nous  retrouvons  Téquation  de  la  chaînette  sous  sa  forme 
habituelle. 

Sî  Ton  désigne  par  T  la  tension  au  point  quelconque 
(^)  z\  puisque  la  composante  horizoutale  de  cette  ten- 
sion est  partout  égale  à  Xi,  on  aura 

X. 


sm  0 


21 . 


3a4  STATIQUE. 

el,  parce  que  a=  -r^cotO, 


Il  en  résulte  que  la  composante  verticale  de  la  tensic 
égale  a  ^5,  comme  on  pouvait  le  conclure  du  n^ 
e'est-à-dîrc  qu'il  est  égal  au  poids  de  la  portion  du  ce 
comprise  entre  le  point  {t^jt)  et  le  point  le  plus  ba 
Ton  appelle  p  le  rayon  de  courbure  de  la  chalnet 
point  (^9  y))  on  aura,  comme  on  sait, 


s 


^"y-^-d?)  _    d? 

^  d^x  ■"        d^x!* 


dz*  dz" 

mais  on  a  pour  la  chaînette 

-        a  dx 

sr=z  a  col  0  =  -r-  »     .f  ---=// , 

dx  dz 

Tz 
el  en  JKTérentiant 

ds  dx  d'^x 


dz   dz  <iz' 


ou  en  substituant  pour  s  sa  valeur 


ds  dx^  d^x 


mais 


dz  dz*    '       dz' 


dx       ds  ,    ^ 


et,  par  suite, 


^dx        ds  ^  .    ^         ,  ds         dx       a  A'  ds 
T— =  — TsinÔrruX  — ,       _  =  _  — , 
dz        dz  dz         dz         T  dz 
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dx 
on  aura  donc,  fsa  substîluant  cette  valeur  de  -ry 

as 


V    dx?  dz^  '  d^x  A' a 


\dzl  V 


ds 


3 


et,  par  conséquent,  p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la 
chaînette,  on  aura 

T*  a 

^        k*a       sin*ô 

An  point  le  plus  bas,  6=  -^  donc 

p  =  «  =  •—•    et    X,  =  p/, 

c'esuà-dire  que  la  tension  horizontale  de  la  chainetle  est 
égale  au  poids  d'une  portion  de  la  courbe  dont  la  lon- 
gueur serait  égale  au  rayon  de  courbure  du  point  le  plus 

bas. 

Si,  reprenant  Péquation 
on  développe  les  exponentielles  en  série,  on  aqra 

(la:'                 IX*  \ 

^"t ::"1"' ï~7"7  '^'•') 

(IX*  I  JT*  \ 

i.a/i'       i.a.3.4^  / 

Pour  de  très-petites  valeurs  de  ^,  c'est-à-dire  tout  près 
du  sommet  ou  du  point  le  plus  bas,  on  aura 


1  .r' 

2  n 


3a6  STATIQUE. 

Près  de  ce  point  la  chaineite  se  confond  donc  avec  u 
parabole  dont  le  paramètre  est  a, 

1 42.  Il  est  intéressant  de  cherclier  les  conditions  d'éqiM^ 
libre  d'une  cbainette  liée  à  un  pont  horizontal  qui  lui  e« 
suspendu  par  des  tirants  verticaux  très-rapprochés  l'un  ai 
Tautre.  On  peut  communément  négliger  le  poids  de  E 
chaîne  et  des  tirants,  et  ne  tenir  compte  quedu  poids  be^v 
coup  plus  considérable  du  pont.  Appelons  k  le  poids  d'uni 
lopgueur  du  pont  égale  à  Tunité,  on  aura 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  d'équilibre 
(nM40) 

V  —y     sin7i»_|Sin7i   _ 
s>n(7^,— 7») 


on  aur^ 


ksin'O^x 

X.,  =r  —  X»  =—-•.- 


d9 


Xi 
d'où,  en  posant  toujours -r^  =  a, 


dB  ,         ,  ^  cotOû^O 

(ix=  —  a  -T-rr  >         az=zdjf  cet  0  =  —  a  — : — —  • 
sin'9  sin*9 

Si  Ton  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point  le 
plus  bas  A  (,fig*  3a)  de  la  chaînette  pour  lequel  6  =  -i 

et  que  Ton  intègre  par  rapport  à  0  depuis  -  jusqu'à  6, 


on  aura 


a        ^ 

x  =  n  col  G ,      z  =  -  col'  0 , 

7. 


et,  en  éliminant  9, 


t*  r=  2/72  , 


rqualion  d'unr  parabole.  Ainsi   donc  /a  chaînclic  (Vun 
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puêê^i  suspûtidu,  lorsqu'on  ftég/ige  le  pouls  de  la  c/iatue  et 

des  tirants j  est  une  parabole  dont  le  paramètre  est  2a. 

Soient  Xi,  E],   — Xt^  e«    les  roordonnées  des  deux 

points  de   saspension;  on   pourra    regarder  Zi,  z,    et 

Xa  +Xi  comme  des  grandeurs   connues,  et  Ton  aura, 

pour  déterminer  les  trois  inconnues  x^ ,  Xf ,  X,  les  trois 

éc|iiations 

«•=2«s,,      x;  =  2at,,      X, -f-x,  =  /,      —==4/--, 

(  étant  la  longueur  du  pont  comprise   entre  les  points 
de  suspension.  On  trouve  alors 


jr,= 


lyjzi 


X.  =  ,-— 


v/^>' 


ces  équations  serviront  a  déterminer  les  longueurs  des 
tirants,  la  position  du  point  le  plus  bas,  et  la  compo- 
sante horizontale  de  la  tensiou  de  la  chaîne.  La  tension 
sa  point  (x,  z)  sera  donnée  par  Téquation 


X, 


T=  T-^=X,  v'n-cot'O  =kV«'4-«'. 
sin  0 

I^  com{x>sante  verticale  de  la  tension  sera  égale,  comme 
on  Ta  déjà  vu,  au  poids  de  la  portion  de  chaîne  comprise 
t^otre  le  point  (x,  z)  et  le  point  le  plus  bas  de  la  chaîne. 

143.  Reprenons  les  formules  des  n***  138  et  1  «39  qui 
expriment  les  conditions  d'équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  forces  appliquées  aux  sommets  d'un  polygone 
itiniculaire,  et  appliquons-les  au  cas  où  toutes  les  forces 
P|»  Pj,  . . .  j  P„«i  partagent  en  deux  parties  égales  les  an- 
gles du  polygone.  Puisqu'à  chaque  point  ou  sommet 
(^m^ym^  ^m)  la  force  V^  est  la  résultante  des  deux  len- 


3'i8  STATIQUE. 

sîoiis  T,„_, ,  ï„,,  ei  qu'ici  la  force  P^  fait  des  angles  égau 
avec  les  deax  cordons,  on  devra  avoir 

La  tension  sera  donc  la  même  à  tous  les  sommets  du  pol' 
gone,  et  égale  à  celle  que  les  deux  forces  égales  Pj  et  ] 
exercent  à  ses  deux  extrémités. 

Si  Ton  désigne  par  a^  Tangle  du  polygone  au  poii 
(•*•»  J"m>  ^m)t  on  aura,  puisque  P^  est  la  résulunjle  d< 
tensions  T^  et  T^_t , 

P*  T,  T.sina         ^  i 

Sinoe  .      1  .1  2 

sin  -  a  sin  -  a 

a  2 

Si  les  deux  côtés  r,„  et  r,„_i  sont  égaux,  et  qu'on  appel 
p^  le  rayon  du  cercle  qui  passerait  par  le  point  (x^^^j^^z, 
et  les  deux  sommets  les  plus  voisins  du  polygone,  à  droîi 
et  à  gauche,  on  aura 

/•„  =  2  p.cps  -  a ,     et  par  suite     P,,  = = 


144.  Considérons  encore  le  cas  où  les  points  de  jom 
tion,  les  sommets  du  polygone,  sont  assujettis  à  resti 
sur  une  surface  dont  Téquation  serait  L  ==  o  5  c'est  comn 
une  liaison  nouvelle  ou  une  nouvelle  condition  d'équ 
libre.  Dans  les  équations  déjà  établies,  il  faudra  remph 
rcr  les  composantes  X^,  Y,„,  Z,„  par  les  quantités 

Eu  outre  des  tensions  subies  par  les  côtés  du  polygone 
et  qui  ont  la  même  valeur  qu^auparavant,  il  faudra  ten 
rompleencliaqucpoinlx„„  },„,  2„»  d'une  pression  norma 
à  la  surface  L  =  o.  Si  Ton  désigne  celte  pression  par  N„ 
on  aura 


N„  =  ■,„  y'(  1).^  L)'  +  ^ n,„  L ,'  +  ;  D.,  L  )% 
i»l,  si  l'on  appelle  «„,,  />„,,  r^,  les  aiiî^Iesque  la  normale  fa 
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avec  les  axes  coordonnés, 


6090. = 


V(P,.L)'  +  (D,.L)»-h(D..L)' 


D,  L 

■  Jm 

C0S6m  = 


V('>'-L)'+(D,,L)'+(D.,L)' 

^J^' 

COSCw  =      .  '  .     ■  =  > 

V(I>-.l')-+(D,.L)'-h(D..L)» 
)i.D,^L=N«cosiifl„    ÎL^p^^L  =  N«cos6a„    À«D;^L  =  N,„cosc«. 

Il  faudra  donc  dans  les  équations  des  n^'  139,  140,  141, 
remplacer  X^ ,  Y^ ,  Z„  par 

X«— Ng,cosiim,     Y«  — N„cos*,„,     Z,„--N«cosc,. 

Les  mêmes  modîQca lions  s'appliqueront  au  cas  d'un 
cordon  pesant,  parfaitement  flexible  et  de  longueur  inva- 
riable, qui  serait  assujetti  à  s'appuyer  sur  une  surface 
L=o.  Si  l'on  fait  la  substitution  relative  à  X,„  ,  Y,„,  Z„ 
dans  les  équations  du  n^  139,  on  aura  pour  les  équations 
d'équilibre  : 

X,  — N,C08<ï,  =r  T,  cosqt, , 

Xt — NjCOSfla  =  —  T,  cosa,  -hTjCOSa, , 

X,  —  Njccs^a  =  —  Ti  cosa,  -j-T,  ces  «a , 


X«  —  NnCOSH,  =  —  T«-,  cosa„_t , 
Y,  — N,  cos6,  =T,cos6, , 
Yj  —  Nj  cos  ^a  =  —  T,  ces  6, 4-  T,  ces  6a , 
Yj  —  N3  cos  ^3  =  —  T,  cos  62  -f-  T.,  cos  6., , 

Y„  —  N«  cos  6«  =  —  T„-.,  cos  6„», , 

Z,  —  N,  cos  c,  =  T,  C0S7, , 

Z,  —  Ni  cos  f  a  =  —  T,  C0S7,  "+"  T,  cos 7a, 

Z.  —  Nj  cos  r,  =  —  T2  ros7;  -h T3  roS7j , 

Z„  —  N„  cosr„-=  —  T«   ,  rosy„  _, 


33o  STATIQUE. 

On  tire  d^ces  équations 

T«cosafl,=(Xi4-X,-|-.  .  .  -4-X.,) — (N|C08^ï,-H...-hN«co$û„) 
T«cose«=(Y,-J-T,-4-...-h  Y«,)  —  (N,cosft,-+-...-+-N«cos^,] 
T«coS7^=(Z,  -h 7,4-   .  .-f-Z.,)  —  (N.cosc,  4-...-hN«co9c,) 

145.  Pour  trouver  les  équations  d'équilibre  d'un 
chaînette  assujettie  à  reposer  sur  une  surface  donnée,  i 
faudra  dans  les  équations  qui  précèdent,  en  désignaD 
par  k  le  poids  de  Tunité  de  longueur  de  la  courbe,  faire 

X«=o,     Y,=o,     Zm=kds, 

dx  dy  dz 

cos««  =  — f     cose«=~->     cos7«=2:»     N«  =  N£&, 

N  étant  la  pression  supportée  par  une  longueur  de  I 
courbe  égale  à  Tunité,  dans  la  supposition  que  cette  près 
sion  est  partout  égale  à  celle  qui  s'exerce  au  point  (x,j ,  z] 
Les  équations  du  numéro  qui  précède  deviennent  alors 

T  ^  =X.— /Ncosorfj,     T  ^  =  Y,  — /Ncos  bds, 
ds  *^  ds  *^ 

dz 
T  -7-  =  Z,  ■+-  k  Jds-^f^coscdsy 

Xi  =  T|-r— >      Y|  =  T|-j->      Z|=T, -T— j 
dss  dSi  dSx 

X,-f-X„  — /Ncosa^i!f=:o, 

Y,-l-Y„— /NrosAr/.f=o, 

Z,  H-Z„  — yNcosc//i=o. 

Dinérentiées  par  rapport  à  5,  les  trois  premières  é(|ua 
lions  donnent 

d'TfLc  d'x  dT  dr       ^d'r  ,,       , 

-y-  —  -f   T  -—  =  -  N  losr/ ,     —  —  -M ---.  =  — Ncos* 
ds    ds  ds^  dx  ds  ds^ 

d'Vdz        ,^d'z         ,       ^. 

as   ds  ds^ 


*^^^ 


«Co^i 


'2r. 
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Si  Ton    fualliplie    respet*tjvement    ces   éc[uatious    par 

dx  dr    dz  ,       .        .  ,        ,  , 

-f-f  -r»  ^9  ^  qu  on  les  ajoute  en  ayant  égard  aux  equa- 

lions 
ooaiini 

-T  =  *^  -r  —  W  1  COS  O  -r-  -f-  COS  ^  -f-  -H  COS  C  — -  )  =  O. 

di  ds  \  ds  ds  ds] 

Mais  puisque  a,  &,  c  sont  les  augles  que  la  normale  fait 
avec  les  axes,  on  a 

dx  ,  djr  dz 

COStf  -—  -4-  COS  o  —  -{-  cosc  --•  =  o  ,• 
ds  ils  ds 


OQ  aura  donc 


dT  _      dj, 
ds  ds 


^^  I*on  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point  de  la 
^l^nette  où  la  tangente  est  horizontale,  et  si  Ton  ap- 
pelle T«  la  tension  en  ce  point,  rintégralion  donnera 

14(5.  Si  le  cordon  est  sans  pesanteur  et  étendu  sur  une 
•Urface  courbe  de  forme  telle  que  le  fil  puisse  la  suivre 
p^ftout  ou  la  toucher  en  tousses  points^  il  faudra  dans 
^^s  é({uatîons  du  paragraphe  préeédcul  faire  ft=o,  ce 
*lui  donnera  T  =  To,  c'est-à-dire  que  la  tension  sera  la 
^^èoie  en  tous  les  points;  on  a  en  outre 


fër*  (1)'^  (sr— 


r:=vx;+Yî^-z:, 


I 


33a  STATIQUE. 

el,  parce  que  —  =  o, 

d^x  iPy  d^z 

T-r — hNcosii  =  o,    T-rr-^Ncos^=o,  T -— -+-Ncosc=Q, 
ds^  ds^  ds* 

d^x         d^y         dH 

d^    _^   ds^    __  ds* 

cos  a       cos  b      C08  c 

c'est-à-dire  que  le  rayon  de  courbure  coïncide  avec    Ia 
normale  à  la  surface.  On  aura  enfin,  puisque 

cos^fl  -+•  cos'b  -+-  cos*c  =  I , 

et,  comme  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  I» 

courbe , 

I 


il  viendra 


/d^xY      /d'rV     Y^^^V' 


T 

û 


la  pression  normale  N  est  donc  inversement  proportion •• 
nelle  au  rayon  de  courbure,  ce  qui  s'accorde  avec  le  ré- 
sultat déjà  obtenu  n^  1  i3. 

147.  Nous  nous  arrùlcrons  moins  longtemps  aux  appli- 
cations du  principe  ou  de  l'équation  des  vitesses  virtuelles, 
parce  qu'elles  sont  beaucoup  plus  connues. 

Nous  avons  vu  que  pour  un  système  donné  de  points 
matériels  soumis  à  l'action  de  certaines  forces,  le  nombre 
des  équations  d'équilibre  est  nécessairement  égal  au  nom- 
bre des  variables  indépendantes,  c'est-à-dire  au  nombre 
des  coordonnées  variables  dont  il  faudrait  déterminer  la 
valeur  pour  rendre  chaque  poinl  entièrement  lixe. 

(^.onsidérons  d'abord  un  point  isolé  :  s'il  est  libre, 
ses  Irois  coordonnées  pourront  varier   indéj)endamment 
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y  une  de  Tautre,  il  y  aura  donc  trois  équations  d'équilibre. 
Si  le  point  est  assujetti  k  rester  sur  une  surface,  Tune  des 
coordonnées  sera  fonction  des  deux  autres ,  et  le  nombre 
des  variables  indépendantes  se  trouvant  réduit  alors  à 
deux,  il  n'y  aura  plus  que  deux  équations  d^équilibre. 
Enfin  si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe, 
deax  coordonnées  seront  fonctions  de  la  troisième,  qui 
pourra  être  regardée  comme  seule  variable  indépendante, 
et  il  n'y  aura  qu'une  équation  d'équilibre. 

Considérons  encore  un  système  de  forme  invariable, 
et  du  reste  libre  dans  l'espace,  on  fixera  tous  ses  points 
eu  en  fixant  trois  pris  à  volonté.  Les  positions  absolues 
de  ces  trois  points  dépendront  de  neuf  coordonnées  ou  va- 
riables liées  entre  elles  par  trois  équations  de  condition 
exprimant  l'invariabilité  de  leurs  distances  mutuelles.  Il 
restera  donc  en  tout  six  variables  indépendantes,  et,  par 
suite,  il  n'y  aura  pour  un  système  de  forme  invariable, 
mais  libre  dans  l'espace,  que  six  équations  d'équilibre. 

Si  l'un  de  ces  trois  points  devient  fixe,  ses  trois  coor- 
données devienn  ent  constantes,  les  six  variables  indépen- 
dantes se  réduisent  à  trois;  par  suite  il  n'existe  que  trois 
équations  d'équilibre  pour  un  système  de  forme  inva- 
>*iable  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe. 

Enfin  si  le  système  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un 
*3^e  fixe,  il  n'y  aura  plus  qu'une  seule  variable  indépcn- 
^Ute,  et  par  suite  qu'une  équation  d'équilibre. 

Après  avoir  déterminé  quel  est,  pour  un  système 
dooné,  le  nombre  des  équations  d'équilibre  nécessaires 
^^  suffisantes,  nous  allons  montrer  comment  on  peut  dé- 
^^ire  toutes  ces  équations  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

Lorsqu'on  connaîtra  un  mouvement  compatible  avec 
l^s  liaisons  du  système  ou  que  le  système  puisse  prendre, 
il  suffira  évidemment  de  calculer  les  valeurs  particulières 
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des  composantes  — »  "7~'  ^»  ^cs  vitesses  virtuelles  re- 
latives au  mouvement  en  question,  et  de  les  substitue] 
dans  la  formule 

(i)  2(Xifr  4-Tr//-f.Z</«)=o 

pour  obtenir  une  équation  d^équi libre.  Si  donc  Ton  con 
naît  d'avance  autant  de  mouvements  distincts  compatible 
avec  les  liaisons  du  système  quMl  y  a  de  variables  indé 
pendantes,  on  en  déduira  immédiatement  toutes  les  éqoa 
lions  d'équilibre  dont  on  a  besoin. 

Le  nombre  de  ces  mouvements  virtuels  devra  évidem 
ment  être  3n — m,  si  n  désigne  le  nombre  des  point 
donnés  et  m  le  nombre  des  liaisons  auxquelles  on  les  su^ 
pose  assujettis. 

148.  Pour  montrer  une  application  de  la  formule  (i) 
concevons  que  les  liaisons  établies  entre  différents  point 
M,  M',  M'',.**  permettent  d'imprimer  à  ces  mêmes  pointi 
un  mouvement  commun  de  translation  parallèlement  î 
l'axe  des  x:  Ce  mouvement  de  translation  sera  un  mou- 
vement virtuel,  dans  lequel  les  vitesses  virtuelles  ci>,  tù' 
oif\  • . .  seront  égales  entre  elles  ;  et  si,  pour  fixer  les  idées, 
on  suppose  le  mouvement  dirigé  dans  le  sens  des  x  po* 
sitifs^  on  aura  évidemment 

Wt        fie        de       '  "'     ^/T       di       "Jî 

dz       dz'       dz" 


"»    TTT  — "37  — ~:zr  —  ..  =  o, 


de"  de^  dt ""' 


par  suite,  la  formule  (i)  donnera 

(2)  (X4-X'-+-X"4-...)«  =  o, 

et  comme,  par  hypothèse,  la  vitesse  commune  cd   n'est 
pas  nulle  y  on  tirera  de  ré(]uation  (2) 

f3]  X-f-X'H-X''4-...=  ïX=o. 
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Dé  raime,  si  un  mouvement  commun  de  translation,  en 
vertu  duquel  les  différents  points  acquerraient  simulla- 
némfut  des  vitesses  égales  et  parallèles  à  Taxe  des j-,  ou  à 
YarKC  des  x,  esl  virtuel,  cVst-à-dire  compatible  avec  les 
liaisons  données,  la  formule  (i)  entraînera  Téquatiou 

(4)  Y^^r-f-r +• .  .= 2Y=  o 

ou  la  suivante 

(5)  2^hZ''^-z''^....=2Z=o. 

Concevons  maintenant  que,  sans  troubler  les. liaisons 
établies,  on  puisse  imprimer  au  système  des  points  A',  A'^ 
A"',...  un  mouvement  général  de  rotation  autour  âo 
Taie  des  x;  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  c€* 
mouyement  soit  direct  :  la  courbe  décrite  par  le  point 
(x,jr,  js),  dans  le  mouvement  virtudL  dont  il  s^agit,  sera 
qh  cercle  dont  nous  désignerons  le  rayon  par  r,  et  dont 
les  équations  seront 

(6)  jp  =  constante,    «•+7'  =  H. 

Or,  si  Ton  différentie  ces  équations  par  rapport  au  temps, 
on  trouvera 

,  K  dx  dy  dz 

D'ailleurs,  dans  un  mouvement  de  rotation  direct  au- 
tour de  Taxe  des  X,  le  point  (a:,  y^  z)  sera  porté  du  cô'é 
des  z  positifs  ou  du  côté  des  z  négatifs,  suivant  que 
loixlonnéej^  sera  elle-même  positive  ou  négative,  et  par- 

dz 
conséquent  le  coefficient  différentiel  —  sera  une  (juanlilé 

ne  même  signe  que  y.  (  ela  posé,  on  tirera  de  la  seconde 
équation  (7) 

,, .  (D_{i)_vlHl_, 


jr  -*  ^ 


t  j.    •!  V 
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Ajoutons  que  si  Ton  nomme  5,  s\, . ,  les  arcs  dé  c 
décrits  par  les  différents  points  à  la  fin  du  temps  ^  ^  r,  : 
les  rayons  de  ces  mêmes  cercles,  et  ^5,  A5', . .  •  le 
croissemcnts  infiniment  petits  que  prennent  les  ai 
5', . . .  pendant  l'instant  ùt^  on  aura  évidemment 

A  5 as' i  as I  A/ 

r  r'  '  r  Ar        /  Ar  ' 

et  par  suite 

\  ds I  ds' 

ou  plus  simplement 

(9) 


/  If 

b)  W  Cl) 


r        r'         r" 


donc  les  vitesses  virtuelles  des  difl*érents  points  si 
proportionnelles  aux  rayons  des  cercles  décrits.  Si 
appelle  h  la  vitesse  du  point  situé  à  Tunité  de  dist 
pour  lequel  r  =  i,  u  sera  la  vitesse  angulaire  du 
tème,  et  Ton  aura 


r  " 

«>)  OJ  6) 


r         r         r 


(10)  w  =  w/-,  '  w' =  «r',     w"  =  «/•",..    . 

Cela  posé^  les  équations  (7)  et  (8)  donneront 


lix  dy  th 

dt         '     dt  '      dt        -^ 


9 


on  trouvera  pareillement 

dx'  dy'  ,      dz' 

puis  on  tirera  de  la  formule  (1) 

[(rZ-2Y)-ht>'z'-2'r)-H...j«  =  o, 

i*t  comme,  par  hypothèse,  la  quantité  m  n'est  pas  n 
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on  trouvera  déGnitivement 

,u)    (/Z  — »Y)-+-(^'Z'-.z'Y'}-f-...=:2(Zj~Y  =  )  =  o. 

De  même,  si  nn  mouvement  général  de  rotation  en  vertu 
duquel  chacun  des  points  M,  M^,  M^, ...,  décrirait 
autour  de  Taxe  desj^  ou  des  z  un  arc  de  cercle  proportion- 
nel à  sa  distance  â  cet  axe  était  virtuel,  c^est-à-dire  com- 
patible avec  les  liaisons  données,  la  formule  (i)  entraî- 
nerai l  Téquation 

(il)    (zX  — xZ)-h(î'X'--x'Z')-4-...  =  2:(x«  — Zx)  =  o, 

on  la  suivante 

(,3)    (xY— jX)-4-(.x'r-7'X')4-.    .  =  2:(Yx-Xv)  =  o. 

Les  équations  d'équilibre  ainsi  trouvées,  (3),  (4)9  (5), 
(11),  (12),  (i3)  sont  précisément,  comme  on  devait  s'y 
aUendre,  celles  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  sommes 
des  projections  algébriques  des  forces  P,  P',  P', . . . ,  ou 
de  leurs  moments  linéaires  sur  les  axes  des  x^  y^  z. 
Ajoutons  que  chacune  des  sommes  ainsi  calculées  coïn- 
cide avet  Tune  des  projections  algébriques  de  la  force 
principale  ou  du  moment  linéaire  principal. 

149.  Lorsque  les  points  M,  M',  M'^, . . . ,  composent  un 
sjsième  invariable  de  forme,  mais  entièrement  libre  dans 
l'espace,  les  six  mouvements  généraux  de  translation  pa- 
f^llèlement  aux  axes  coordonnés  et  de  rotation  autour  de 
<^axes  sont  compatibles  avec  les  liaisons  de  ce  système.  Par 
soife  la  formule  (1)  entraine  les  six  équations  (3),  (4))  (5), 
(ii),(ia),(i3).  D'ailleurs,  dans  la  même  hypothèse,  celles 
desYariables  JF,jr,  «,x',j  ',  z\  a:\y\  z\x!%y'\  A..., 
^e  Ton  peut  considérer  comme  indépendantes,  se  rédui- 
sent évidemment  à  six.  En  effet,  puisqu'on  suppose  les 
points  M,  M^  M'^, ...,  liés  invariablement  les  uns  aux 
I.  2  a 


m 
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autres,  la  position  de  chacun  d'eux  sera  coinplëdemeii 
déterminée  dans  Tespace,  si  Ton  connaît  la  position  de 
trois  premiers,  p'est-à-dirc  les  coordonnées  x^  y^  z 
^'9  y 9  ^S  ^"9  y\  '^"'  De  plus  les  trois  points  M,  IV^,',  M 
étant  liés  eux-mêmes  par  trois  droites  invariables^le 
neuf  coordonnées  dont  il  s'agit  seront  assujetties  à  troi 
équations  de  condition,  en  vertu  desquelles  trois  de  ce 
coordonnées  deviendront  fonction  des  six  autres.  Donc  i 
n'y  aura  eifectivement  que  six  variables  indépendantes 
et  les  six  équations  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le 
sommes  des  projections  algébriques  des  forces  données  qi 
de  leurs  moments  linéaires  sur  les  axes  des  x^y^  z  suffi 
ront  pour  assurer  Téquilibre.  En  d'autres  termes,  il  suffir 
pour  réquilibrc  que.  la  force  principale  et  le  moment  11 
néaire  principal  s'évanouissent:  ce  que  nous  savions  déjà 

Si  un  système  invariable  de  forme  était  retenu  par  ui 
point  fixe,  les  mouvements  de  translation  dirigés  parallè 
lement  aux  axes  cesseraient  d'être  des  mouvements  vir 
tuels,  puisqu'ils  ne  pourraient  avoir  lieu  sans  rompre  le 
liaisons  établies.  Mais,  en  prenant  le  point  fixe  pour  ori 
gine  des  coordonnées,  on  pourrait  encore  imprimer  ai 
système  des  points  M,  M',  M",...,  un  mouvement  d 
rotation  autour  de  Tun  quelconque  des  axes  coordonnés 
Par  suite,  la  formule  (7)  entraînerait  toujours  les  troi 
équations  (i  1),  (i2),(i3);  et  ces  cqua lions, dont  le  nombr 
serait  précisément  égal  à  celui  des  variables  indépeu 
dantes,  suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 

Si  le  système  invariable  était  i^tcnu  par  deux  point 
fixes,  un  mouvement  virtuel  ne  pourrait  être  qu'un  mou 
vement  de  rotation  autour  de  Taxe  fixe  passant  par  c( 
deux  points,  et  la  formule  (1)  ne  fournirait  plus  qu^un 
seule  équation  d'équilibre  relative  à  ce  mouvement  vir 
tuel.  Si  Ton  prenait  Taxe  fixe  pour  axe  des  r,  l'équatio 
unique  d'équilibre  serait  celle  qu  on  obtient  en  ajoulan 
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ies  projections  algébriques  des  moments  linéaires   des 
forces  sur  cet  axe,  et  égalant  la  somme  à  zéro,  c'est-à- 
dire  TéquatioD  (i3).  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  qu'il 
n*existc  dans  le  cas  présent  qu'une  seule  variable  indé- 
pendante. 

Si  le  système  invariable  pouvai  t  recevoir,  non-seulemcn  t 
UKà  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  des  z,  mais 
encore  an  mouvement  de  translation  parallèlement  a  cet 
aice,  ces  deux  mouvements  virtuels  fourniraient  les  équa- 
tions (5)  et  (i3),  qui  suffiraient  pour  assurer  l'équilibre. 
Enfin  si  les  points  renfermés  dans  le  plan  des  xy  sont 
assujettis  à  n'en  jamais  sortir,  le  mouvement  de  rotation 
autour  de  Taxe  des  z  et  les  mouvements  de  translation 
dirigés  parallèlement  aux  axes  des  x,  y  fourniront  pour 
le  système  invariable  trois  équations  d'équilibre,  savoir 
les  formules  (3),  (4)9  (i^).  Comme  dans  la  même  hypo- 
thèse le  nombre  des  variables  indépendantes  sera  égal 
à  trois,  les  équations  dont  il  s'agit  suffiront  pour  exprimer 
les  conditions  d'équilibre. 

Les  conséquences  que  nous  venons^de  déduire  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  s'accordent  donc  évidemment 
arec  les  résultats  auxquels  nous  étions  déjà  parvenus  par 
'^  considération  directe  des  projections  algébriques  des 
'orées  et  de  leurs  moments  linéaires. 

iSO.  Concevons  maintenant  que  les  points  M,  M',  M'^ 
^i^tit  assujettis  k  des  liaisons  quelconques,  les  forces 
P»  P',  P^  qui  sollicitent  ces  mêmes  points,  se  réduisent  à 
des  poids.  Admettons  en  outre  que  l'axe  des  x  soit  vertical 
^^  <)ae  les  .r  positives  se  comptent  dans  le  sens  de  la  pe- 
**Oteur,  on  aura  dans  ce  cas 

X=P,  X'=P',  X"  =  P", ..., 

Y=0,   Y'=:0,   Y"  =  0,..  .,    Zrro,   Z'  =  0,   7/  =  0, 

a?.. 
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et  la  formule  (i)  donnera 

(i4)         p  — -hP  -T-  -<-  P  -7-  -*-•  -^o- 

^    ^'  f/t  dt  dt 

D*ailleurs  si  Ton  nomme  \  Tabscisse  du  centre  Ac^ 
forces  parallèles  P,  P',  P''  respectivement  appliquées  au^ 
points  M,  M',  M'',. ..,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes^ 
Tabscisse  du  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 

Px-+-P'a:'^-P"x''4....=:(P-+.P'-f.P^4-...)5. 
et  par  suite 

^  dx       ^,  djn*  ^  ^        .  d^ 

de  dt  ■  '  dt 

Donc  la  formule  (i4)  pourra  être  réduite  à 

(•5)  ^  =  0. 

Or  il  résulte  de  cette  dernière  équation  que  dans  tout 
mouvement  compatible  avec  les  liaisons  du  système,  la 
vitesse  virtuelle  du  cenire  de  gravité,  étant  projetée  sur 
Ta^e  des  t,  donnera  une  projection  nulle.  Donc  pour 
qu'il  y  ail  équilibre  entre  diCTérents  poids,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  dans  chaque  mouvement  virtuel  la 
direction  primitive  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  soit 
horizontale,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  Tordonnée 
du  centre  de  gravité  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

151.  Nous  avons  vu  que  dans  le  cas  où  toutes  les 
forces  du  système  sont  soit  des  attractions  ou  des  répulsions 
émanant  d'un  centre  fixe,  soit  des  attractions  ou  des  répul- 
sions matérielles  exercées  entre  les  divers  points  du  sys- 
tème, la  somme  2  (X^/x -h  Yrf^-f-Zrfz)  était  la  diffé- 
rentielle r/U  d'une  fonction  U  des  coordonnées  de  ces 
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points^  comme  dans  le  cas  d'^iiilîbre  on  doit  avoir 

2  {XiLc  -h  Ydjr  4-  Zds)  =  o, 

OU  devra  avoir  aussi 

(i6)  dV  =  o, 

et  il  résulte  dé  cette  dernière  équation  que  l'équilibre 
correspond  k  une  valeur  maximum  ou  minimum  de  la 
fonciion  U.  Mais  il  y  a  entre  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  cette  fonction  une  différence  essentielle  sur  la- 
quelle il  importe  d'appeler  Tattention. 

On  dit  que  l'équilibre  d'un  corps  ou  d'un  système  de 
points  est  stable  lorsque,  en  écartant  tant  soit  peu  les 
points  de  leur  position  d'équilibre,  ils  teudeut  à  y  revenir. 
On  dit  au  contraire  que  l'équilibre,  est  ùistablcy  lorsque 
écartés  de  leurs  positions  d'équilibre  les  points  uon-seu- 
lemeutne  tendent  pas  à  y  revenir,  mais  tendent  à  s'en 
écarter  de  plus  en  plus,  de  sorte  que  le  corps  finisse  par 
chavirer.  Enfin  l'équilibre  est  indifférent  ^  le  corps  est 
étatique,  si ,  lorsqu'on  écarte  les  points  de  leurs  posi- 
tions d'équilibre,  ils  ne  tendent  ni  à  y  revenir,  ni  à  s'en 
éloigner  davantage.  Cela  posé,  les  équations  fournies  par 
le  principe  des  vitesses  virtuelles,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  par  la  condition  du  pfiaximum  ou  du  minimum  de 
la  fonction  U,  sont  communes  aux  deux  états  d'équilibre*, 
o^ais  le  maximum  convient  à  la  stabilité  et  le  minimum 
a  tinstabilicé,  comme  on  le  prouve  en  dynamique  par  le 
<^dlciil  des  variations.  Dans  le  cas  de  la  pesanteur  ou  des 
^rpspesants,  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  est,  comme 
onl'a  vu  plus  haut,  la  quantité  qui  devra  être  un  maximum 
ou nn  minimum  lorsque  le  système  sera  en  équilibre,  et  ré- 
ciproquement ;  de  plus,  le  maximum  de  l'ordonnée  répon- 
dra au  cas  de  l'ccjuilibnî  stable,  son  minimum  à  l'équilibre 
'Dsiablc  ou  instantané.  En  résumé,  la  condition  d'équilibre 
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d'un  système  quelconque  der  corps  pesants  consiste  en  ce 
que  le  centre  de  gravité  du  système  entier  soit  le  plus  bas 
ou  le  plus  haut  possible  :  sHI  est  le  plus  bas  possible,  Fé^ 
quilibre  est  stable;  s'il  est  le  plus  haut  })Ossible,  Tëqui- 
libre  est  instable.  En  d'autres  termes,  si,  quand  on  écarte 
infiniment  peu  le  corps  de  sa  position  d'équilibre,  le 
centre  de  gravité  monte,  l'équilibre  est  stable,  le  corps  y 
reviendra  ^  si  le  centre  de  gravité  descend,  Féquilibre  est 
instable,  le  corps  s'en  écartera  de  plus  en  plus  \  si  le  ces* 
ire  de  gravité  ne  monte  ni  ne  descend,  le  corps  restera  dans 
la  seconde  position  qu'on  lui  a  donnée,  iL  est  asiatique. 

152.  Appliquons  enfin  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles au  cas  où  des  forces  invariables  de  direction  comme 
d'intensité,  et  toujours  appliquées  aux  mêmes  points, 
agissent  sur  un  système  de  points  assujetti  à  des  liaisons 
quelconques  et  mobile  dans  Tespace.  L'équation  générale 
d'équilibre 

devra  encore  être  vérifiée  pour  tous  les  mouvements  pos- 
sibles du  système.  Mais  puisque  dans  tous  ces  mouve- 
ments les  forces  exercent  leur  action  avec  les  mêmes  inten- 
sités et  dans  les  mêmes  directions,  X,  Y,  Z  peuvent  être 
regardées  comme  des  constantes,  la  somme  sous  le  signe  2 
s'intègre  immédiatement,  on  a 

U=2(Xa:-hYr4-Zz); 

telle  est  donc  ici  la  fonction  qui  daiis  le  cas  d'équilibre 
devra  être  un  maximum  ou  un  minimum. 

Si  toutes  les  forces  sont  parallèles,  qu'on  prenne  h 
direction  commune  pour  axe  des  a:,  et  qu'on  admette  que 
la  force  centrale  du  système  n  est  pas  nulle,  on  a 

Y=ro,     Z  =  o,     V  =  iXjc, 
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eC  2Xxesi  la  quantité  qui  dans  le  cas  d'équilibre  doit  être 
UMM.  maximum  ou  un  minimum.  Mais  comme  en  appelant 
^    l 'ordonnée  du  centre  des  forces  parallèles  on  a 

^        IX 

^   cierra  être  &  son  tour  un  maximum  ou  un  minimum*, 

c*^t-à-dirç  qpe  (ians  Vétat  d'équilibre  ttun  système  sou* 

rw9MS  à  des  forces  paralièles^  le  centre  de  ces  forces  pa^ 

WéMllèles,  compté  à  partir  d'un  plan  perpendiculaire  à  la 

tUfection  des  forces^  det^ra  être  le  plus  bas  ou  le  plus 

h€iut  possible  ;  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  la 

cbainette. 

Si  toutes  les  forces  sont  parallèles  à  un  même  plan,  au 
plan  des  xjr  par  exemple,  on  aura  Z  =  o,  et,  sous  la 
condition  que  la  force  centrale  ne  sera  pas  nulle, 
U==2  (Xx  +  Y^)  devra  être  un  maximum  ou  un  mini- 
Qiam.  Si  1  on  projette  toutes  les  forces  sur  le  plan  des  xy, 
Cl  qu'on  appelle  x©,  ^'o  les  coordonnées  du  point  central 
des  projections  dans  ce  plan,  on  aura  (n^  99) 

__  iY(iXx-hiTx)—:s.X{iX:r-^Yx) 

^1  maintenant  on  choisit  le  système  des  coordonnées  de 
telle  sorte  que  Taxe  des  x  devienne  parallèle  à  la  direc- 
tion de  la   force   principale    ou   centrale  du  système, 

ï^=«V(2X)*-4-(ZY)*,  on  aura 

®*  puisque  dans  le  cas  d'équilibre  U  doit  être  maximum 
^u  minimum,  il  en  sera  de  même  de  x^.  Ainsi  dans  le  cas 
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d*  équilibre  de  plusieurs  forces  parallèles  à  un  plan,  la 
distance  du  point  central  des  projections  des  forces 
sur  ce  plan  à  un  second  plan  invariable  perpendicu^ 
laire  à  la  direction  de  la  force  principale^  devra  être  un 
maximum  ou  un  minimum. 

Continuons  de  prendre  pour  axe  des  x  une  ligne  pa- 
rallèle à  la  direction  de  la  force  principale,  que  nous  sup- 
posons n'être  pas  nulle,  et  désignons  par  Xo,  j^o  les  coor- 
données du  point  central  des  forces  projetées  sur  le  plan 
des  3cy\  puisque  S  Y  =  o,  R  =  2X,  on  aura 

g  ,       y, _ 

Si  l'on  ap[)elle  x\^  z\  les  coordonnées  do  point  central  des 
forces  projetées  sur  le  plan  des  zx,  on  aura  de  même 

S(Xx4-Z2)        ,         2(Xz  — Zx) 
-.= 5 •     ^.=  S 

Désignons  enfin  parx',,  y\^  z\  les  coordonnées  du  point 
central  de  toutes  les  composantes  des  forces  données  pa- 
rallèles à  la  résultante  principale  R,  on  aura 


n 


•To  =-^r-> 


el,  par  suite, 

U  =  l(Xx  -h  Yj  4-  Zs)  =  R  (.r,  -f-  x\  —  j-;)  =  R  ^', , 

X|  étant  Tabscisse  du  point  central  de  trois  forces  égales  et 
parallèles  appliquées  aux  points  (xq.  y^^  o),  (x'^,  o,  z\), 
(x\,  y\y  2*),  les  deux  premières  dans  le  même  sens,  la 
troisième  en  sens  contraire.  11  en  résulte  que  la  distance 
de  ce  point  central  à  un  plan  perpendiculaire  à  la  di^ 
rection  de  la  force  principale  sera^  dans  le  cas  (Véqui^^ 
libre,  un  maximum  ou  un  minimum. 
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Comme  on  a 

^         fit  dt 

on  en  conclut  que  si  Ton  applique  la  force  principale  du 
système  au  point  central  dont  Tabscisse  est  x^ ,  le  moment 
'Virtuel  de  cette  force  centrale  sera  égal  à  la  somme 
des  moments  virtueb  des  forces  données,  et  sera  nul 
comme  elle  dans  le  cas  d'équilibre. 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 


Du  changement  de  coordonnées  dans  les  queiUons  de  mécanique. — Trans» 
formation  des  coordonnées  reçtUigneset  rectangulaires  en  coordonnées 
rectilignes  et  rectangulaires  — Expressions  direrses  qui  ce  Yarient  pas 
dans  le  passage  d'un  système  à  Tautre.  —  Paramètres  différentiels  du 
premier  et  du  second  ordre.  —  Conditions  que  doit  remplir  une  fonc- 
tion de  deux  on  trois  coordonnées  rectangulaires  pour  devenir  indé- 
pendante de  la  direction  des  coordonnées.—  Expression  du  paramètre 
du  second  ordre  en  coordonnées  polaires.  —  Coordonnées  curvilignes 
de  M.  Lamé.  —  Fonctions-de^point. —  Conditions  d'orthogonalité.  — 
Constance  des  paramètres.  —  Lignes  et  rayons  de  courbure  des  surfaces 
orthogonales. 


153.  Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  rectilignes  d'un 
point  M  relatives  à  trois  axes  rectangulaires;  x'^  j\  z' 
ce  que  deviennent  ces  coordonnées  quand  on  fait  tour- 
ner d'une  manière  quelconque  le  système  de  ces  trois 
axes  autour  de  l'origine*,  (a,  i,  c),  [al^  V ^  </),  («'',  h" ^d^)^ 
les  cosinus  des  angles  que  les  nouveaux  axes  font  avec 
les  anciens;  et  par  conséquent  (a,  a',  a'^),  (i,  V^  f  ), 
(c,  c/,  d')  les  cosinus  des  angles  que  les  anciens  axes  font 
avec  les  nouveaux;  on  aura 

x'  :=  ax    -h  bjr    -♦-  c« , 
y  =  a'x-\-b'x  -hc'z, 
z'  ^arr^-h^y-^-c^z, 

(i)  ^  j7  =  /ïj:'  H-  «'/-h  a" z\ 

y  =.bx'  ^b'y'->rb"z\ 
z   =  ex'  -{-c'y  -i-  c"z'y 
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e(  les  neuf  cosinus  seront  liés  entre  eux  par  les  équations 


{»} 


a» 

4-*»  -h  c*=i, 

a'» 

-+-6'>   +£/»=  W 

a"' 

r-l.  ^"»-#.c''»=  I, 

à" 

-+-o'»^fl"»=  I, 

b^ 

4-*'>-h^'"=i, 

c» 

H-c'>H-c"*  =  i, 

(3) 


ac    -+-<ïV  4-«''c''=o, 

^c     -h  b'c'  4-  ^''c''=  o, 

aa'    -h  6^'  -h  rr'    =  o, 

aa"  -I-  **"  4-  ec'   =  o, 


154.  Si  l'on  nomme  (jfi,ji,  z^)^  [^x'ijx'i  ^\)  '^s  coor- 
uotiQées  d'un  nouveau  point  M i  relatives  au  premier  et 
^^  second  système  des  coordonnées,  on  aura 

^^  par  suite 

^*onc  la  transformation  des  coordonnées  n  altère  point 
*<i  valeur  de  la  somme  xx^  -Hj'^'-h  zz^.  Et  en  effet  celte 
^Onaine  représente  le  produit  des  rayons  vecteurs  menés 
4e  l'origine  aux  points  M,  Mi  par  le  cosinus  de  l'angle 
^ue  ces  rayons  vecteurs  comprennent  entre  eux,  quantité 
^tidépcndante  de  la  direction  des  axes  coordonnés. 

155.  Soit    maintenant  F    une   fonction  quclcon(|Uc 
vies  coordonnées  primitives  x,  j',  z\  si  Ton  passe  duras 
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OÙ  ces  coordonnées  sont  prises  pour  variables  indépen« 
dentés  au  cas  où  Ton  prend  pour  variables  indépen^ 
dantes  les  coordonnées  x^  y'^  z'^  on  aura,  en  vertu  des 
équations  qui  lient  les  anciennes  coordonnées  aux  nou- 
velles : 

D,/F  =  ûD,F4-^D^F4-cD,F  =  (aD,-f-  b  0,-4-cD,)F, 
D/F  =  a'D,F-f.  6'D,F-f-c'D,F  =  (fl'D,-f-  ^'  D^4-  c'D,)?, 
D^F  =«"D,F-h6"D^F+ c^D.F=  (fl''D,-+-^''Dy-+-c*D.)F. 

Réciproquement,  on  aura 

D,F  =  ûD^F  4- a'D^F -h  û"D,/F  =  (flD;^-h  fl'D/ -♦>  ii*Dy)F, 
D^F=  ^D:,/F-h^'DyF-+- 6''D,/F=  (^D^-*- *'D/-|- f^^D^jF, 
D.F  =  cD,/F  +  (/ D/F-+-  r'' D,/F  =  (cD^-h  c'D^  -h  c"  D^)F, 

et  Ton  en  conclura 

(D^F)'4-  (D/F)^  -+-  (D./F}»  =  (D,F)»-+-(D^F)>  -f-  (D.F)». 

On  peut  écrire  plus  simplement  ces  équations  sous  la 
forme  symbolique 

D,/  =  a  D,  4-  ^  Djr  +  c  D,, 
Dy  =  û'Dx  -h  6'D^  4-  c'  D., 
D,/  =  û"D,  4-  Ô"D^  4-  c"  D,, 

D,  =r  rt  D,»  4-  a'D/  4-  a"  D^, 
D;.  =6Dy4-^'D^/4-^"D./, 
D,  =cDx/4-c'D/ 4-c"Dr/, 

(lV)'-f-(D/)'4-(D,0'=(D,)'4-(P,)^4-(D,)'. 

Uonc  fia/15  les  transformations  des  coordonnées  recian-^ 
gulaireSj  les  relations  qui  existent  entre  les  anciennes 
coordonnées  x<i  y  ^  z  et  les  nouvelles  x'^y,  z\  existent  pa- 
reillement entre  les  caractéristiques  D^,,  D^,  D,,  Dj^/,  Dy , 
D,/,  qui  indiquent  des  différentiations  effectuées  parrap^ 
port  aux  coordonnées  anciennes  et  nouvelles^  considé^ 
récs  tour  à  tour  comme  variables  indépendantes. 
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Si  Ton  diflerentîe  respectivotneni  par  rapport  à  x\y\ 
7/  les  équations  qui  donneot  D^F,  D^F,  D.^F  en  fonction 
d€^  D,F,  D^F,  D.F,  en  tenant  compte  du  principe  qu  on 
pcfut  interYertir  Tordre  des  diflerentiations,  on  aura 

D^  F  =  flDxDyF  4-  AD,DyF  +  cD,D^F, 

D'  F  =  fl'D,D/F  -f.  h'  D;.D/F  -h  c'  D,  Dy F, 

D|.  F  =  fl^'D^D^  F  4-  h" Dy D,.  F  -4-  c" D,  D/F  ; 

ajoutant  membre  a  membre,  il  viendra 
D;  F-*-  D*,F-f-  D;.F  =  D,(«D^F-|-«'D^F  -h  «"D.rF) 

+D/*  D^F-h A' Dy F-H  ô"  Dy  F)-|-D,  (r D^F-«- c' D,  F-hc" D,/F), 

^^  en  substituant  aux  trois  trinômes  du  second  membre 
'ears  valeurs  D,F,  D,F,  D.F, 

D^F-HD^.F-f.D;,F=D^F-t-D^F4-D;F, 

^^  simplement,  en  négligeant  F  et  ramenant  réquation  à 
'^  forme  symbolique, 

d;  +  d; -H  d;  =  d;  +  d;  +  d;  . 

*^oiic  il  une  Jonction  des  trois  coordonnées  rectangu^ 
'^res  X,  y,  z  est  differentiée  deux  fois  de  suite  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  coordonnées^  la  somme  des  carrés 
^^s  trois  dérii^ées  du  premier  ordre  et  la  somme  des 
^^ois  dérii^ces  du  second  ordre,   cest-à-dire    les  deux 

(D,F)»-f-(Dj.F}'4-{D,F)S     D^  F  4-  D^  F -h  D;  F 

^iffriront  des  ^valeurs  indépendantes  de  la  direction  des 
Ojcei  coordonnés.  La  racine  carrée  du  premier  trinôme 
^t  le  second  trinôme  sont  ce  que  M.  Lamé  appelle  les  pa- 
l'amètres  diflercnliels  du  premier  et  du  second  ordre  de 
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la  fonction  F,  et  qu^il  désigne  par  les  caractéristique 
^1 ,  ûi ,  que  nous  remplacerons  par  û^*\  A^'^ 

156,  Des  équations  qui  expriment  x\^  y\^  z\  en  X| 
y,,  Zi  et  D,',  Dy,  D,^  en  fonction  de  D,,  D^,  D,,  on  tii 

r ,  D^  F  4-  y,  D/  F  -Hz ,  D,rF  =  x,  D,F-|-ri  D,  F  H-  s,  D,  F; 

donc  une  transformation  des  coordonnées  rcctangulain 
n^altérera  pas  le  produit  symbolique, 

J^i  D,  -h  ^,  D^  -H  «,  D,. 

L'équation  précédente  subsistera  encore,  si  en  non 
raant  toujours  x^  y,  z  ou  x',  y\  zf  les  coordonnées  d 
point  M,  on  désigne  celles  du  point  Mi,  non  plus  par  x 
y,,  Zi,  ou  X, ,  y\ ,  z\ ,  mais  par  x  -4-  Xj ,  j  +jr, ,  z  -+-  j 
ou  x'-f-x,,  j'-l-y,,  z'-+-2', .  Alors  si  ûFestraccroissc 
ment  que  reçoit  la  fonction  F  quand  on  passe  du  point  I 
au  point  Mt,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  de  Taylc 
ramené  à  une  forme  symbolique 

or,  Dx-f-r,  Dr  -h  «,  Di X,  D,'  ^jr\  Dy-h  r ,  Da'» 

Donc  la  caractéristique  A,  considérée  successivemei 
comme  fonction  des  caractéristiques  D, ,  D^,  D 
D^,  Dy,  D,/,  sera  représentée  tour  à  tour  par  les  dei3 
expressions  symboliques  qui  précèdent^  et  pour  passer  c 
la  première  expression  à  la  seconde ,  il  sufBra  de  che 
cher  ce  que  devient  la  première  quand  on  opère  la  tran 
formation  des  coordonnées:  nous  avons  d'ailleurs  proui 
que  le  trinôme  exposant  de  c  ne  change  pas  de  valei 
dans  le  passage  d'un  système  à  l'autre . 

Ces  formules  s'étendent  évidemment  au  cas  parti culit 
où  Ton  passerait  d'ini  premier  système  de  rooixlonnées  a 
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second,  en  faisant  tourner  seulement  duns  leur  plan  les 
axes  des  x  et  des^  autour  de  Taxe  des  z  \  alors  c,  c'  se- 
raient nuls,  ainsi  que  a"^  b"^  et  les  équations  qui  lient 
x\y  k  x^  jr  et  réciproquement,  pourraient  s'écrire 
comme  il  sait: 

jr' =  j?cosa -f-jsinoe,     jr'=xcosa  —  xsina, 
X  =x'cosa — ^sina,      ^  =j'cosa -f-.r'sina, 

D«/  =  cosaD«  4-  sina  D^,     p^=cosaDj  —  sinaD^, 
Dx  =  co5«  D^  —  sio a  Dj/,     py  =  cosa  D^^  -h  sin  a  D,/ , 

(D^)*-f-(Dy)«  =  (D,)»-+-(D^)S     D^,-hD;=D^-f-D;. 

• 

157.  Ces  préliminaires  posés,   on  déterminera    sans 

peine  les  conditions  que  doit  remplir  une  fonction  de 

deux  ou  de  trois  coordonnées  rectangulaires,  pour  deve- 

'lir  indépendante  de  la  direction  des  axes  coordonnés.  Il 

suffira  pour  cela  de  prendi*e  pour  point  de  départ  une 

proposition  évidente  par  elle-même  et  dont  voici  Té- 

noncé. 

11.EMHE.  —  Si  une  équation  entre  plusieurs  variables  in- 
dépendantes jr,  jTy  z,  et  plusieurs  paramètres  ou  con- 
'^^ntes  arbitraires  a,  &,  c^.,,,  doit  subsister  quelles  que 
*^ient  les  valeurs  réelles  attribuées  à  ces  variables  et  à 
^^9  paramètres,  elle  continuera  de  subsister^  quelles  que 
soient  les  variables  x,  j)^,  z,. . .,  quand  on  établira  des 
i^lations  entre  ces  variables  et  les  paramètres  a,  b^  c,..., 
^O  transformant  ces  paramètres  ou  quelques-uns  d'entre 
^ux  en  fonction  de  x,y^  z.  On  conçoit,  en  effet,  qu'une 
équation  qui  se  vérifie  indépendamment  des  valeurs  attri- 
l>uées  â  diverses  quantités,  subsiste  par  cela  même  dans 
le  cas  où  Ton  établit  entre  ces  quantités  des  relations 
quelconques.    Cette   proposition    en  Irai  ne    le    théorème 
suivant  : 
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THÉonkMB  I.  — Soient  x,>',  z  plusieurs  variables  in- 
dépendantes, et  x\y\  2', . . .,  des  fonctions  qui,  renfer- 
mant avec  ces  variables  certains  paramètres  a,  b^  c,...,  se 
réduisent  à x^y^  z,, . ,  pour  des  valeurs  particulières  de 
ces  paramètres  ^  puis,  supposons  que  des  relations  conve- 
nables établies  entre  les  paramètres  a^  b,  c,  et  les  varia- 
bles indépendantes  x,j^,  2,.  .  •  puissent  faire  évanouir 
toutes  les  fonctions  x\y^  2', ..  .,  à  l'exception  d'une 
seule,  de  x'  par  exemple,  en  réduisant  celle-ci  à  une 
fonction  déterminée  R  de  x,  j^,  z,. . .;  si  l'expression 
y(j:',  7',  «'v)  considérée  comme  fonction  de  x,^',  z,..., 
conserve  la  m  Ame  forme,  quelles  que  soient  les  valeurs 
attribuées  aux  paramètres  a,  b^  ^9-  •  •>  ^n  sorte  que  Té- 
quation 

/(j-'y/j  2',..  .)=/(x,  j,  a,...), 

soit  identique,  on  aura  encore  identiquement 

/(^'j^»  2»   ••)=/(R>  0,0,...). 

Cela  posé,  les  différents  points  de  l'espace  étant  rapportés 
à  trois  axes  rectangulaires  x,  j^,  z,  considérons  Tun  des 
points  auxquels  appartiennent  les  deux  coordonnées  x, 
y  y  et  concevons  que  l'on  fasse  tourner  les  axes  des  x^y 
autour  de  l'axe  des  z  ;  les  deux  coordonnées  x,  y  se  trou- 
veront remplacées  par  deux  coordonnées  nouvelles  x\j' 
liées  aux  premières  par  deux  équations  linéaires  et  de  la 
forme 

.T  z=  X  cos  a  4-  / sin  a ,     ^''  =  /ces a  —  x sin  a  ; 

pour  qu'une  expression  de  la  forme y(x',  y^  devienne  in- 
dépendante de  la  direction  des  axes  mobiles,  il  faudra  que 
Ton  ait  constamment 

/(.r',y)=/(x,;r), 
ou 

fiscQOSOL  -h^  sina,  jcosa  —  x  sm  a.)  =/(x,  j), 
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• 

quelles  que  soient  les  valeurs  non-seulement  de  j:  et  de 
f)  mtis  encore  de  Tangle  a.  D'ailleurs  pour  faire  éva- 
nouir j',  il  suffira  d'admettre  entre  a,  x  et  ^,  la  relation 
exprimée  parTéquation 

r  cos  a  —  X  sin  a  =  o, 
d'où  Ton  lire 

CXXB'JL        sin  a  ,  I  .1 


ri  r 


donc,  lorsque  Ton  aura,  quel  que  soit  x,  )', 
on  aura  aussi 

/(.r,^)=/(dzr,  o), 

^U  par  suite, 

On  arrive  ainsi  ai|  théorème  suivant  : 

TnÉORkHE  II. — Pour  qu'une  fonction  y  (x,  j)  de 
deux  coordonnées  x,  y  d'un  même  point  M,  relatives  à 
deux  axes  rectangulaires,  conserve  la  même  valeur,  tan- 
disque  l'on  fait  varier  les  coordonnées,  non  en  changeant 
'9  position  du  point  M,  mais  m  faisant  tourner  les  deux 
3xes  dans  leur  plan  autour  de  l'origine,  il  est  nécessaire 
^^^f(Xj  j)  se  réduise  à  une  fonction  du  rayon  ruicné 
Je  l'origine  à  la  projection  du  point  donné  M  sur  le  plan 
des  .rj,  et  même  à'une  fonction  de  r  qui  ne  varie  pas 
quand  on  y  remplace  r  par  —  /*. 

On  démontrera  encore  facilement  le  théorème  qui 
pinède  en  substituant  aux  coordonnées  rectangulaires 
*ï  j  ou  x\  y  deux  coordonnées  polaires  r,  u  ou  r',  u\ 
doni  la  première  r  serait  toujours  le  rayon  vecteur  mené 
Je  Torigine  à  la  projection,  la  seconde  //  ou  //  désignant 

I.  23 
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Fangle  formé  par  ce  rayon  vecicur  avec  le  demi-axe  des  jr 
ou  des  X  positives.  Alors,  en  eflei,  on  aurait  entre  x,  y 
et  r,  u  ou  od^y  et  r',  u'  les  équations 

jr  =  rcostt,     j  =  rsin«,     .r'  =  rcos«',     ^'  =  rsintt'; 


en  outre, 


u'  z=z  u  —  a , 


a  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus,   et,  pas 
suite, 

/(rcosu'y  rsin  «')=/(/•  ces  tt,   rsin/i), 

d'où  il  résullequelafonclîon/'(.r,j)=y(rcos//,  rsinii) 
ne  varie  pas  quand  on  fait  varier  //,  et  se  réduit,  par  con 
séquent,   à  la  fonction  /(ii=r,  o)  dans  laquelle  elle  s« 
transforme  quand  on  fait  i/ =  o,  ou   n=i:^  le  doubla- 
signe  pouvant  être  réduit  arbitrairement  au  signe  +  oh 
au  signe  — . 

Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  tourner  autoiu 
de  Torigine,  d'une  manière  quelconque,  Jes  trois  axe 
rectangulaires  des  x,  desj^  et  des  z  :  les  trois  coordonnée 
X,  j,  z  d'un  point  M  se  trouveront  remplacées  par  troî 
coordonnées  nouvelles  a/,  j^,  z\  exprimées  au  moven  de 
premières  par  les  équations 

.z'  =  nx  -i-  ùy  -+-  rz , 

dans  lesquelles  les  neuf  coefficients  a,  A,  c,  a\  l/y  c', 
a",  b"y  d*  sont  liés  entre  eux  par  six  équations,  de  sorte 
que,  trois  étant  donnés,  on  puisse  calculer  les  six  autres. 
Pour  qu'une  expression  de  la  forme  y  (x',j',  z'^  devienne 
indépendante  de  la  direction  des  axes  mobiles,  il  faudra 
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que  Ton  ait  constamment 

quelles  que  soient  les  valeurs  non-seulement  de  x,  ^,  z, 
mais  encore  de  trois  des  neuf  coefficients  a,  &,  c,  a\  V ^  d ^ 
oP^  b"^  d*^  dont  on  pourra  disposer  de  manière  à  faire  éva- 
noui rj^',  z^ .  D^ailleurs,  si  l'on  nomme  r  le  rayon  vecteur 
mené  de  iWigine  au  point  donné  M  (x,  /,  z),  on  aura 

Or  dans  le  cas  de  j^  =  o,  z'  ==  o,  cette  dernière  équation 
donne 


Tégalité  f(x^jr^  z)=f[x\y^  z')   entraine  donc   les 
suivantes  : 

/C-^,  r»*)=/(±'-»o,o),    /{x,x,z)=/(r,  0,0), 

/(r,  o,  o)=/(— r,  o,  o), 

et  l'on  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Pour  qu'une  fonction  des  trois  coor- 
données x^jy  Z  d'un  même  point  M,  relatives  à  trois  axes 
rectangulaires,  ne  change  point  de  valeur,  tandis  que 
l'on  fait  varier  ces  coordonnées,  non  en  changeant  la  po- 
sition du  point,  mais  en  faisant  tourner  le  système  des 
trois  axes  rectangulaires  autour  de  l'origine,  il  est  néces- 
saire qvLcJ(x,jy  z)  se  réduise  à  une  fonction  du  rayon 
secteur  r  mené  de  Toriginc  au  point  donné,  et  même  à 
une  fonction  de  r  qui  ne  change  pas  de  signe  quand  on  y 
remplace  r  par  —  r. 

On  démontrera  facilement  et  immédiatement  le  théo- 
rème qui  précède^  en  substituant  aux  coordonnées  rectan- 
gulaires Xj  j^  z  ou  x\  y\  z'  des  coordonnées  polaires 

23. 
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r,  1/,  u  ou  r,  u',  i^'  liées  aux  premières  par  les  équalions 

x=zrcositf     j^:=rsin  ucosp,     z  =  rsini/ sine , 
x'  =  rcos  n'y    y'  =  rsin  m'  cos  i»',     »'==  r  sin  uf  sin  p'« 

En  effet,  Téqualion 

deviendrait  alors 

/(rcos  n'y    rsin  a' ces/,    rsin  «' sin p') 
=:/'(rcostt,     r  sin  a  cos  ï',     rsin  w  sin  c^); 

et  comme,  la  direction  des  nouveaux  axes  étant  complète- 
ment arbitraire,  on  peut  en  dire  autant  des  variables  ou 
angles  1/',  ^',  la  fonction  y  (x,  y,  z)  ne  devra  pas  varier 
avec  m'  et  t''  ou  avec  li  et  t',  et  devra,  par  conséquent, 
conserver  la  valeur  ^(it  r,  o,  o)  qu'elle  prend  quand  on 
fait  M  =  o  ou   li  =  TT. 

Lorsque  les  fonctions  de  x^y  ou  de  ^,  j',  z  désignées 
pary(j:,  j  ),  J  (x^j'^  z  )  sont  des  fonctions  entières  com- 
posées d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes,  les  fonctions 
y(r,  o),  f[r^  o,  o)  sont  elles-mêmes  des  fonctions  en- 
tières de  r,  et  même  des  fonctions  entières  de  7',  c'est-à- 
dire  de  x^  -^J^-i  ou  X*  +,r*  -t-  -2*»  on  peut  donc  encore 
énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  IV. — Pour  qu'une  fonction  entièrcy(x,j') 
des  deux  coordonnées  x^j  d'un  même  point  relatives  à 
deux  axes  rectangulaires,  ne  change  point  de  valeur,  tan- 
dis que  l'on  fait  varier  ces  coordonnées,  non  en  chan-- 
géant  la  position  du  point,  mais  eu  faisant  tourner  les 
deux  axes  dans  leur  plan  autour  de  l'origine,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  J  (x^  j)  se  réduise  à  une  fonction 
entière  de  r'r=  x'  -I- j*. 

Théorème  V. — Pour  qu'une  fonction  entière/(a:,  y^  z) 
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des  trois  coordonnées  x,j,  z  d'un  même  point  relatives 
h.  trois  axes  rectangulaires,  ne  change  point  de  valeur, 
tandis  que  Ton  fait  varier  ces  coordonnées,  non  en  chan- 
geant la  position  du  point,  mais  en  faisant  tourner  le 
système  des  trois  axes  coordonnés  autour  de  rorigliie,  il 
est  nécessaire  et  il  suffit  quey(j:,  j,  z)  se  réduise  a  une 
fonction  entière  de  x*  -h  r*  4-  2*. 

Nous  avons  vu  que  si  Ton  nomme  x,  j^  z  o\\  x',  >  ',  z 
les  coordonnées  d'un  même  point  relatives  à  un  premier 
et  à  un  second  système  d'axes  rectangulaires,  les  caracté- 
ristiques Djr/»  D^,  D./  s'expriment  en  fonction  des  carac- 
téristiques Dx,  O^,  D.  de  la  même  manière  que  les  nou- 
velles coordonnées  x\y^  z'  s'expriment  en  fonction  des 
anciennes  x,y,  2,  on  pourra  donr,  dans  les  théorèmes  qui 
précèdent,  remplacer  Tes  coordonnées  x^y^  z  par  les  ca- 
ractéristiques D,,  D^,  D»,  et  énoncer  le  théorème  sui- 
.vant: 

Thêobème  \'I/  —  x^j  ou  x,  y,  z  étant  deux  ou  trois 
Coordonnées  rectangulaires  et  D,,  D^  ou  D.^,  D^,  D.,  les 
caractéristiques  qui  indiquent  des  diflérentiations  rela- 
tives à  ces  coordonnées,  pour  qu'une  fonction  entière  de 
ces  caractéristiques  ne  change  point  de  valeur,  tandis  que 
Von  fait  tourner  les  deux  axes  des  x  et  des^  dans  leur 
plan,  ou  les  trois  axes  des  x,  desy,  et  des  z  dans  l'espace, 
autour  de  leur  origine,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 
celte  fonction  se  réduise  à  une  fonction  entière  de 

(Dx)»-h(Dj.)^     onde     (D,)'4-(D,)'-h(D,)». 
158.  Reprenons  les  équations 

flî^-^a-i-c'nrl,      a"" -^  b'^  +  c'' z=  I,      a"^ -{- h"^ -^  c'"=  i , 
a'a"-irb'b"'\'cc"=z0y  aa"'hbb"-i-cc"  =  0,  aa  -hbb'-i-cc' =  0, 
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les  deux  deruières  donnent 

b'c^'^b'^c'  _  c'a'' -c'a'  _  a'b"^a''b' 
a  b  c 

_   af/r"  —  nb''c'-hbc'a''  —  bc"a'-+-ca'b"—va''b'      ' 


—  ni  ;  ; 

mais  on  a  d^une  part 

de  Fautre 

(b'c''  —  b'' c'y -h  {c'a''  —  c"a'  )'-+-(«'  ^"  —  a^'b'Y 

donc 

ab'c''--ab%:'  4-  «'  ^>"c—  fl'6c"  -h  n'' bc'  —  «"^'r  =r±  i. 

On  arriverait  encore  à  ce  résultat,  en  observant  que  le 
neuf  quantités  a^  i,  c,  a\  b\  c',  a",  i",  c"  représenten 
les  projections  algébriques  de  trois  longueurs  égale 
à  Tunité,  mesurées  sur  les  axes  des  x^jj  z,  et  projetée 
sur  les  axes  des  x\y\  z'.  En  effet,  le  volume  qui  a  pou 
côté  ces  trois  longueurs  se  réduira  simplement  à  ruiiité 
et  l'on  sait  que  ce  volume  est  représenté  au  signe  près  pa 
la  somme  ou  résultante 

ab'c"  —  ab"c'  -+-  a'  b'* c  —  a'  bc''  +  a"bc'--a"  b'r. 

Ajoutons  que  le  double  signe  db  devra  se  réduire  A  -f- ,  oi 
que  Ton  aura 

ab'c"^nb"r'  +  ri'//'r  -  n  br"  -f-  a'' br'  —  a"  b' c  =  i  , 

si  Ton  admet  que  pour  obtenir  le  second   système  d^axe 
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coonloiinësY  en  faisant  tourner  le  premier  autour  de  To- 
rigine,  les  mouTements  de  rotation  eicécutés  de  droite  à 
gauche  dans  les  plans  coordonnés  autour  des  demi-axes 
des  coordonnées  positives,  seront  pour  Tun  et  l'autre 
système  d'axes  des  mouvements  directs j  ou  pour  l'un  et 
pour  Tautre  des  mouvements  rétrogrades.  Cette  somme 
ou  résultante  étant  égale  à  i,  on  aura 

Ces  équations  devant  évidemment  rester  vraies  quand  on 
remplace  a,  6,  c  par  a',  i',  </,  ou  par  a",  l^\  d'^  on  aura 
de  même 

a'=zb"c^bff,     b'  =  c''a^ca\     c'=:a"b—ab"y 
a"=bc'  —b'c,     b''=ra'-^c'a,     c"  =  ab'^a'b. 

189.  Soient  maintenant  Xi,  j^i,  j^i,  x\ ,  y\ ,  z\  les 
(coordonnées  d'un  nouveau  point  Mi ,  relatives  au  premier 
et  au  second  système  d'axes  coordonnés,  on  aura 

x\  =  axy  H-  bjTx  H-  ra, , 

y,  =  fl'x,  -4-  b'xx  4-  c'a, , 

^  où  Fou  conclut,  comme  nous  Tavons  déjà  vu, 

c  est-à-dire  que  la  transformation  des  coordonnées  n'al- 
^^re  pas  la  valeur  de  la  somme  xxi  +jrji  -+-  zzx .  Dans 
^^  cas  particulier  où  les  deux  points  M,  Mi  se  confon- 
dant, la  somme  des  produits  devient  une  somme  de  carrés, 
<-t  Ton  a,  comme  nous  le  savions, 

jc'>  4-  />  +  s'î  =  x'  -H  /'  •+.  3*. 

On  tire  encore  des  équations  qui  donnent  les  valeurs 


J 
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de  Xi,  /i,  Ziy  x, ,  y,,  z\  jointes -aux  valeurs  préc^" 
dentés  de  a ,  &,  c,  a%  &',  c^ 

d'où  l'on  conclut 

donc  la  transformât  ion  des  coordonnées  n^althre  pa^.^ 
la  'Valeur  de  la  somme 

Cette  somme,  en  efllet,  représente  une  quantité  îndé — 
pendante  de  la  direction  des  axes  coordonnés,  savoir  1er 
carré  de  la  surface  du  parallélogramme  qui  a  pour  c6lé9 
les  rayons  vecteurs  OM,  OM, .  On  arriverait  immédiatc^ — 
ment  à  Téqualiou  qui  exprime  Tinvariabilité  de  cet^t? 
somme,  en  combinant  les  deux  équations 

avec  réqualion  identique 

Quant  aux  trois  binômes  zy^ — ^xYt  ^^i  — ^t^t 
yzi  —  Xi'^i  ils  représentent  les  projections  algébriques 
de  Taire  du  parallélogramme  dont  il  s'agit,  successive- 
ment projetée  sur  les  trois  plans  coordonnés  des  j's,  des 
zx  et  des  X) ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  projections 
algébriques  d'une  longueur  mesurée  sur  une  perpendicu- 
laire au  plan  du  parallélogramme,  égale  à   Taire  de  ce 
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parallclogramme,  et  successivement  projetée  sur  le5  axes 
des  7,  des  y  et  des  z.  Ajoutons  «ju'en  parlant  de  cette 
simple  remarque  on  pourrait  déduire  immédiatement  les 
«équations  qui  expriment  les  dîfférencesj'  z^  — ^^>',  z',..., 
en  fonction  des  différences  yzx  —  s,),...  des  équations 
qui  lient  les  nouvelles  coordonnées  x\  j  \  z'  aux  an- 
ciennes x,r»  ^• 

Concevons  que  l'on  considère,   en  outre  des  points 

M,  Mf,  un  troisième  point  M^  dont  les  coordonnées  rela- 
tives aux  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  soient  res- 
lHM:iivemcni  Xj,  jj,  Zty  3c\  ,  J, ,  2, ,  on  aura  encore 

• 

x\  =  fljr,  -+-  bjTi  -f-  rc, , 
y,  =û'x,  -h  b' Xt-^c'z^, 

^(  (le  ces  équations  jointes  à  Téqualion 

x'»  H-  y^  -+-  c"  =  Jo*  -h^  '  -i-  s% 


^-^  à  celles  qui  donnent  la  valeur  des  ditlércuces 
^  s\ — y^  z',...en  fonction  des  dillérencesj\2i  —  r,},... 
oniîrcra 

^^^*  c:  /a  transformation  des  coordonnées  ne  change  pas 
'^    ^^aletir  de  la  somme 

^^^  te  somme  représente  effectivement,  au  signe  près,  le 
^^"  \inie  du  parallélipipède  construit  sur  les  trois  rayons 
^I,  OMi,  OM,  ;  et  d'ailleurs  son  signe  dépend  unique- 
"^^ïit  des  positions  respectives  des  irois  demi-axes 
^IjOMi,  OM, ,  Elle  sera  positive,  si  le  mouvement  de 
'^^iation  exécuté  autour  du  demi-axe  OM,  par  un  rayon 
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mobile  passant  de  la  position  OM  à  la  position  OMi  esi 
un  mouvement  direct  ou  de  droite  à  gauche,  tel  que  nou! 
Tavons  déjà  défini. 

160.  Considérons  une  grandeur  qui  puisse  être  repré 
sentée  par  une  droite,  une  force  par  exemple,  ou  le  mo 
ment  linéaire  de  cette  force.  Les  projections  algébrique 
de  cette  grandeur  sur  trois  axes  rectangulaires  dépendron 
uniquement  de  la  longueur  de  la  droite,  et  de  sa  direc 
tion  ;  et  si  la  grandeur  en  question  se  confond  avec  ai 
rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  des  coordonnées  à  ui 
certain  point  Af,  les  projections  algébriques  de  cett 
grandeur  seront  précisément  les  coordonnées  du  point  M 
Donc  les  relations  qui  subsistent  entre  les  coordonnée 
rectangulaires  d'un  ou  de  plusieurs  points  rapportés 
un  ou  à  plusieurs  systèmes  d'axes  coordonnés,  subsiste 
ront  aussi  entre  les  projections  algébriques  d'une  ou  d 
plusieurs  grandeurs  diverses  projetées  sur  ces  même 
axes.  Ainsi,  en  particulier,  si  Ton  nomme  X,  T,  Z  le 
projections  algébriques  d'une  certaine  force  P  sur  troi 
axes  rectangulaires  x,  j>',  -z,  et  X',  Y',  Z'  les  projectîor 
algébriques  de  la  même  force  sur  trois  autres  axes  rectai 
gulaires  des  x' ^y\  z';  si  d'ailleurs  les  neuf  coefficienl 
fl,  i,  c,  «',  6',  c',  a",  y ,,  c"  représentent  les  cosini 
des  angles  formés  par  les  demi-axes  des  coordonnées  p< 
sitives  x!y  y  y  z'  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  pc 
sitives  x,  j^,  z,  on  aura 

X'  =:  ûX-h  bY  -HcZ, 
Y'=rt'X-hi»'Y-+-cZ, 
Z'  =«"X-h^"Y-4-r"Z, 

X'»  -f-  Y"  -H  Z'^  =  X'  +  Y'  -+-  Z\ 

X=  rtX'-f-^'Y'-f-^"Z', 
Y  =  6X'-h6'Y'-hô"Z', 
Z  =rX'H-r'Y'4-r"Z'. 
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Ilyaplas:  si,  en  sapposantlaforcePappliquéeaupointM 
dont  les  coordonnées  sont  jr,  y^  z^  ou  od^y*^  z!^  on  nomme 
L,  M,  Ny  L',  M',  N'  les  projections  algébriques  du  mo- 
ment linéaire  de  la  force  P  successivement  projeté  sur 
les  aies  des  x,  jr^  z  et  sur  les  axes  des  x^t^^V,  on  aura 
encore 

L'=flL-4- 6M -f-cN, 

M'  =  ii'L-4-^'M4-c'N, 

L'^-h  M'»  -4-N'>  =  L»  -+-  M»  -+-  N» , 

Ces  équations  pourraient  se  déduire  directement  de  celles 
qni  donnent  les  dîfférencesj^z',  — j\  a'...  5  en  effet,  pour 
obtenir  les  valeurs  de  L',  M',  N',  il  suffit  de  remplacer 
d«ns  ces  équations  les  projections  algébriques  x\  ^y\ ,  z\ 
ouxi^jr, ,  Zi  de  la  distance  r^  comprise  entre  Torigine 
des  coordonnées  et  un  certain  point  Afi,  par  les  projec- 
tions algébriques  X',  Y',  Z',  ou  X,  Y,  Z  de  la  force  P,  et 
d'avoir  égard  aux  valeurs  connues  des  projections  du  mo- 
ment linéaire 

L=jZ— zY,     M=zX— xZ,     N=^Y  — jX, 
L'=;r'Z'  — z'T',     M'  =  «'X— x'Z',     N'=x'Y'— /X. 

L'éqnaiion  L'*  -h  M'*  -H  N'*  =  L«  4-  M*  -+-  N%  quand  on 
y  substitue  pour  L',  M', . . .  leurs  valeurs,  devient 

\Ï11  -  «'Y')«  -t-  (2'X'  —  or'Z')»  -h  (^ Y'  —  ^'X')» 

=  (jZ  -  5Y)»-+-  («X  -a:Z)'  +  (xY— jX)% 

^u,  ce  qui  revient  au  même, 

(^'4-/»  4-  2'0  (X'-f-  Y"  -f-  z'^)  -  (.r  X'  -+-  y  r  -H  z'^Y 
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C^ue  dernière  équation^  et  par  suite  celle  qui  précid 
pourra  être  écrite  à  priori  quand  on  a  établi  Tégalité 

XV  4-  T y  4-  Z'z'  =  Xo:  -h  Xr  4-  Zz, 

à  laquelle  on  parvient  immédiatement  eu  remplaçant  I 
projections  algébriques  de  la  dislance  i\  par  les  |>roJ€ 
lions  algébriques  de  la  forre  P  dans  Téqualion 

161.  Supposons  maintenant  que  le  point  matériel 
ayant  reçu  un  mouvement  virtuel,  on  désigne  par  w,  v^  • 
i/,  i^',  W  les  projections  algébriques  de  la  vitesse  v 
tuelle  «  de  ce  point  sur  les  deux  systèmes  d'axes  x,j^, 
xk^y\  z\  11  y  aura  entre  ces  projections  la  même  rrlatî 
qu'entre  les  coordonnées  et  qu'entre  les  projections X,  Y 
de  la  force  R,  c'est-à-dire  que  Ton  aura 

u'  =  au  4-  ùi*  4-  cn', 

«'2-f-  p'ï  4-(i''»=:  U'  4-  «''4-  w\ 

u  =z  au'  4-  n'v'  4-  a" w\ 
V  z=zbu'-ifh'v-\-L"w\ 
iv  r=  eu'  -^  c  v'  4-  c"ïv'. 

Les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  de  la 
tesse  0)  sur  les  deux  systèmes  d'axes  sont  d'ailleurs 

ytxf  —  zv,     zu  —  JciVy     XV  — yu; 
y  „/  _  z'  r',      z' u'  —  x' .1'',      x' v'  —  /  u\ 

et  Ton  aura  encore 

j'iv'  —  z'  v'  ■=  a[y(K'  —  Si')  4-  h[zu  — Xi\')-\^c[xv  —  yu), 
z'  u' — .r'n''=:^i'(/ci'  — zv) -\-  b'{zu  —  atv)  4-.c'(x<'  —  yu 
x' v'  — y' u'  =z  a" (y  IV —  zv)  -\-  b"(zu  — xw)  4-  c'^(jrc — yu 

=  iyf^  —  ^'Y  4-  (=«  —  .rtv)'  -\-(xtf  ^/* 
x' u'  4-  y' c'  4-  z'ii''  =  xti  4-  yv  4-  ztv. 
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Les  projections  algébriques  de  la  vitesse  du  point  M  peu- 
vent être  regardées  comme  des  fonctions  des  trois  coor- 
données x^  jj  z  ou  x',  j^,  2' de  ce  même  point,  et  diflé- 
rentiées  par  rapport  à  ces  coordonnées;  or,  ainsi  quQ 
nous  Tavons  vu,  il  existe  entre  les  caractéristiques 
D,,Dy,D, ,  D;^/,  Dy,  D./,  les  mêmes  relations  qu'entre 
les  coordonnées  x,  /,  z^  xf^  y' ^  z',  et  par  conséquent 
dans  les  équations  qui  lient  les  projections  f/,  v^  iv,  i/, 
(^,  \J^  de  la  vitesse  V)  aux  coordonnées,  on  pourra  substi- 
(uer  les  caractéristiques  aux  coordonnées.  On  aura  donc 

D^ii/  —  D^p'  =  «  (D^M'  —  D,<>  )  -I-  b  (D,«  —  D,cf) 

4-  c(D,<>  — D^«), 
D^«'— Dy«4'  =  o'(D^«— D,o)-f-^'(Dw/— DxM') 

D^  1/  —  Dy  p'  r=  «"(D^ff  — D,  c')  -h  h"[Y^^u  —  D,«') 

(D/«''  -  D./»'')'-+-(D^a'  -^  D^«^)»-f-  (D,<P'  —  Dy  «')» 
=  (Dyr  —  D,»»)'  -f-  {'ù^u  —  Dx"')'  -H  (D^i'  —  D^«)S 
D,,/i'  4-  D/i''  +  D,Mi''  =  D,  w  -f-  D^»'  -f-  D..(i'. 

Ces  mêmes  équations  subsisteraient  encore  si  Ton  y  rem- 
plaçait les  projections  algébriques  //,  ^,  iv,  ou  m',  i^,  iv' 
de  la  vitesse  o)  d'un  point  matériel,  par  les  projections 
algébriques  d'une  autre  grandeur  relative  au  même  point, 
el représentée  par  une  portion  de  ligne  droite,  par  exem- 
ple, les  projections  algébriques  du  déplacement  absolu  de 
repeint  sur  les  deux  systèmes  d'axes.  Appelons  Ç,  y?,  ^, 
t^  >/»  Ç'  les  projections  de  ce  déplacement  absolu  sur  les 
3xes  (les  x^y^  z  ;  négligeant  les  équations  qui  donneraient 
les  relations  entre  les  deux  valeurs  successives  des  difllé- 
rences, 

on  aura 
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or  le  trinôme  D^.|  +  D,  y?  +  D,  (f,  somme  des  irols  dilaOCa- 
lions  linéaires,  est  ce  que  l'on  appelle  la  dilatation  v  icjia 
volume  ^y?^,  et  Féquation  qui  précède  prouve  que  ceK.te 


.dilatation,  comme  le  déplacement  absolu  ^(*+y7*-4- 
conserve  une  valeur  indépendante  de  la  direction  (dLcs 
axes  coordonnés. 

162.  Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  matériel,  u  une  fonction  quelconque  des  coor- 
données x^  y^z^  et  A^'^  u  le  paramètre  différentiel  de  la 
fonction  n  déûni  par  Téquation 

Si  Ton  substitue  aux  coordonnées  rectangulaires  des  coor- 
données polaires  liées  aux  premières  par  les  trois  éq^i^-a^- 
tions 

a:=ircos/;,     /  =  rsin/^cos^,     z  =  rsin/^sinçy 
et  qu'on  fasse  cos/?  =  ç,  on  trouvera 

A(«)i£  =  -D'(r«)-f--^j— ^D^^4-D  [{i  — <p»)D    u\  \  » 
puis  si  l'on  pose  tang  -  =  e  ,  ou  ip  =  1  lang  -»  il  vieud  -^a 

équation  qu'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit, 


rA(') 


163.  Nous  terminerons  cette  leçon  par  une  courte  r 
vue  des  coordonnées  curvilignes  de  M.  Lamé,  qui  o 
Tavantagc  considérable  de  généraliser  et  de  simplifier 
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très-grand  nombre  des  formules  et  des  équations  fonda- 
mentales de  la  Mécanique. 

M.  Lamé  donne  le  nom  de  fonction-de-point  à  toute 
quantité  qui  a  une  valeur  déterminée  et  particulière  en 
chaque  point  d'un  espace  limité  ou  indéfini,  et  change  de 
valeur  d*un  point  â  un    autre.  Cette  quantité  ou  cette 
lonetion-de-point  est  évidemment  exprimable  à  Taide 
d*un  système  de  coordonnées  quelconques,  rectilignes  ou 
curvilignes.  On  admet  qu^elle  varie  d*une  manière  conti- 
nue, lors  même  qu'elle  n'aurait  de  valeurs  assignables 
que  pour  des  points  disséminés,  et  non  contigus,  tels  que 
Toa  imagine  que  doivent  être  les  molécules  matérielles 
des  corps  pondérables.  On  conçoit,  en  effet,  que  l'inter- 
polation puisse  déterminer  une  fonction  qui  reproduise 
pour  chacun  des  points  matériels  la  valeur  qui  leur  ap- 
partient. Ce  sera  alors  cette  fonction  interpolairc  qui  re- 
présentera la  fonction-de-poînt,  et  qui,  parce  qu'elle  est 
^nécessairement  continue,  donnera  des  valeurs  nulles  pour 
'^s  points  géométriques  intermédiaires.  D'ailleurs,  quand 
^O  l'introduira  dans  les  sommations  de  la  physique  ma- 
^Viématîque,  elle  s'y  trouvera  toujours  multipliée  par  un 
''^cteur  analogue  à  la  masse  ou  la  densité,  ce  qui  écartera 
''influence  des  points  géométriques  pour  lesquels  ce  fac- 
teur sera  nul. 

Une  fonction-de-point  égalée  à  une  constante  peut  rc- 
t^résenter  une  famille  de  surfaces  dont  cette  constante 
^cra  le  paramètre^  réciproquement  le  paramètre  de  toute 
ramîlle  de  surfaces  est  une  fonciion-de-point.  Dans  l'un 
ou  Vautre  cas,  chaque  surface  individuelle  est  le  lieu  géo- 
tnétrique  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  la  fonction 
a  une  même  valeur* 

Une  fonction  de  trois  coordonnées  et  du  temps  i  donne 
à  chaque  instant  une  nouvelle  famille  de  surfaces,  ou  une 
fonetion-de-point  nouvelle,  que  Ton  peut  étudier  isolé- 
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menl  vn  regardant  t  comme  constant.  Mais  une  éqnalii 
entre  les  coordonnées  et  le  temps  a  une  tout  autre  sign 
fication*,  elle. représente  une  famille  de  surfaces  d^ond 
dont  /  est  le  paramètre;  alors  le  temps  lui-même  est  u 
fonction-de-poînt  fixe  et  déterminée. 

Au  point  de  vue  de  la  géométrie,  une  certaine  fonctic 
de-point  particularise  rétendueàtroisdimensions,comi 
une  certaine  surface  ou  comme  une  certaine  cotirbe  pi 
ticularisent  l'étendue  a  deux  ou  à  une  seule  dimensic 
De  même  que  la  surface,  de  même  que  la  courbe,  la  for 
tion-de-point  peut  être  indifléremment  rapportée  à  u 
infinité  de  systèmes  coordonnés  diflérents.  Mais  en  cb 
que  point  de  la  courbe,  la  direction  de  la  tangente  et 
grandeur  de  la  courbure  simple  ou  double;  en  chaq 
point  de  la  surface,  l'orientation  du  plan  tangent,  les  c 
rections  des  lignes  de  courbure  et  la  grandeur  de  la  cou 
bure  sphérique,  sont  complètement  indépendantes  < 
système  de  coordonnées  auquel  la  surface  et  la  cour 
sont  rapportées.  Ces  divers  éléments  caractéristiques  n 
tent  invariables,  lorsqu'on  passe  d^un  système  à  un  auti 
A  la  fonclion-de-point  doivent  correspondre  des  él 
ments  tout  aussi  caractéristiques  qui  partagent  la  mêi 
indépendance;  et  nous  en  avons  déjà  indiqué  plusiei 
dans  les  paraj^raphcs  précédents. 

164.  Unefonctîon-dc-poînl  étant  exprimée  succès; 
vement  à  Taîde  de  deux  systèmes  de  coordonnées  recli 
gnes  et  orthogonales,  nous  avons  prouvé  que  les  premièi 
dérivées  partielles  de  F,  D^/F,  D^/F,  D./F  relatives  a 
nouvelles  coordonnées  a*',  j',  -z' sont  liées  aux  dérive 
partielles  Dj.,  D^,  D,  relaïives  aux  premières  variabb 
comme  les  coordonnées  nouvelles  x\y\  z'  sont  liées  a 
coordonnées  anciennes  x,  y^  z\  de  sorte  que  dans  1 
équations  linéaires  qui  lient  entre  elles  les  anciennes 
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les  nouvelles  coordonnées,  on  peni  subsliluer  à  chaque 
roordoDDée  la  dérivée  de  F  par  rapport  à  celte  coord(»n- 
née,  nous  en  avons  conclu  que  Ton  avait  : 

i«  (DyF)»-h  (D/F)»-h(D,iF)'=.:D,F)=4-(p,F)'-h(D,F]% 

et,  en  effet,  on  déduirait  inimédiatenient  celte  équation 
deridcntité  x  '  4-j^'  4-  2'*  =  x*  -f- j'  -h  2*,  en  rempla- 
çant chaque  ordonnée  par  la  dérivée  de  F  relative  à  cette 
ordonnée; 

2"  D^F-f-  dJ  F  -h  D],  F  =  D^F  -t  D'F  -f  D'F. 

Ainsi  toute  fonction-de-point  jouit  de  la  double  propriété 
que  les  deux  expressions  différentielles 


VîD,F)'-4-(DrF/-+-(D,Fj'=A('  F,  D;;F-f-  D'F  -h  D'F  =  A(')F, 

<iue  Ion  nomme  les  paramètres  différentiels  du  premier 

fi  du  second  ordre  de  la  fonction-de-point  F,  conservent 

^^s  mêmes  formes  et  reproduisent  les  mêmes  valeurs  nu- 

'^ériques  en  chaque  point,  quel  que  soit  le  système  de 

^<>ordonnées  reetîlignes  6rtliogonak»s  que  Ton  ait  employé. 

''•Joutons  que  loute  fonction  F  qui  contient  trois  coor- 

^*^nnées  parmi  ses  variables  peut  être  traitée  comme  une 

'^ï^clion-de- point;  les  expressions  A^*'F,  A''^F  que  Ton 

^^Icule  alors  en  laissant  constantes  les  autres  variables, 

^ïît  partielles  comme  les  dérivées  qui  les  composent. 

165.  On  conçoit  que  trois  familles  de  surfaces  repré- 
sentées par  des  équations  dv  la  forme 

Puissenl  se  rencontrer  à  angles  droits  et  découper  l'espace 

^^  prismes  rectangles  élémentaires  qu'on  peut  supposer 

^^uits  à  des  points  dont  pi,  fj ,  f  3 ,  ou  f , ,  f, ,  i\  seraient 

*es  coordonnées  curvilignes  orlliogonales.   Ces  systèmes 

I.    '  24 


'dyo  STATIQUE. 

orthogonaux  jouisserit  de  propriétés  très- renia rquabli 
que  nous  allons  établir  le  plus  brièvement  possible,  e 
suivant  M.  Lamé  pas  à  pas  dans  ses  Leçons  sur  les  cooi 
données  curv^ilignes^  page  7  et  suivantes.  Mais  avant  tou 
et  pour  n'avoir  à  manier  que  des  formules  simples,  sym« 
triques  et  courtes,  nous  ferons  avec  Tiilustre  géomètre  1 
conventions  suivantes  :  La  lettre  u  ovl  x^  désigne  ui 
quelconque  des  trois  coordonnées  rectilignes  x,  r,  j 
quand  x,  y,  z  seront  les  coordonnées  courantes,  u,  v  d 
signeront  Tune  quelconque  d'entre  elles.  Avec  Tindice 
ou  7,  Pi  ou  pj  désigne  Tune  quelconque  des  trois  fonctioi 
Pi'i  ptt  pz  «.Li^  lettre  S,  placée  devant  une  expression  coi 
tenant  11,  indique  la  somme  de  trois  expressions  sembi 
blés  dans  lesquelles  u  est  successivement  remplacée  p 
x,y,  z.  La  lettre  Z,  placée  devant  une  expression  co 
tenant  Tindice  i,  représente  la  somme  de  trois  expn 
sions  semblables  dans  lesquelles  Tindice  i  est  successif 
ment  égal  à  i,  2,  3.  Lorsque  les  deux  lettres  i/,  i^,  existe 
dans  une  expression  précédée  du  signe  S,  elles  désignei 
deux  coordonnées  quelconques  x^jj  z,  mais  diiférenti 
l'une  de  Tautre.  Lorsque  les  deux  indices  1*,  j  exister 
dans  une  expression  précédée  du  signe  2,  ils  désigucr 
deux  quelconques  des  indices  i,  2,  3,  mais  différents  Tu 
de  Tautre. 

It>6.  Revenons  maintenant  aux  conditions  d'orthogc 
n alité  des  trois  surfaces  , 

(1)  f,(x,r,3)  =  p. ,     f-/x,,r, -j  =  p.,    fn(.r,r,  3)  =  o., 

cl  aux  relations  (jui  en  résultent.   Le  plan  tangent  à 
surface  jo,  a  pour  écpiatioii 

et  si  Ton  désigne  par  A,  le  paramètre  différentiel  û '^ 
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du  premier  ordre  de  la  fonction  p,,  ou  si  Ton  [>ose 

S(D.p,•)^  =  {D,p,)'-^-(I>/PJ'4-(D.p,)»  =  A;, 

la  normale  à  la  surface  fera  avec  les  axes  des  x^j,  z  des 
angles   dont  les  cosinus  seront  t  ~r^  =  t  D»P«-  D'ail- 

^i  au  ni         * 

leurs  les  normales  aux  trois  surfaces  orthogonales  pou- 
vant être  considérées  comme  trois  nouveaux  axes  coor- 
donnes rectangulaires,  les  neuf  cosinus  des  angles  qu'elles 
font  avec  les  axes  satisferont  aux  conditions  des  n^^  153 
et  158;  on  aura,  par  exemple, 

SD.p.D«py=o,     2^(D„p,)"  =  i,     1^  D„p.D,p.  =  o. 

Si  Ton  désigne  par  drii  Télément  de  la  normale  à  la  sur- 
face |0,,  et  collectivement  par  du  les  trois  projections  de 
cet  élément  sur  les  trois  axes,  on  a 

du         y  dpi  _  I   ^ 

T"  =  r":r'    ^"    Dn"  =  7-D«p.; 

arti       hi  du  *  A,        ' 

inultipliant  par  du^  faisant  la  sommation  S  et  observant 
que 

^{duy  =  dn  ,     S^du  =  dp., 
'  (lu  ■  ' 

on  obtient  la  relation  fondamentale 

,         d^i  dpi 

hi  drii 

On  peut  donc  dire  qu'en  tout  point  d'une  surface  p,  la 
fonction  hi  donne  la  limite  du  rapport  de  Vaccroisse- 
ment  du  paramètre  p,,  quand  on  marche  vers  la  surface 
infiniment  voisine,  à  V épaisseur  dni  de  la  couche  tra^ 
versée.  Ce    rapport  varie  généralement,  non- seulement 

24. 
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d*iine  surface  à  une  autre,  mais  aussi  sur  toule  Télondui 
d'une  même  surface. 

167.  Si  Ton  substitue  la  valeur  do  r//i,-  dans  réqualioT 

-—  =  7--T-Î   on  obtient 
fini         f^i  "" 

du  I    dpi        d  Pi ,  flu 

•  dpi        h^  du         du  '  dp, 


ou 


^p"  =  r»  ^"P"    i>uPi=/«-  ^p"' 


Si  l'on  désigne  par  F  une  fonction-de-point  cpie  Toi 
peut  concevoir  exprimée  soit  en  coordonnées  rcctiligne 
.r,)',  s,  soit  en  coordonnées  curvilignes  pi,  pt,  ps,  oi 
conclura  de  la  seconde  des  deux  équations  qui  précè<)ent 

S  D„  p.  D„F  =r  h]  SD.FDp  //  —  h'.  Dp  F  ; 

en  même  temps,  Téquation 

I 

combinée  avec  l'équation  identique 

Dp.(Dp  fi)^bp^  (De  w), 


lionne 


i>.,(^n„p,j=--n,(^D.,o,) 


Si  Ton  différentie  par  rapport  à  //,  c'est-a-dire  par  rap 
port  à  x^  ou  > ,  ou  z,  Téquation 

S  Da  pi  D„  Pj  =z  O  , 

on  a 

S  (  D„  p,  Dl  Pj  -4-  D„  oj  \\  Pi  )  =  o  ; 
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niais  en  faisaiil  tour  à  lour,  dans  réqualioii 
K  =  D„|Oy ,  F  =  D„ pi ,  on  trouve 

^'^  par  conséquent,  en  substituant, 

h]  Do.  (D.  pj)-h  h]  Do.  (D,.p,-^  =  0. 
^i  I  on  développe  la  relation 

7yD«p,  \  =  Do  (t^tI^uP;  V 


^(^'' 


//^ 


on  aura 

I  I  3t  2 

P  Dp    (  D.p,)  -  —  Dp.  (D„py  )  =  p-  -ùph,  D„p.  -  ^  Dp.//y  D«  py, 

^^  eu  éliminant  1)^  (D„py)  au  moyen  de  Téquation 

/i;Dp.(D„py}-h/r  Dp.(D„  0,)  =o, 

Do  (Du  p, )  =  —  Dp  A,  D„  p,  —  ~  Dp_  hi D„  py, 

^'4^ation  dans  laquelle  les  indices  /  et  ;  sont  essentielle- 
ment différents,  et  qui  donnera  les  déiivées  par  rapport 
^^3c  pj  des  fonctions  D„p,. 

Si^  désignant  momentanément  par  v  une  quelconque 
^^'s  coordonnées  Xj  > ,  r,  on  différcntie  par  rapport  à  v 
'  ^*^|uation 

s;D„p,.-'zr.//;, 

^n  trouvera 

SD«p,  Da(D,pO  =  ^,D,A,, 
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1^  restant  le  même  dans  les  trois  termes  du  premier  inem — 
bre;  or  l'équation 

SD„p,D„F=r//)Dp  F 

donne  généralement 

Dp  F  =  ^SD.p,D„F, 

et,  par  suite,  en  faisant  F  =  D^p,, 

SD,/:,D.(D,p;)=:Dp.(D.p,^; 
on  aura  donc 

ou  bien  en  remplaçant  t^  par  *i,  et  développant  le  secoi  ^ 
membre, 

Dp^(D.p,)  =  1  (Dp  ^,I),p.-hDp^//,D.p,-+-Dp^/i.D«p,). 

Cette  équation,  jointe  à  celle  qui  exprime  Dp  (D„  p,)  do 

nera  toutes  les  premières  dérivées  des  quantités  D„p,  co 
sidérées  eomme  fonctions  des  coordonnées  p,,  p,,  p,. 
Reprenons  l'équation 

Dp  {Duù,)  =  -^  Dpj hi  D„  p,  —  p-  l>p. /'. D„ p^. 

'  y 

Si  on  la  multiplie  successivement  par  D,.p,.  Dp 
Dp  H  y  et  qu'on  fasse,  après  chaque  multiplication, 
sommation  indiquée  par  S,  en  ayant  égard  aux  relatio 

S(D„ p,)=  r=  /fS     SD„ p,D„  py  =  o, 

on  trouvera 

SD„p,Dp  {D,p,)  =  //.Dp  /'., 

'y  '  J 

//• 
SD.p,Dr.    (D.p,^^—   -;D.,    //y, 

y 

sOapiDp  (n„p,;^  ~r>. 
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Dans  cette  dernière  équation,  les  trois  indices  i^j^  ftsont 
#!5seiitiellement  différents  et  reproduisent  dans  tous  les 
ordres  possibles  le  groupe  (i,  2,  3). 

1 68.  Il  s'agit  maintenant  d*évaluer  les  paramètres dî0*é- 
rentiels  du  second  ordre  des  fonctions-de-point  ou  coor- 

doonées  o,-.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  neuf  cosinus  —  D^p, 

''1 

des  normales  aux  trois  surfaces  orthogonales  devaient 
satisfaire  à  toutes  les  équations  de  condition  qui  lient 
entre  eux  deux  systèmes  d'axes  rectilignes  et  rectangu- 
laires; ils  devront  donc,  en  particulier,  véri6er  les  deux 
é<]  13a  lion  s  (n^  158) 

flr=  o  c  —  0  c  f      0  zz^c  a    -^  c  a  y 

et  Ton  aura,  par  exemple, 

D^Pi=  T-î-  (D,p3D,p3 — DjOjD^pa). 

Egalant  la  dérivée  par  rapport  kj  de  la  première  de  ces 
^uations  à  la  dérivée  par  rapport  à  jc  de  la  seconde, 
on  a 

(O,  p,  D^  pa  —  D^  p,  D,  P3)  D^  — y- 

^  (D'^p,  D^  p,  4-  D,  p,  D^  p:,  -  D^  p,  D,  p3  —  D^p,  D]^  P3) 


—  (DxP»D,p3—  D,p,D,p3)D, 


^î/':» 


H- 


A. 


h,h. 


(  D^  p,  D,  p3  4-  D,  Pi D]^  03  —  D^  ûj  D,  ps  —  D,  p, D^  pa) 


Ajoutant  et  retranchant  le  terme 


//, 


D,p,  0,0,  0,7-7-: 


i 
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appliquant  quatre  fois  l'équation 
dans  laquelle  on  fera  tour  à  tour 

pour  ramener  quatre  trinômes  à  la  forme  d'un  monôm* 
et  remplaçant  la  somme  des  dérivées  secondes  par 
symbole  û^'\  on  trouvera 

Divisant  enfin   pai    le  produit  /ii^i/'s,    substituant 
quotient  de  la  différentielle  d'une  quantité  par  cette  que 
tité  la  ditfércntielle  du  logarithme  népérien  de  cette  niôi 
quantité,  et  remplaçant  z  par  //,  car  évidemment  en  pi 
nant  pour  point  de  départ  un  autre  couple  d'équation, 
serait  arrivé  à  des  équations  toutes  semblables  en    y 
en  j:,  on  a 

Or  parmi  les  neuf  relations 

h\  Dp _ ( D«  [.j]  -H  /*]  D..  ( D„  0, .  r=  (,, 

il  en  est  une  (ju  on  peut  meure  sous  la  fornu* 

I  î 

—  Vrj  i  D«o.    M-  — -  Do  (  D,, 0.    :^  o  ; 

//  ;       ■  :■  •     '  //  . 

donc,  dans  ré(|uaiion,à  six  termes,  en  no  considéjanlqi 
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les  seconds  termes,  on  peut,  en  vertu  de  celte  dernière 

relation,  supprimer  Tun  et  doubler  l'autre;    doublons 

celui  du  premier  membre,  en  supprimant  celui  du  second, 

niultipiions  par  D^jOt^^t  faisons  la  sommation  S,  il  restera^ 

après  les  réductions  que  les  équations  S(D„p,)*  =  A/, 

SD«  piVu  Pi  =  o,  SD„  Pi  Dp  (D„  Pi)  =  hi  Dpj  hi  permettent 

cl  "opérer, 


'3 

OU 


^  -  ^^  ('  ÂX) 


Pareillement  si  Ton  double  le  deuxième  terme  du  se- 
cond membre  de  Téquation  à  six  termes,  en  supprimant 
celui  du  premier,  que  Ton  multiplie  par  D„/Ds,  et  qu'on 
fasse  la  sommation  S,  on  arrive  à 


Avec  un  aulie  couple  d'équations  au  départ,    on   aurait 
trouvé  de  même 


^=^('z^,:)• 


Ces  trois  équations,  qu'on  pcul  mettre  sous  la  forme 
^^^nncnt  les  paramèlres  diirércniielsdu  scconil  ordic  des 
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fonctions  pi ,  p* ,  p.,,  à  Taidc  de  cvux  du  premier  oui»  " 
01  de  leurs  dérivées. 

IG9.  Soit  maintenant  une  fonction-de-point  F  exprime 
à  Taide  des  coordonnées  curvilignes  pi  ,  p, ,  p, ,  et  chei"" 
ehons  comment  s'expriment  ses  paramètres  dillérentiel 
à  Taide  des  mêmes  coordonnées.  Kn  désignant  toiijous 
par  u  Tune  quelcon(|ue  des  coordonnées  roctil ignés,  (^ 
aura 

élevant  au  carré,  faisant  la  sommation  S,  et  réduisant 
Taide  des   relations   souvent  rappelées,  S(D„pJ' = /// 
Sl)„  pi I)„  py  =  () ,  il  viendra 

Kn  dillérentiant  D^F  par  rapport  à  //,  on  aura 


D-  F  =  V Jd;  F.( D„  ç,iY-h  D.^  F  ir  p.] 

i-2(  d;  ,  Fi)„p,D.o,  f-D; ,  FD^p.Dap.-ho; ,  Fr).pj)„p  V 

'Foules  ri'duc.lions  faites,  la  soininalion  S  des  deux  mem- 
bres lie  celte  dernière  écpialion  donnera 

A^=F=v(/i;D:^^FH-iv,FA(';p,)^ 

ou  bien,  en  développant  le  Z,  mellanl  lixhJi^^  en  facteui 
ronnuini,    renn>la<\inl    les    Irarlions    t, -V    parleuisva 
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leurs  déjà  trouvées , 

*./.*,[d,,(^d,.f)-.d,.(^d,.f)+d,.(J^d,.f)]. 

Si  Ton  pose  hihfhi  =  tSj  les  équations  qui  donnent  les 
paramètres  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre 
des  fonctions  p  et  de  F,  prennent  la  forme  plus  simple 


l\'^f^i  =  hi,      A(^)p,=  i;TD 


h' 


i    CT 


[4(0F]'  =  2A;(Df,F)%      AC)F=cî:Dp.  (^D^.f)- 

170.  Nous  avions  déjà  constaté  que  les  deux  paramètres 
dïfférentiels  définis  par  les  coordonnées  rcctilignes  con- 
servent leur  même  forme  et  leur  même  valeur  dans  tous 
'es  changements  possibles  de  coordonnées  ;  or  les  formules 
îui  précèdent  montrent  que  cette  invariabilité  de  forme 
et  de  valeur  se  maintient  dans  le  cas  de  coordonnées  cur- 
vilignes orthogonales. 

^e  faut-il  pas  en  conclure   que  les  deux   paramètres 
^' *^  et  A^'^  sont,  en  quelque  sorte,  les  éléments  caracté- 
ristiques des  fonctions-de-point,   indépendants  du  sys- 
tème des  coordonnées,  et  ayant  toujours  la  même  valeur 
^u  même  point  de  l'espace. 

En  effet,  lorsqu'une  classe  de  phénomènes  physiques  dé- 
pend des  variations  d'une  certaine  fonctîon-de-point,  c'est 
presque  toujours  par  le  paramètre  de  second  ordre  A^*' 
que  s'expriment  les  équations  aux  dérivées  partielles  dont 
les  problèmes  dépendent.  Le  potenliel  de  l'attraction  pro- 
prlionnelle  aux  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances,  la  température,  la  dilatation  cubique,  etc. ,  sont 
des  fond  ions-de-point  dont  le  paramètre  second  A''^  s'é- 
vanouit dans  Tétat  d'équilibre^  les  proj<»clions  des  dépla- 
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lemciits  moiéculâiirs  et  les  coiiiposaïues  des  roiccs  cla 
tiques  vérifient  de  munie  Tcquation  A'^  (A^*^  F)=r=o,.. 
A^*^  semble  donc  être  une  sorte  de  dérivée  naturelle  pi 
essentielle  et  plus  complète  que  toutes  les  dérivées  pai 
tielles  ordinaires. 

Dans  Tétat  variable  des  températurcb  V,  on  a 

A')V  =  KD,V, 
et,  en  supposant  K  =  i , 

et  comme  dans  la  dynamique  on  appelle  accélération  1 
limite  du  rapport  de  raccroissenient  de  la  vitesse  à  celi 
du  temps,  M.  Lamé  propose  d'appeler  accélération  cali 
rifique^  ou  plus  simplement  augmenta  la  limite  du  raj 
port  de  Taccroissement  de  la  température  à  celui  d 
temps,  et,  par  suite,  le  paramètre  différentiel  du  secoi 
ordre.  Il  propose  aussi  d  appeler  le  paramètre  pi^mit 
ÙS^^  force  de  la  fonciion-dc'point ^  parce  que,  lorsqi 
P  est  le  potentiel  défini  par  le  paramètre  du  second  ordr 
A|P  représenle  la  résultante  des  forces  D„P,  en  ce  sei 
quiî  Ton   a 

et  que  les  cosinus  des  angles  de  direction  de  «-es  fore 

fictives  ont  pour  expressions     .^^     D,|P. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  familles  de  surfaces  coi 
juguées  sont  trois  familles  de  plans  parallèles,  les  /i<  < 
les  paramètres  différentiels  du  premier  ordre  des  p  so 
tous  égaux  à  ruiiilé;  et  Téquation  qui  donne  le  paramèt 
devient,  comme  cela  devait  ùlrc, 

A  'F-  su' F. 

Il 

Lors([u'il  arrive  cjur  le  système  oi  ihot;oiial  est  formé  • 
trois  familles  de  surl'arcs  pour  lesquelles  on  a  A'^  /:  = 
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leparamèlic  différentiel  du  second  ordre  de  la  fonclion- 
de-point  devient 


J    w^t 


Lorsqu'une  des  trois  familles  de  surfaces  orthogonales  p 
se  compose  de  plans  parallèles  au  paramètre  ^3  rr:  c , 

on  a 

^3  =  î,     Af')p3  =  o; 

les  deux  autres  familles  de  surfaces  sont  cylindriques; 
les  fonctions-de-point  p, ,  p,  donnent  un  système  de 
courbes  orthogonales  sur  le  plan  des  bases  de  ces  cy- 
lindres; leurs  paramètres  différentiels  du  premier  ordre, 
Al,  Aj,  sont  indépendants  de  p3  ou  de  z  ;  et  ceux  du  second 
ordre  sont  donnés  par  les  équations 

el  ces  relations  conduisent,  par  difTcrcnlialioii ,  à  l'équa- 
tion 


Dp,  -T^'^'  +  n,,  -^-  -  o, 


171.  Pour  nous  faire  une  idée  plus  parfaite  des  coor- 
données curvilignes  ou  surfaces  orthogonales,  considérons 
un  instant  leurs  lignes  et  leurs  rayons  de  courbure.  Soient 
pt  une  quelconque  de  ces  surfaces;  (r^  y^  z)  les  coor- 
données d'un  de  ses  points  M;  (x',  y';  z')  celles  du  point 
M' située  sur  la  normale  en  M  et  centre  d'une  des  cour- 
bures dont  le  rayon  est  Rj,  on  aura 


D^o, 

D,p, 

D,p, 

/', 

.r'  — 

.r 

v   —  ) 

> 
z  —  2 

R, 

Soit  M,  un  point  infiniment  voisin  de  M,  situé  sur   la 
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ligne  de  courLiirc  correspondante  au  rayon  Ri  ;  c 
X  -h  ^A  J^î  ^7  -H  ^i.)  5  z  -h  ^iZ  ses  coordonnées;  I« 
lilés  x\  j',  z',  R,  ne  devront  pas  changer  lorsque  < 
équations  qui  précèdent  on  substituera  les  eoon 
de  M,  !\  celles  de  M  5  c'est-à-dire  qu'on  pourra  i 
x^^y^  ^1  Ri  comme  des  constantes  quand  on  dîfféi 
en  tli  ces  rapjiorts  égaux  ou  mieux  les  logarithme 
riens  de  ces  rapports,  ce  qui  donnera 

! —  ^_ :r=  Z.J-J.  —^ 


i).  p,        3'  —  3       /i, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r/,  //,  //, 

^/..D,p.)  =— -D,p.— —  ^/,.r, 

r/,  (  D,.  p,  )  =  -^  D^-  r^'  —  ^  ^'./  » 

fii  (  l>r  p.;  —  -—  D:  p.  —   —    (i,  Z, 

fit  n, 

En  multipliant  respectivement  ces  équations  par 
teiirs  binômes 

I       •  .'4 

l>j  0,  //.  3  —  I).  0,  f/, .r , 

iVp,^/,x  —  Dx  p.^/,.r, 

et    les  ajoutant  on   ferait  disparaitre  les  coeilicie 

v\  ~  •  Rien  nempêclie,  en  outre,  de  poser 

D.-p,^/,  >■  —  I),  p,  ^/,  3  r=  >.  <f:JO^ 

Dr  Pi  ^/i  z  —  D;  0,  r/,  :r  .zr  >  <^/.  i  , 

D,  0,  ^/,  X  —  Dx  0,  ^/|  »  r^  À  ^/.  r-  : 
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x-hd^x^y  H-  fiiX'i  z  -h  dfZ  élaul  les  coordonnées  «l'un 
second  point  Ml  Irès-voisin  de  M,  cl  qui  servirait  en  quel- 
que sorte  d'intermédiaire  entre  M  et  M,.  Ces  dernières 
équations,  additionnées  deux  fois  après  avoir  été  multi- 
pliées la  première  fois  par  D,.  p^ ,  D,  &i ,  D,  jO| ,  la  seconde 
fois  par  rfi  x,  fJiJ  t  d^z^  donnent 

Dx  pi  rfj  X  -h-  Dy  p,  (i^y  -\-  D.p,  d,z  =z  o^ 
{Il  X  d^x  -^  iiyf  ^2  >■  H-  r/,  s  r/j  z  =  o . 

La  première  de  ces  nouvelles  équations   montre  que  le 
point  M|  est  situé  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  p  en  JM  ; 

'a  seconde  que  les  deux  directions  MMj ,  MMi  sont  per- 
pendiculaires entre  elles;  donc  si  le  point  M,  est  situé 
stir  une  des  deux  lignes  de  courbure,  le  point  M,  se  trou- 
vera sur  Tautre.  D'un  autre  côté,  si  Ton  elïectue  la  mul- 
tiplication indiquée  par  les  facteurs  binômes  et  l'addition 
Consécutive,  on  trouvera,  en  remplaçant  les  facteurs  bi- 
'^^mes  par  leurs  valeurs  simplifiées,  Id^Xy  X//,  y,  Àr/,  2, 

<^,.rrf,  (D,p.)-h^7r^.(D/p.)  -+-^,::rf.(D,p,)  =  o, 

•^dation  qui  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  direction  correspondante  à  un  déplacement 
laiigentiel  dt  soit  celle  d'une  ligne  de  courbure,  le  dé- 
placement pareillement  tangenliel  r/,  s'opérant  dans  une 
direction  perpendiculaire  à  la  première.  Les  normales 
des  surfaces  px  et  p,  sont  perpendiculaires  entre  elles  et 
tangentes  à  la  surface  c»;  si  donc  r/j  correspond  à  r/o, , 
f/t  correspondra  k  dp^^  et  Ton  aura 

I-es  valeurs  de  d^x ^  d^  (Dj,p,),  rfi  ) ,  d^  (D^pi),  etc.,  tirées 
de  ces  relations  et  substituées  dans  ré<]uati(ni  qui  précède, 
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conduisent  à  rck|uation  de  i*onditîon 

Or  nous  avons  vu  n^  167,  p.  374^  que  la  somme  S  est  idei^»  - 
tiqucment  nulle  ^  donc  les  directions  r/p,  et  dp^  sont  cell^jîs 
des  deux  lignes  de  courbure  de  la  surface  /o,  en  M;  don  <::•, 
et  c'est  le  tliéorènu»  important  connu  sous  le  nom  do 
M.  Dupin  :  Dans  tout  système  onhogonal  les  surf  aces 
deux  des  J  an  allés  conjuguées  tracent^  sur  une  surf  a 
de  la  troisième  Janiille,  toutes  ses  lignes  de  courbure-  ^ 

Dans  Tordre  de  difrërentialion  que  nous  représentOTis 
par  di ,  el  qui  a  lieu  suivant  la  direction  dpi  on  a 

d/i,  du  I    do. 

(ly  Ih    =    7-  «  Pî  »       '''.  «  =  -—  dù^  z=  -—  -'-  </û,  ; 

ao,  do-i     '  fé..  du     ' 

la  substitution  de  ces  trois  valeurs  dans  les  trois  équation  -^^ 

qui  donnent  r/,  (D^Ci),  d^  (D,pi),  d^  (D^p,),  les  fait  ren 

trer  dans  la  formule  unique 

Or  l'équation 

D^    (t>„p,)=:  j  Dr.    h,  D„a,   -^  !L  Dp    /,j  D„G^ 

y 
donne 

Dp,  {  D„p.  ;  =  1-  D,^  /,,  D..  p.  -  ^  Hp,  Ih  ~  D„  6, . 
Egalant  les  doux  valeurs  irou\ce>  de  Dp.  (I)„pt),  on  :^ 

telle  est  donc  la  valeur  de  la  courbure  chercbée.  Si  l'on 
désiizne  par  /^,  le  rayon  de  courbure  d<;  la  suiface  Ox  c|î»« 
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ct)rrespond  à  la  seconde  direction  ftpt^  on  aura  de  la 
intnie  manière 


l'équation 


££i_D    lA-, 


^l'on  peat  meure  sous  la  forme 

devient,  quand  on  y  substiiue  pour  ^  D^,  /i|,  ^  D^^  /i,, 
*eur8  valeurs  -s-»  -s*  » 


» 


^^ression  remarquable  de  la  somme  des  deux  courbures 
^e  la  surface  pi ,  ou  de  ce  que  Gauss  a  appelé  sa  courbure 
^pkërique. 

On  trouvera  dans  les  Leçons  de  M.  Lamé  et  dans  le 
Unne  II  de  nos  Leçons  de  calcul  différentiel  et  intégral 
divers  exemples  de  systèmes  de  surfaces  orthogonales. 


I.  !l5 


386  STATIQUE. 


QUINZIÈME  LEÇON. 


Moments  d'inertie  d*un  système  de  points.  —  DéHuition.  —  Ellipi 
moments  dlnertic.  —  Axes  principaux  et  moments  priucipanx  < 
—  Moments  d'inertie  maxima  et  minima.<^  Moments  d'inertie 
(successivement  par  rapport  à  divers  axes.  —  Moments  d*iiiej 
corps  continu.  —  Cas  où  le  corps  est  de  révolution.  —  App 
diverses. 


172.  Au  premier  rang  des  quantités  dépendau 
choix  des  axes  coordonnés,  et  qui  jouent  un  lôle  i 
tant  dans  les  questions  statiques  de  Télasticité  i 
dans  les  questions  dynamiques  du  mouvement  d*ui 
solide  autour  d'un  axé  ou  d^uu  point  fixes,  il  faut  pi 
quantité  qu'on  a  désignée  du  nom  de  moment  d]ine 
que  nous  allons  apprendre  à  calculer.  Soient  M,  P 
un  ensemble  de  points  matériels  dont  les  masses  soi 
m!. . .  ;  concevons  qu'après  avoir  multiplié  chaque 
m  par  le  carré  d^  de  sa  distance  à  un  axe  ou  droite 
conque  OA,  on  fasse  la  "somme  S  md*  de  tous  ces  prc 
cette  somme  est  précisément  le  moment  d'inertie  c 
lème  de  points  matériels  donnés.  Ce  momentvarie 
saircment  avec  Taxe  par  rapport  auquel  il  est  détei 
mais  il  varie  suivant  des  lois  générales  faciles  à  et 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour  origii 
rooi'données  le  point  O,  c'est-à-dire  un  des  poi 
Taxe  tixe^  désignons  par  x,  y^  z  les  coordonnée 
point  quelconque  M,  par  d  la  dislance  MP,  par  rie 
vecteur  OM  mené  de  Torigine  au  point  M  ;  par  X,  | 
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les  angles  que  fait  Taxe  OA  avec  les  axes  coordonnés  cl  le 
rayon  yecteurr^  on  aura  évidemment 

X  Y  Z 

COSX=:~9        C06fA=-i        COSv=-i 

r  r  r 

^        JTCOSX -H  r  COSa -H  XCOSv 
OOStf  = -, 

r 

rcoS^=xcosX  -h  jcosfii-4-2Cosv, 

—  (j?COSX-H  JCOSfA-f-  «C0Sv)% 

rf*  =  x'(l-p-.COS'X)+7*(l COS»fA)-h2*  (i  —  cos'v) 

—  2^/C08Xc08fA  —  2.rzcOSX  COS  v  —  2  «r  COS  f*  COS  v  , 

'''  =  **  sîn'  >  4-  j*  sîn*  fi  +  «*  sin'  v 

—  ajr;rci>sXoosfA-^  a2j;cos>cosv  —  22/cosucosv, 

on  enfin,  en  vertu  des  équations  connues, 

COS*  \  -f-  cos*  /x  -H  COS*  V  =  I ,     sin'  \  =  ces'  f*  -+-  cos^  v , 
sin*  fA  =  cos'  X  4-  ces'  v ,     sin*  v  =  cos'  \  -I-  cos*  fx, 

rf'=(jrî-j_  x»)cos' 5^ -!-(«'  -4-x')cos*fii  +  (jr'  +  ^»)cos'v 

—  ax^COSX  COSfA  —  3Z.rCOS>COSy  —  2»JCOSfiGOS  V. 

C^elaposé,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

on  trouvera 

^'W'^»  =  K  =  A  cosU  -h  B  cas'  p  4-  C  cos'v 

—  2  D  ces  fA  ces  V  —  2  E  cos  \  COS  V  —  a  F  ces  >  cos  fx , 

7.5. 
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K=:Gsin'X4-  H  sin'p-hlsinS 

—  2Dcosfitcosv  —  2Eco$X  cosi»  —  aFcosXcosp. 

Les  quantités  A,  B,  C  étant  ce  que  devient  K  quand  on  fait 
tour  à  tour 

cos  X  =  I ,  ces  pi  =  o ,  cos  y  =  o , 
ces  X  =  o ,  cos  p  =  I ,  cos  y  =  o , 
cosX  =  o,     cos  fi  =  0,     cosy  =  i) 

sont  précisément  les  moments  d'inertie  relatifs  aux*troi^ 
axes  des  x,  des  j^  et  des  z, 

173.  Concevons  maintenant  que  par  Torigine  on  mèn^ 
divers  axes  analogues  à  OA,  et  que  sur  chacun  de 

axes  on  porte  une  longueur  k  =  -=zi  K  étant  le  morne 

d'inertie  correspondant;  on  aura,  en  appelant  Ç^  >ï,  C  1< 
coordonnées  de  Textrémiié  de  Tune  quelconque  dé  c( 
longueurs  Ar, 

S  M  ï 

/•  =  Y^Ç'  -+-  r,'  -4-  ÇS     cosX  =  -ri       cosfA  =  7?      cosy  =  - 

A  êr  A 

En  substituant  ces  valeurs  de  cosX,  cosfx,  cosv  dans 
première  des  équations  quidonnent  le momentdUnertieî 
on  trouve 

AÇ^+Br,»-hCÇ»  — 2DÇ>3  —  2Eï5— 2Ff>i  =1. 

Les  coefficients  A,  6,  C  étant  essentiellement  positifs,    de 
plus  le  moment  d'inertie  K,  et  par  suite  le  rayon  vect^or 
ky  étant  toujours  une  quantité  finie,  la  surface  représenfév? 
par  la  dernière  équation  est  nécessairement  un  ellipsoi'Je 
qui  a  pour  centre  l'origine  des  coordonnées,  et  l'on  arrive 
ainsi  au  théorème  suivant  :     ^ 

Théorème  P^  —  Considérons  un  système  de  points 


1 
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tioiénels  M,  M',  M"', . . . ,  eC  supposons  qu  après  ax^oir 
fiené  par  un  point  O  pris  à  volonté  dans  V espace  une 
hfinité  d*axes  on  détermine  les  moments  dUnertie  du 
yitime  par  rapport  à  ces  mêmes  axes;  si  à  partir  du 
ffomt  O  on  porte  sur  chaque  axe  une  longueur  numéri^ 
guement  équivalente  à  V unité  dii^iséepar  la  racine  carrée 
du  moment  d^ inertie  correspondant,  les  extrémités  de 
€ts  diverses  longueurs  feront  partie  de  la  surface  d* un 
tiUpsoïde  dont  le  point  O  sera  le  centre. 

Si  tous  les  points  matériels  du  système  étaient  situés 
sur  on  même  axe,  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe 
deviendrait  nul ,  et  la  longueur  correspondante  serait  in- 
Gnîe,  d*oà  il  résulte  que  Tellipsoïde  se  transformerait  en 
âne  surface  cylindrique. 

174.  La  direction  des  axes  coordonnés  étant  arbitraire, 
^D  pourra  toujoai^s  faire  coïncider  ces  axes  avec  ceux  de 
^ellipsoïde  dont  nous  venons  de  parler.  L'équation  de 
•et  ellipsoïde  ne  devra  plus  dès  lors  renfermer  les  doubles 
Produits  xy^  xz^jrzj  de  sorte  que  Ton  aura 

D  =  o,     E=o,     F  =  o, 
'I,  par  suite, 

lmjrzz=:Oj     2/7i&r=o,      Imxjr  =z  o. 

On  arrive  alors  à  cette  importante  conclusion  : 

TBioaÈME  IL  —  On  peut  toujours  faire  passer  par 

iifi  point  donné  O  trois  axes  rectangulaires  tellement 

choisis,  qu'en  les  prenant  pour  axes  coordonnés  on  fasse 

évanouir  les  sommes  que  Von  obtient  en  multipliant  la 

masse  de  chaque  point  matériel  par  les  doubles  produits 

des  coordonnées  de  ces  points.  Ces  trois  axes  sont  ceux 

<|uon  a  nommés  les  axes* principaux  du  système  relatifs 
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au  point  0«  On  appelle  moments  dUnértie  principaujr 
ceux  qui  se  rapportent  à  ces  mêmes  axes. 

Lorsque  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  il  existe  une  infi- 
nité de  systèmes  d'axes  rectangulaires  propres  à  faire  dû- 
parailre  de  son  équation  les  doubles  produits,  et  propres, 
par  conséquent,  à  faire  évanouir  les  trois  sommes 

Y.mxzy     1  mix ,      £  mxy  ; 

en  d'autres  termes,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  d'axes 
principaux.  Chacun  de  ces  systèmes  se  compose  :  i^  de 
Taxe  de  révolution  \  tP  de  deux  autres  axes  passant  par 
le  centre  de  Tellipsoïde  et  se  coupant  à  angle  droit  diins 
le  plan  de  son  équateur. 

Si  Tellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère,  tout  système  de 
trois  axes  rectangulaires  passant  par  Torigine  fait  dîspa — 
raltre  les  doubles  produits,  et  forme  par  conséquent  xxvm 
système  d'axes  principaux. 

175.  n  existe,  comme  nous  venons  de  le  prouver,  d 


relations  nécessaires  entre  les  moments  d'inertie  pris  pa 
rapport  à  divers  axes  passant  par  le  point  O  et  les  rayo 
vecteurs  d'un  certain  ellipsoïde.  Dès  lors  toute  propriél 
de  ces  rayons  vecteurs,  toute  relation  qui  les  fera  déper 
dre  l'un  de  l'autre  entraînera  nécessairement  une  p 
priété  correspondante  des  moments  d'inertie,  et  établie 
entre  eux  des  relations  plus  ou  moins  importantes,  q — 
dans  un  grand  nombre  de  cas  permettront  de  les  déduw 
les  uns  des  autres. 

Ainsi  :  i**  comme  en  vertu  de  1  équation 

la  valeur  du  moment  d'inertie  h  augmente  tandis  que  le 
rayon  vecteur  k  diminue,  et  i-éciprocjucmcnt,  il  est  cla/r 
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que  rmi  des  moments  d'inertie,  celui  qui  correspondra 
*a grand  axe  de  l'ellipsoïde  sera  le  moment  d'inertie  mi- 
Qimnm^  tandis  qu'un  autre,  celui  qui  correspondra 
^o  petit  axe  de  Tellipsoïde ,  sera  le  moment  d'inertie 
Maximum. 

a*'  Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  les  rayons  vec- 
teurs qui  font  le  même  angle  avec  Taxe  de  révolution  sont 
%aux;  il  en  sera  donc  aussi  de  même  des  moments  dîner- 
t'e  par  rapport  i  des  axes  qui  formeront  des  angles  égaux 
^^^c  ce  même  axe  de  révolution. 

3®  Si  Tellipsoïde  devient  une  sphère,  tous  les  moments 
^  i  aertie  seront  égaux. 

4^  Si  Ton  fait  coïncider  les  axes  coordonnés  avec  les 
^Ves  principaux,  Téquation  de  Tellipsoïdc  et  celles  qui 
^^nnent  la  valeur  d'un  moment  d'inertie  quelconque 
^^viennent 

Aj:»-hB/»-hCr»=i, 

K  =  A  co$»>  H-  B  cosV  +  C  cosS , 

K  =  Gsinn  +  Hsiii> 4- I  sinS. 

^n  désignant  par  K',  K'',  K''',  les  trois  moments  d'inertie 
principaux,  ou  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes 
actuels  des  x,  /,  z,  nous  aurons 

K'=:A,     K^  =  B,     K^'^C, 
et,  par  suite, 

K  =  K'  cos'X  +  K"  cos» fA  4-  K**  cos' V  ; 

cette  dernière  formule  donne  un  moyen  très-facile  de 
calculer  les  moments  d'inertie  relatifs  à  un  axe  quel- 
conque, quand  on  connaît  les  moments  d'inertie  princi- 
paux et  le^ angles  que  forme  l'axe  dont  il  s'agit  avec  les 
axes  principaux. 
5°  Considérons  un  système  de  trois  axes  rectangulaires 
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quelconques,  ei  désignons  par  Ki,  Kt,  Kt  les  momeiim^ 
d'inertie  relatifs  à  ces  trois  axes;  par  X|,  jX|,  v,^  A„  f^y  v.^ 
^3  1  f^s)  V3,  les  angles  que  ces  mêmes  axes  font  avec  1^^ 
axes  principaux;  on  aura 

cos*  \i  -+-  cos^  X,  H-  cos'  X,  =  I , 
ces*  fAi + ces'  /x,  -h  ces*  p,  =  I  , 

COS'  V,  -j-  COS*  Va  4-  ces'  V,  =  I  , 

K,  =  K'  cos»>.,  4-  K''  cos>,  4-  K*'  cos»  v, , 
K,  =  K'cos'X,-|-K^cos>,H-K*'  cos'v,, 
K3  =  K'  cos*>j4-  k*'  cos*  fi3  4-  K*'  cos»  v, , 

K.  -hK,  4-  K3  =  K'4-K*'4-  K^ 

de  sorte  que  la  somme  des  moments  d'inertie  relatifs  à 
ces  trois  axes  rectangulaires  est  constante  et  égale  à  la 
somme  des  moments  dMnertie  principaux. 

176.  On  détermine  les  axes  et  les  moments  principaux 
dMnertie  en  déterminant  en  grandeur  et  en  direction  les 
axes  principaux  de  Tellipsoïde.  En  effet,  le  rayou  mené 
du  centre  de  rdlipsoïde  au  point  ^,  y?,  ^,  situé  sur  la 
surface  sera  un  axe  principal  s'il  devient  perpendiculaire 
au  plan  tangent,  c'est-à-dire  s'il  vient  à  coïncider  avec  la 
normale.  Or  l'équation  de  Tellipsoïde  étant 

M=:A5»4-B»i»4-CÇ«  — 2D>jÇ  — 2EÇÇ  — 2FÇ>ï  — 1=0, 

le  rayon  vecteur  et  la  normale  font  avec  les  axes  d< 
angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement  proportion- 
nels aux  quantités 

eia 

?,  — =2(AE-F>,-E;j, 

>j,  ^=2(-F?  +  B,-DÇ),      . 

C.  ^=2(-E5  — D>j-4-C4). 
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Dès  lors,  pour  que  le  rayon  vecteur  coïncide  avec  la 
normale  et  devienne  un  axe  principal,  il  faudra  que  Von 
ait 
Ag  — Fn  — EÇ— Fg^-Bn-P;;       —  Eg  — D»»^CC 

'^^  ty  ^9  C  ^^"^  aussi  proportionnels  à  cos  X,  cosfx,  cos  v, 
on  aura  donc 

Acos>  —  Fcosfi  —  Ecosv —  Fcos  X  -t-  Beosp  —  Dcosv 

cos  \  cos  p 

—  EcosX  —  D  cos  ft -h  C  cos  » 
cosv 

Acos^X-i-B  cos*ft4-C  cosS— 2D  cos  fi  cos  v— 2E  cos  X  cos  v— aFcos)  cos  f* ^ 

cos'X  •+•  cos'  f*  -f-  cos'  V 


étant  le  moment  d^nertie  correspondant  au  rayon  vec- 
teur devenu  axe  principal,  et,  par  conséquent,  un  des  mo- 
xxaents  principaux.  On  tire  des  équations  qui  précèdent  : 

(K  —  A)cosX  +  FcosfA-t-Ecosv  ;=o, 
FcosX-f-(K  —  B)cosfA  +  Ocosy  =0, 
£cesX-t-  Dcosfi-f-  (K —  C)cosv  =  o. 

L  élimination  de  X,  fx,  v,  entre  ces  trois  équations  conduit 
^  Téquation  du  troisième  degré 

(K-A)(K— B)(K^C)  — D^K  — A)— E»(K— B) 

—  C>(K  — C)-f.2DEF  =  o, 

qui  aura  trois  racines  réelles  et  finies;  ces  racines  seront 
précisément  les  valeurs  des  moments  d'inertie  principaux. 
A  ces  moments  correspondront  trois  systèmes  de  valeurs 
des  angles  X,  fx,  v  déterminées  par  les  équations  qui  pré- 
cèdent, d'où  l'on  tire 

_  cos  X  cos  f*  cos  V 

•K^B)  (K  —  C)— D>  ""  (K— C)(K  —  A)  —  E»  ""  (K.— A)(K— B)  — F 

V[(K-~B)(K-C)-D']'4-[(K--C)(K-A)-E'p-h[(K'A)(K-B)-F'K 
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ces  trois  systèmes  de  valeurs  déterminent  la  direction  de ^ 
trois  axes  principauis. 

177.  L'équation  du  troisième  degré  &  laquelle  nou^ 
sommes  parvenus  se  présente  dans  un  grand  nombre  d 
questions  importantes.  M.  Binet  a  démontré  le  premier  ^^ 

que  ses  racines  représentaient  les  moments  d'inertie  pritv^ 

cipaux  ;  on  peut  lui  donner  \ine  autre  forme  qui  fasse  ape^t^ 

cevoir  immédiatement  la  réalité  de  ces  racines. 

L'équation 

(K  —  A)  cosX-f-  FcosfA-f-  Ecosv  =  o 
donne 

F  cosfA  -h  Ecosv  =  (A  —  K)  cos  X, 

ou,  en  divisant  par  EF  et  ajoutant  aux  deux  membres  -— • 


COSX        COSfA        cosv cosX 

~D"  "^  ~Ë"  "^  "F^ ~  "ET  '     "^ 

On  trouverait  de  même 


f-') 


cosX       cos/x       cosv        cos  pi  /  DF  \ 

"d"  "^ -Ê~ -^^  nr = "df  \®  "^  T  -  ^  j 

cosX       cosp       cosv        cosv  (  DE 


D  E 


et  en  posant 


-1 


EF  DF  ^       DE 

AH-  — =  Z,     BH-  — =3f,     C-f.  — =  iV, 

Ton  aura  par  conséquent 

COSX         ces  f*         cosv         cos  X  K\^^^^^(M       K\  ^ '^^^'^  l  .^^     i 

COSX  cos  pi  COSV  COSX         cos  fi         C0S'<r 

"d"  ~T"  ~f~  ~d    ^"W^    F" 


DEF  DEF  DEF    ~~      DEF  DEF  DE¥ 


D'(£-K)      E'(i^/-K)      V^N-K)      D^{iL-K)      E»(ilf-K)     F»(i»^— KJ 
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Zn  égalant  le  premier  et  le  dernier  membre  de  cette  équa- 
ion,  on  trouve 

DEF  DEF  DEF 


D»{L— K)       FJiM'^K)       F'(iV-.K) 

I  I  I 

D»  Ê»  F  I 

4-;7 i^-h  ^ i-r-+-rrï^  =  0 


K  —  L   '    K—M       TL—N       DEF 

!)ii  voit  facilement  sons  cette  forme  très-simple  que 
^équation  du  troisième  degré,  en  supposant  les  quantités 
Lj  JUy  N  rangées  par  ordre  de  grandeur,  a  trois  racines 
'éelles,  comprises  entre  les  quantités  —  oo  ,  //,  M^  JV; 
>u  les  quantités  Z»,  M,  iV,  +oo  ,  suivant  que  le  produit 
DEIF  est  positif  ou  négatif. 
Pour  que  l'ellipsoïde  des  moments  d'inertie 

AÇ»-^-Bïï»-+-CÇ^— 2D>i2;— 2EÇÇ— 2FÇyj=  1 

K>it  de  révolution,  il  faut  que  réquation 

1  I  I 

Û'  W  ¥  i 


K  — iL      K— ilf  '   K— iV^  •   DEF 


lit  deux  racines  égales.  Or  chacune  de  ces  deux  racines 
%ales  devra  annuler  à  la  fois  et  le  premier  membre  de 
Péquation  primitive  et  son  polynôme  dérivé 


I  I  I 

D»  Ê*  F' 


o 


iprès  toutefois  qu'en  chassant  les  dénominateurs  on  les 
lura  écrits  sous  formes  finies 

^,  (K- JK)(K  -  iV)4-i;(K- L){K-iV) 
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Cl 

i;  (K-^'(K-  iV}'  4-  1  (K  -  LY{K-Ny 

•     Or  celte  condition  ne  sera  remplie  qu'autant  que  l*on  au 

L  =  M  =  N. 

En  eiTet,  la  valeur  K  =  L  =  M  vérifie  en  apparence  ! 
deux  équations^  mais  si  avant  de  faire  K  =  L=zMy 
si,  pour  faire  disparaître  les  facteurs  communs,  on  div: 
la    première   par    R  —  £  =  K  —  3f,   la    seconde  [ 

(K  —  Z)«  =  (K  —  My,  elles  deviennent 

et  Ton  ne  pourra  vérifier  ces  dernières  qu'autant  qi 
Ton  fera  aussi  K=  iV^,  et  que  Ton  aura,  par  conséqucn 

Donc  pour  que  l'équalion  des  moments  d'inertie  princ 
paux  ait  deux  racines  égales,  il  ne  suffit  pas,  comme  on  1 
souvent  affirmé,  que  Tune  des  conditions 

soil  vérifiée;  il  faut  encore  que  Ton  ait 

Pour  que  les  trois  racines  fussent  égales  ou  que  Tellii 
soïdc  fût  une  sphère,  il  faudrait,  en  outre  de 

A  =  M  =:=  N, 


que  Ton  eût 
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DEF  ( 1 1 I  =o, 

\D»      E«      F»; 


3»7 


et,  par  conséquent, 

D  =  o,     E=:o,     F=:o. 

178.  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  déterminer 
le  moment  d'inertie  du  système  des  points  matériels 
M,  M',  • .  •  par  rapport  a  un  axe  qui  forme  toujours  avec 
ceux  des  x^y^  z^  les  angles  \^  fx,  v,  mais  qui  passe  par 
un  point  (y  distinct  de  l'origine.  Soit  toujours  K  le  mo- 
ment d'inertie  relatif  à  Taxe  parallèle  passant  par  l'ori- 
gine, K'  ce  même  moment  relatif  à  l'axe  passant  par  le 
point  CV;  ay  5,  c,  les  coordonnées  de  ce  point;  d^  etd'  les 
distances  fle  l'origine  O  et  du  point  M  au  nouvel  axe; 
fi  la  somme  2m  des  masses  m,  m\ ...  ;  et  en6n  Xi ,  j'm 
^1,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système  des 
points  M,  M' ;  on  aura 

^  plus,  pour  déduire  la  distance  d^  de  la  distance //  déter- 
uiinée  par  l'équation 

rf*=;ar*-f-j'-H  »'— (xcosÎL-hjCOSfi -+-»COSv)% 

11  suffira  évidemment  de  transporter  l'origine  au  point  O' 
^^Qt  les  coordonnées  sont  a,  &,  c,  en  changeant  x^y^  z 
^^  Jc —  fl,  j  —  i,  z  —  c,  on  aura  donc 

rf'»  =  (:r  — û)î -H  (^  —  ^y -+-(«  — c)» 
[(«C0S>-+-JC0Sfl-f-  ZCOSv) (âC0SX-4-^C0SfX+eC0Sv)]^ 

^i^  faisant  dans  cette  dernière  équation 

X==0,       J^  =  0,       2=0, 

^^^  aura  la  distance  ^o  de  l'origine  au  nouvel  axe,  distance 
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clétermiuëe  par  Téquation 

//J  =  <i'H-  6'-i-c* — (acosX  -+-  à  coSfi-4-ccos»)% 
on  trouvera  par  suite 

-{-9.{acos'k  -+-  ^cosp-i-ccosv)(j?cos>  -hjcosft-*-  scosv); 
puis  en  ayant  égard  aux  équations 

Zmd'^  =  K'  =  K  -f-  ydi  —  2p  (r/.r,  -f-  bfi  -H  c«,  ) 
-4-  2fi(/?  cos>  -H^cosp-t-^cosv)  (.r,  CCS  "k-^Xi  cos |»H-z,  cosy). 

Si  l*on  fait  coïncider  Toriginc  avec  le  centre  de  gravite  du 
système  des  points  M,  MV  •  m  ^iyjiy^ii  s'évanouironi 
et  r  équation  qui  précède  donnera 

cette  dernière  formule  comprend  le  tliéorème  suivant  : 

Théouème  III.  —  Pour  obtenir  le  moment  d^mcrlie 
(Vun  système  de  points  matériels  par  rapport  à  un  axe 
quelconque^  ilsujfit  d\i jouter  au  moment  d'' inertie  rela- 
tif à  un  axe  parallèle  passant  par  le  centre  de  gratuite 
la  somme  des  masses  des  différents  points  tnaltipliée  par 
le  cati^  de  la  distance  entre  les  deux  axes. 

Il  en  résulte  que  le  moment  d'inertie  relatif  à  un  axe 
quelconque  est  toujours  plus  grand  que  le  moment  relatil 
à  un  axe  parallèle  mené  par  le  centre  de  gravité;  et,  par 
conséquent,  que  le  plus  petit  des  moments  d^inertie  re- 
liitifs  à  des  axes  passant  par  le  centre  de  gravité  est  nu- 
nimum  minimorum^  ou  le  plus  petit  possible  de  tous  les 
moments  d'inertie  du  système. 

179.  Les  théorèmes  ci-dessus  démontrés  s'étendent  au 
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ê 

cas  même  où  le  nombre  des  points  matériels  M,  M', . . . 
devient  infini,  et  où  le  système  de  ces  points  se  transforme 
en  un  corps  solide. 

Lorsque  le  corps  est  homogène,  ei  qu  un  plan  mené 
par  lorigine  ou  par  le  point  commun  à  tous  les  axes  que 
oons  avons  considérés  dans  le  premier  théorème,  divise 
le  corps  en  deux  parties  symétriques,  ce  plan  renferme 
évidemment  deux  axes  de  Tellipsoïde  des  moments 
d  mertie,  et  par  conséquent  deux  des  axes  principaux 
relatifs  au  point  commun  à  tous  les  axes.  De  cette  remar- 
que on  tire  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Lorsque  par  le   centre  de  graifitc 
d'un  corps  solide  homogène  on  peut  mener  trois  plans 
^^i  chacun  dii^ise  le  corps  en  deux  parties  symétriques, 
««  droites  d'insersection  de  ces  mêmes  plans  sont  précis 
^^fnent  les  axes  principaux  relatifs  au  centre  de  grai^itc. 
Ainsi,  par  exemple,  dans  un  parallélipipède  rectangle 
et  dans  un  ellipsoïde  homogènes  les  axes  principaux  re- 
latifs au  centre  coïncident  avec  les  droites  menées  par  le 
centre  parallèlement  aux  arêtes  du  parallélipipède  ou  aux 
axes  de  Tellipsoïde. 

i80.  On  peut  résoudre  d'une  autre  manière,  et  plus 
analvtiquement,  le  problème  relatif  à  la  dcterminalion  des 
positions  des  trois  axes  d'inertie  principaux  et  rectangu- 
laires. Eln  elTet,  soient  or,  ^,  2,  les  coordonnées  relatives 
*vix  axes  actuels,  x,  y,  z  les  coordonnées  relatives  au 
système  cherché  de  trois  axes  principaux  rectangulaires, 
l^origine  restant  la  même,  et  posons,  comme  nous  Pavons 
déjà  fait, 

Imjrz  =  D ,      Imxz  =  E ,      lni.rf=  F. 
(Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  si,  au  lieu  d'un  système  de 
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points    matériels    on  considérait  un  corps    solide, 
sommes 

^mxy^      ImxZy     Imzx^ 
seraient  remplacées  par  les  intégrales  définies 

S^^v-^    S^d}^^    /*r^f^-J 

Appelons  («,  6,  y),  (a',  6',  /),  («^  6^  y'')  les  ang 
que  les  trois  axes  principaux  des  x,  des  y,  des  z  font  ai 
les  axes  des  x,  j^.  ir,  et  posons  encore 

2/wx»  =  X,     2/wy*=Y,     2/ifz»  =  Z. 

■ 

Puisque  par  hypothèse  les  trois  axes  des  x,  y,  z  sont  c 
axes  principaux,  on  aura 

2/iiyz=o,      2/îfzx  =  o,      2/11  yx=o. 

Comme  on  a,  d^ailleurs, 

x  =  xcosa-i-/cos6-4-»cos7,     x=:xcosa  -4- y cos a' -h z cos « 

on  aura 

nx  •=  x[x  CCS  a  -f-^'  ces  6  4-  «  COS7  ) 
=  X  (  X  CCS  a  -h  y  cos  a'  -hz  cos  a") , 

et,  parce  que 


i/wvx  =  o,     2.//ixz=:o 


9 


ces  a  2 wj:'  -f-  cos  ^Inixy  +  co5  7  2  /nxz  =  cos  a  2//i  x', 

OU 

(G  —  X)  cos  a  •+•  F  ces  6  -f-  EC0S7  =0; 

on  trouvera  de  même 

F  cos  a  -h  (H  —  X)cos§-+-  DCOS7  =  o, 
E  cos  a  -4-  D  cos  6  4-  (I  —  X  )  cos  7  =  o . 

Si  cuti*e  ces  équations  on  élimine  cos  a,  cosê,  cos/,  < 
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trouve 

(G  —  X)(H— X)(I  — X)—D'(G-X)  — E»(H-X) 

-  FMI  —  X) -h  2DEF  =  o. 

Si  dans  les  développements  qui  précèdent  on  avait  intro- 
duit y  et  z  au  lieu  de  x ,  on  aurait  obtenu  deux  équations 
tout  à  fait  semblables,  dans  lesquelles  Y  et  Z  prendraient 
la  place  de  X.  Les  trois  grandeurs  X,  Y,  Z,  sont  donc  les 
trois  racines  de  cette  équation  du  troisième  degré  résolue 
par  rapport  à  X.  Pour  prouver  que  ces  trois  racines  sont 
réelles,  posons,  pour  abréger, 

G  cos  a  -h  F  cos  €  +  E  cosy  =  a , 
F  cos  a  +  H  cos  6  •+•  D  cos  y=^bj 
E  cos  a  -h  D  cos  6  -|-  I  cos  y  =  c . 

Représentons  toujours  parX,  Y,  Z  les  trois  racines  de 
l'équation  du  troisième  degré,  et  par  a,  i,  c,  a',  i',  c', 
û  î  i",  c*^  les  valeurs  de  a,  A,  c  respectivement  correspon- 
<lanles à  X,  Y.  Z;  on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

/ï  =  X  cos  a ,  n'  =  Y  cos  a',  a"  =  Z  cos  a", 
^  =  Xcose,  A'=Ycos6',  ^''=Zcosr, 
r  =  X  cos  7 ,      f'  =  Y  C0S7',      r"  =  Z  cos 7". 

Si  l'une  des  trois  racines  de  l'équation,  X  par  exemple, 
^Uit  imaginaire,  comme  tous  ses  coefficients  sont  réels, 
^e  autre  des  racines,  Y  par  exemple,  serait  conjuguée 
«e  la  première  5  et  cos  a,  cos  a',  cos  6,  cos  6',  cos  7,  cos  y' sé- 
rient aussi  des  couples  de  racines  imaginaires  conju- 
guées; on  pourrait  donc  poser 


COSa  =  >    H- fx  ^ —  I,      C0Sa'r=>    — p  ^ — i, 

cos6  =  V  H-  p'  ^ —  I ,     cos6'  =  X'  —  fx'  ^—i, 
ï-  2G 
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Mais  on  tire  des  (équations  qui  définissent  les  quantil 

a  cos  a'  -+-  6  cos  6'  -I-  r  cos  7' a'  ros  a  -4-  //  ros  6  +  c'  ros  «j 

X  ~  Y 

=  cos  a  cosa'  -♦-  eos  6  cosê'  4-  cos 7  COS7'- 

Les  dénominateurs  des  deux  fractions  sont  seuls  in^aux 
leurs  numérateurs  sont  égaux  entre  eux  et  à 

G  cos  a  cos  a' 4- H  cos  S  cos  S' -h  IC057  cos  7' 
-h  D(cos6cos7'  -f-cos6'  0057)4-  E  (cosacoS7'4-  cosa' 0057 

4-  F  (cos 6  cosa'  4-  cosê'cosa); 

il  faut  donc,  pour  que  Fégalilé  subsiste,  que  les  numë 
rateurs  soient  nuls,  et  que  l'on  ait  aussi,  par  censé 
quent , 

cos  a  cosa'-4-  cos  6  cos  6'  4-.  cos 7  cos  7'  =  o, 

ou 

X»  -l_  pt«  -+-  \'i  4-  pt''  4-  X"*  4-  fx'"  =  0, 

ce  qui  est  absolument  impossible.  Les  trois  racines  d 
Téquation  du  troisième  degré  en  X  sont  donc  réelles,  c 
par  conséquent  on  pourra  toujours  trouver  des  valeui 
réelles  pour  les  angles  qui  déterminent  les  directions  de 
axes  principaux.  Des  trois  équations  qui  donnent  les  co 
sinus  de  ces  angles ,  en  supposant  que  les  valeurs  de  X 
Y,  Z  satisfassent  à  Téquation  du  troisième  d^ré,  o 
tire  encore 

cosa[EF  — D{G  — X)]=cos6[DF— E(H  — X)] 

=  cos7[DE— F(I  — X)], 

d'où,  puisque 

cos*  a  4-  cos*  6  4-  cos*  7  =  1, 
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et  en  faisant,  pour  abr^r, 

I  I  I 

^^^^  • 

0  " [EF--D(G  — X)]»  "^  [DF  — E(H— X)p 
on  tirera 


cosa=: 


EP-D{G-X)'  DF-E(H^X)* 

^       DE-F(I— X) 
Si  IW  pose  de  même 

n  ^  [EF  — D(G— Y)p  "^  IDF  — E(H— Y)J» 

I 

"^[DE— F(I— Y)f' 
on  aura 

c^ a'  =  ït:: ^  ,^  ■    ^v  >      ces  6'  =  rr= —  .^       ^.  t 

EF  — D(G— Y)  DF— E(H  —  Y) 

^        DE  — F(I-Y) 
Enfin  si  Ton  pose 

7î?i  — [EF  — D(G  — Z)]'  "^[DF— E(H  — Z)p 

I 

"*"  [DE  — F(I— Y)]»' 

on  trouvera 

EF-D(G— Z)'      ""^^      "'DF— E(H  — 2)' 

En  outre,  les  moments  A,  B,  C  d'inertie  relatifs  aux  trois 
s^es  principaux  ainsi  déterminés  seront  donnés  par  les 


C08a*'  = 
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équations 

C=r  2/w(x»-f-y')  =  X4-Y. 

181 .  S'il  8*agit  d'un  corps  solide ,  et  que  dans  ce  c< 
il  existe  un  point  qui  jouisse  de  cette  propriété  que 
moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaax  pasi 
par  ce  point  soient  égaux,  on  déterminera  sans  pe: 
de  la  manière  suivante,  les  coordonnées  de  ce  point.  1 
nOns  pour  origine  des  coordonnées  x^  y^  z  \e  centr 
gravité,  en  sorte  que  Ton  ait 

fxf/  fx  =  o  ,     fjf/a  =  o  ,      7*  tr/fx  =  o , 

et  en  outre,  pour  axes,  les  trois  axes  principaux  rel. 
au  centre  de  gravité,  afin  que  Von  ait  aussi 

Concevons  maintenant  qu'on  mène  par  le  point  cfae] 
dont  les  coordonnées  soient  Ç  ^  >J  »  (^9  trois  nouveaux  : 
des  coordonnées  x,  y,  z  parallèles  aux  premières, 
aura 

X  =  x  — g,        y=j  — ,;,        7  =  3  —  Ç; 

et  pour  que  les  jiouveaux  axes  des  x ,  y,  z  soient  des  1 
principaux,  il  faudra  que  Ton  ait 

/xye/fz  =/{.r  —  Ç)  (j  —  „) r/p  =  fyifd^L  =  o, 

/xze/,x=/(.r— Ç){z~Ç)^^f*  =  «/<"  =  o, 
/yzr/p  =/(r  —  »)  (  z  —  ?;)  ^fx  =  «Ç/^/x  =  O. 

et,  par  conséquent, 

çiQ  =  o,     ?;  =  o,     y.Ç  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  point  cherché  doit  toujours  être  s: 
sur  un  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  { 
vite.  Si  Ion  appelle  A',  B',  C  les  moments  d'inertie  p 
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cipaux  relatifs  aux  axes  des  x,  y^  z,  on  aura  (n^  178) 

A  '  =  A  -f-  p  (  n  '  4-  Ç  »  ) ,     B'  =  B  -f-  ft  (  r  -4-  Ç'  ) , 

Sî  l'on  doit  avoir,  comme  nous  le  supposons,  A'=:  B'  =  C\ 
on  devra  avoir  aussi 

A  —  fzÇ'  =  B  —  fi>î^  ==  C  —  fxÇ». 

Si,  par  conséquent^  on  avait  Ç  =  o,  ri  =  o,  ou  si  le  point 

cherché  était  situé  sur  Taxe  principal  des  2 ,  i)  faudrait 

que  l'on  eût 

A  =  B     et    C>A, 

et  comme  alors  on  aurait 


-/ 


C  — A 


^1  existerait  sur  Taxe  des  z  deux  points  jouissant  de  la 
pix^priélé  énoncée.  Si  le  point  Ç,  r^,  ^  avait  été  sur  Taxe 
^es  j',  on  aurait  dû  avoir 

A  =  C,     B>A. 

^i  enfin  il  avait  été  sur  Taxe  des  x,  les  deux  conditions 

B  =  C,     A>B 

auraient  dû  être  remplies.  Donc  pour  qu'il  existe  dans 
°*i    corps  un  point  doué  de  cette  propriété  que  tous  les 
"Moments  dHnertie  relatifs  à  des  axes  principaux  passant 
par  ce  point  soient  égaux,  deux  des  moments  d'inertie 
i^latifs  aux  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gra- 
nité doivent  être  égaux,  et  le  moment  relatif  au  troisième 
^>(e  principal  doit  être  plus  grand  que  les  deux  moments 
^gaux.  Il  existe  alors  sur  le  troisième  axe,  à  égales  dis- 
tances du  centre  de  gravité,  deux  points  qui  possèdent  la 
propriété  cherchée.  Si  les  trois  moments  relatifs  aux  axes 
principaux  passant  par  le  cenlre  de  gravité  sont  égaux, 
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il  n'existe  dans  le  corps  aucun  autre  iK>int  pour  lequel 
cette  même  égalité  ait  lieu. 

182.  Chaque  axe  principal  passant  par  le  centre  de 
gravité  est  aussi  un  axe  principal  relativement  à  chacun 
de  ses  autres  points.  En  effet,  soient  x,  y^  z  les  coordon- 
nées relatives  aux  trois  axes  principaux  passant  par  le 
centre  de  gravité,  et  Qf  un  point  situé  sur  Taxe  des  Xs  à 
U  distance  a  du  centre  de  gravité;  menons  par  ce  point 
(y  deux  nouveaux  axes  desj^  et  des  z^  et  appelons  x,  y,  x 
les  coordonnées  relatives  à  la  nouvelle  origine;  on  aura 

et,  par  suite, 
JiL^dj^=Jxyd\L  —  ajyd^,    /«a^^f^  =Jxyd^  —  ^/«/p. 

MBisfxjrdfi  =  d,  fxzdfi  =  o,  parce  que  Taxe  des  x  est 
un  axQ  principal ,  et 

fjrdii  =  o,    fzdfizzzo, 

parce  que  l'origine  est  le  centre  de  gravité  du  corps;  donc 

/xyrf^==o,     fxzdit  =  o, 

c'est-à-dire  que  Taxe  des  x  est  encore  un  axe  principal  re- 
lativement au  point  &,  Cette  démonstration  prouve  en 
même  temps  qu^un  axe  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité  n'est  axe  principal  que  relativement  à  un  de 
points. 

483.  Si  Ton  appelle  p  la  densité  au  point  x^jTj  Zy 
aura  diA  =  pdxdjrdzy  et,  par  conséquent,  les  momen 
d'inertie  relatifs  aux  axes  coordonnés,  moments  que  noii. 
désignerons  par  A,  B,  C ,  seront  donnés  par  les  équatioim 

A=: ///(/'  -*-  z^)pdxdjrdz,     B=fffix^  -h  z^)^dxdyd^ 

C  =  fff{jc^'^y)p<lxdjdz. 

Si  le  corps  est  homogène,  ou  s'il  a  partout  la  même  deii 
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site,  et  que,  pour  abréger,  on  pose 

fjjx^dxdydz  ^  G,  fjfr'dxdxdz  =  H,  fffz^dxdxdz  =  /, 

on  a 

A=rp(lir-|-/),    B  =  p(G-4.i),     C  =  p(G-hiO- 
Les  limites  des   intégrales  doivent  naturellement  être 
prises  de  manière  à  embrasser  le  corps  entier. 

184.  Faisons  quelques  applications  de  ces  formules  : 
1^  supposons  que  le  corps  est  un  prisme  ou  un  cylindre 
droit  de  section  quelconque;  prenons  le  centre  de  gravité 
pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  ave  des  x  Taxe 
longitudinal  du  cylindre  dont  la  longueur  est  égale  à  2^; 
après  les  intégrations  relatives  à  x  faites  depuis  ar= — a 
jusqu'à  x  =  +  a,  on  aura 

/=  2fl  1    /  z^dydz, 
'^'^xe  des  x  sera  toujours  un  axe  principal ,  parce  que,  en 

xdje:=zOy  les  deux  intégrales 

/    /    /  xydxdydzy        III         xzdxdydz 

^^t)t  identiquement  nulles. 

Admettons  maintenant  que  le  prisme  est  à  base  carrée, 
^U  que  la  section  normale  à  Taxe  du  prisme  est  un  carré 
^ont  3&  et  3c  soient  les  côtés  parallèles  aux  axes  des  y 
^t  des  z,  les  limites  àe  j  seront  — i,  +^î  celles  de  z 
""^  c,  4-  c,  et  Ion  aura 

/  r/zd[r  =  4^r,        /  /         y'dydz  =  ^ù'cy 
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et,  par  conséquent, 

8  8  8 

G^-^a^bc,      H=:-^ab^c,      I=-~abc^. 

o  o  J 

Le  volume  du  prisme  est  %ahc^  sa  masse  %pabc'^  en  rap- 
pelant p,  on  aura  définitivement 

Les  axes  des^  et  des  z  sont,  comme  Taxe  des  x,  des  axes 
principaux,  parce  que 

'h  •/ — c 

Si  les  trois  dimensions  a,  &,  c  sont  rangées  par  ordre  de 
grandeur,  de  telle  sorte  que  a^b^c^  on  aura  aussi 

A>B>C; 

si 

fi  =  b^     on  aura     A  =  B , 

si 

a=:bz=c,     on  aura     A  =  B  =  C. 

Si  la  section  du  cylindre  est  une  ellipse  dont  les  demi- 
axes  parallèles  aux  axes  des  y  et  des  z  soient  b  et  c,  on 
aura 


•>=±V'-?' 


eu  posant 
Mais 
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Z  =.CSID^. 
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/4     .  r l^^^9      cos2(p       3\  , 


sîn4f       sin^ç       3 


3 


et  par  suite 


r        ,      ,  3ir        Sir 


OD  aura  de  même 


par  conséquent, 

211 
3  ?.  2 

l«  volume  du  prisme  est  2 Trafic,  sa  masse  p  =  inpabc^ 
^t Ion  a  définitivement 

les  axes  des  x^  y^  z  sont  encore  ici  des  axes  principaux. 
2*^  G)nsidérons  un  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes 
|>3raUèlcs  aux  irois  axes  des  coordonnées  x^  y^  z  sont 
^')  ^?  c,  ou  dont  l'équation  est. 

—  -h  "4-  -h  -  =  1 . 


/<•         ^'    '    c' 
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En  posant 

*   I-. 

-  y  a}  —  x^  =  r; 

a 
on  aura 

0=11    fx'dxdfdz 


2^  2.ft^ 


de  mème> 

i:>  i5 

Le  volume  de  Tellipsoïde  est 

■Titnbe^ 
sa  masse 

et  Ton  a  définitivement 

Les  trois  axes  sont  encore  des  axes  principaux;  et  si  V 
a  a>6>c,  on  aura  C>B>A.  Si  a  =  fc=c,  ou  si  Tt 
lipsoïde  est  une  sphère,  on  a  A=B  =  C,  les  trois  n: 
menls  d'inertie  principaux  sont  égaux,  et  le  moment  d^in 
tie  de  la  sphère  relativement  à  un  axe  quelconque  passa 

par  le  centre  est  ^  ft^',  «  étant  le  rayon  de  la  sphère. 
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185.  Quand  on  se  propose  d'éyaluer  le  moment  d*i- 
nertie  d'un  corps  solide  homogène,  le  moyen  le  plus 
simple  est  d'employer  la  formule  (n^  175] 

K  =  G  sin'X  4-  H  sinV  4- 1  sin»v, 

et  de  déterminer  les  constantes  G,  H,  I  à  l'aide  de  la  di- 
vision du  corps  solide  en  tranches  inCniment  minces 
comprises  entre  des  plans  parallèles  aux  plans  coordon- 
ués.  Ainsi ,  en  particulier,  pour  déterminer  la  constante 

G  =  imx\ 

ou  (n^  172)  le  moment  d'inertie  du  corps  relatif  an  plan 
des  j2,  on  cherchera  d'abord  le  moment  d'inertie  d'une 

tranche  très-mince  du  même  corps,  renfermée  entre  deux 
plans  perpendiculaires  a  l'axe  des  x  et  correspondants 
aux  deux  abscisses  x,  x  -4-  ûx.  Soit  U Taire  de  la  section 
iaite  par  le  premier  de  ces  deux  plans  dans  le  corps  so- 
lide et  |D  la  densité  du  corps.  La  masse  de  la  tranche 
dont  il  s'agit  et  son  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan 
inyz  seront  exprimés  par  deux  produits  de  la  forme 

{i-f-f)pUAx,      (i-f-i)pl).r»Aj:, 

c  désignant  une  quantité  qui  s'éyanouira  avec  ùx  et  qui 
pourra  changer  de  valeur  quand  on  passera  du  premier 
produit  au  second.  Cela  posé ,  si  l'on  divise  le  corps  en 
on  très'grand  nombre  de  tranches  semblables  à  celles 
que  nous  venons  de  considérer,  on  trouvera  pour  la 
somme  des  moments  d'inertie  de  tontes  ces  tranches 

G=l(i-f-f)pUj:»Ax, 

le  signe  Z  se  rapportant  aux  différentes  valeur/i  de  x 
K  de  ûx;  puis,  en  faisant  converger  Ax  vers  zéro,  ou 


4l3  STATIQOE. 

passant  aux  limites,  on  obtiendra  Téquation 


=r 


pVx'dXj 


Xfi  et  Xi  représentant  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de^  3 
valeurs  de  Tabscissc  x. 

Cette  formule  est  relative  au  cas  général  où  la  densité  p 
est  variable  avec  l'aibscisse  x\  et  quand  le  corps  est  boni.  ^3. 
gène,  elle  se  réduit  à 


I      U 


x^dx; 


on  trouvera  de  la  même  manière 

on  aura  donc  définitivement,  dans  le  cas  général, 


pWz'Jz, 


pourvu  que  Ton  désigne  par  jr^  el^i  la  plus  petite  et  J^ 
plus  grande  des  valeurs  dej^  relatives  aux  divers  poio  C^ 
du  solide-,  par  Zq  et  Zi  la  plus  petite  et  la  plus  grande  d^^ 
valeurs  de  Z]  enfin  par  V  et  W  les  aires  de  deux  section^ 
faites  dans  le  corps  par  des  plans  perpendiculaires  SLn% 
axes  des  y  et  des  z,  correspondants  le  premier  à  Pordon^ 
née  y,  le  second  à  l'ordonnée  z . 

186.  Pour  montrer  une  application  de  ces  formules, 
concevons  que  le  corps  solide  soit  un  paraliélipipède 
rectangle  et  homogène,  dont  le  centre  coïncide  avec  lo- 
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tigine  et  dont  les  arêtes  soient  parallèles  aux  axes  des  x\ 
y^  j;.  Si  Ton  désigne  par  a,  by  c  ces  trois  arêtes  et  par  fx 
la  vnasse  du  parallélipipède,  on  aura  évidemment 

I  I 

H--a  -H-  « 


—  -a 

3 


a 


On  trouvera  de  même 


1  ?.  12*^ 


et,  par  suite,  l'on  aura 


/»*sin'X  -h  ^*sin'fA  H-  c'sîn'v 


12 


l'el  sera  le  moment  d'inertie  du  parallélipipède  relative- 
nient  à  un  axe  mené  par  le  centre  de  figure  de  manière  à 
former  les  angles  X,  fx,  v  avec  les  directions  des  trois 
arêtes. 

Si  le  parallélipipède  se  transforme  en  un  cube,  la  va- 
leur de  K  deviendra  indépendante  des  angles  /,  jui,  y;  car 
en  ayant  égard  à  la  formule 

sin'îi  -h  sin'i*  -h  sin'v  =3  —  (cos*X  -f-  cos'fx  -h  cos*v)  =  2, 


on  trouvera 


K=5p«'. 


Considérons  encore  un  ellipsoïde  qui  ait  pour  centre 
l'origine  et  qui  soit  représenté  par  l'équation 


h  V-  H =  "• 

fl»        ^»        r'      • 


4l4  STÂTIQU£. 

La  section  faite  dans  cet  ellipsoïde  par  un  plan  perpendi« 
culaire  à  Taxe  des  x  et  correspondant  i  rai)scisse  x  son 
une  ellipse  qui,  étant  elle-raème  représentée  par  Tcqua 
tion 


•(-S)  <-^r 


aura  pour  demi-axes  deux  longueurs  mesurées  par  Ic^ 
produits 


'(-5)'  i-i) 


De  plus,  comme  pour  déterminer  la  surface  U  de  rot  le 
ellipse,  il  suffira  de  multiplier  le  produit  des  deux  denai- 
axes  par  le  nombre  tt  ,  on  aura 

On  trouvera  d'ailleurs,  en  désignant  par  fi.  la  masse  ^c 
rellipsoïde, 

X,  =  •—  tf,     j-,  =r  -4-  <7,     K  =  ô  ffp^ffc . 
Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  qui  donpe  G 

X  3  /•  '  I 

ou,  en  faisant  -  =  r,  G  =  -  p«'   I     /*(i  —  t^)dt=-=iift^  ' 

On  aura  de  même 


H  =  if»6',        I  =  ^,«c', 
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f^i  par  saile 

^         o'sin»^  -H  b^  sin'u+  ^  sin*  v 
K  =  ^ ^ 

Tel  sera  le  moment  d^inertie  de  Tellipsoïde  relativemcni 
i  une  droite  menée  par  le  centre  de  manière  à  former  les 
angles  X,  p,  v  avec  les  directions  des  trois  axes. 

Si  Tellipsoïde  se  transforme  en  une  sphère,  la  valeur  de 
K  deviendra  indépendante  des  angles  X,  (i^  v  et  se  réduira 
simplement  à 

187.  Le  calcul  du  moment  d'inertie  d^un  corps  de  révo- 
ntioo  par  rapport  k  son  axe  est  très-simple. 

Eln  effet,  prenons  Taxe  de  révolution  pour  axe  des  x. 
->e  moment  d'inertie  relatifs  cet  axe  sera  donné  par  Fé- 
luation 

'  étant  la  distance  d'un  point  quelconque  a  Taxe  des  x. 
Soit  AB  {^g»  33)  la  courbe  génératrice  supposée  plane, 
-i  partageons  le  volumedu  solide  engendré  en  tranches  iufi- 
Qiment  minces  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des 
X.  Le  volume  u  de  Téiément  d'une  de  ces  tranches  engen- 
dré par  la  révolution  du  rectangle  mnpq  est  la  dififérenccï 
entre  les  volumes  de  deux  cylindres  dont  la  hauteur  com- 
mune est  À  J?  et  les  rayons  des  bases  r  et  r  +  ûr.  Donc 

ou,  en  négligeant  Ar  par  rapport  à  ar, 

La  masse  m  de  cet  élément  et  son  moment  d'inertie  k 
seront 

m  =  ?.  fr p  rdxdr ,      k  ^  mr^  =  a  irp  r*  tlxâr . 
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La  somme  des  moments  d^inertie  de  toutes  les  tran- 
ches s*obtiendra  évidemment  en  intégrant  l'expression 
iKpr^dxdry  i®  depuis  r=o  jusqu'à  r-my^  j=f(x) 
étant  l'ordonnée  de  la  courbe  génératrice;  2^  depuis 
X  =  x^  jusqu'à  x  =  x,  x  =  jro,  x  =  X  étant  les  équa- 
tions des  plans  qui  terminent  le  corps  de  révolution,  de 
sorte  que  Ton  aura 


(2) 


K  =  27rp    /        i      r^dxdr 


S'il  s'agissait  de  trouver  le  moment  d'inertie  relativement  à 
un  axe  pris  pour  axe  des  r,  et  perpendiculaire  à  l'axede  ré- 
volution devenu  axe  des^,  on  mènerait,  par  le  centre  de 
gravité  du  cylindre  déterminé  par  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  desy,  un  second  axe  parallèle  à  l'axe  des  x, 
et  Ton  chercherait  d'abord  le  moment  d'inertie  du  cylin- 
dre élémentaire  par  rapport  à  cet  axe.  Soient  ABCEA 
[fie'  34)  le  cylindre  élémentaire,  D  son  centre  de  figure, 
DC  Taxe  parallèlb  à  l'axe  des  x.  Appelons  f  l'angle  ODC, 
\  le  rayon  vecteur  DO,  la  masse  d^  du  cylindre  élémen- 
taire ABCEA  sera 

d^  =  pX  r/X  dydf^ , 
sa  distance  r  à  Taxe  DC  sera 

et    par  conséquent  le  moment    d'inertie    du    cylindre 
ABCEA,  par  rapport  à  DC,  sera 

P^J  /  /     '^*s\n^odld9z=znpdx  I     l^ d\  :=  y  np x* djy , 
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Lsk  masse  du  cylindre  ABCEA  est  d*ailleur$ 
son  moment  par  rapport  à  l'axe  des  x  sera  donc 


417 


4 


Sî  X'=^f(y')  est  Téquation  de  la  génératrice,  le  moment 
d'inertie  cherché  K  relatif  à  Taxe  des  x  sera 


(3) 


K=.p£'j^'| 


{/(/)?-+- |[/(r)]*|«!r^ 


Applications,  Dans  les  cinq  premières  Taxe  des  mo- 
ments est  l'axe  de  révolution,  i*^  A  la  sphère.  L'équation 
de  la  courbe  génératrice  est 

don 


.r- 


x,  =  û, 


K=^|         (û*— aii»«»-hjr*)d:r=7rpL»—  ^-f-^*) 


Le  volume  de  la  sphère  est 


8        . 

=  75"^"- 


4 


V  =  I .«', 


sa  masse 


4  ,  3 


2 


a^  Au  cylindre  engendré  par  la  révolution  d'une 
droite  parallèle  à  Taxe.  En  appelant  rie  rayon  du  cylin- 
dre, h  sa  hauteur,  on  pourra  prendre 


4l8  STÀTIQUK. 

et  Tou  aura 

I-^  massif  II  =  7rpr*A,  d'où  T:pr^h'=z^t.r^^ 


3^  A  une  portion  de  paraboloïde  engendrée  par  la 
rabole  ^*  =  par,  et  terminée  d'un  côlé  par  le  plan 
de  l'autre  par  le  plan  x  =  h.  On  a 


r*  = 

■■p'jc',    X, 

=  o. 

JC,  =h. 

K= 

x'dj:  = 

^pp'h' 

a. 3    • 

on  a  d'ailleurs 

U  = 

t 

2 

1 

donc 

■ 

K  = 

12 

4**  Au  cône  engendré  par  la  droite^  =  ax^  et  tern 
par  le  plan  x  =  h.  On  aura 

f 

„       itù  a^h^        icpr^h         3 

Kr=  -ï-  -^  =  -i- =  —  jir'. 

9.       5  lO  lO 

5®  A  un  cône  tronqué  par  rapport  à  son  axe.  Soi 
(fis*  3^)  0C=  rt,  BA  =  h  les  deux  rayons  du  troni 
cône,  BE  =r  h  sa  hauteur,  et  posons 

Ung  ODC  =  6, 
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on  aura 

I-a  masse  jx  du  cône  est  d'ailleurs 

doTic 

3       €1^— ^> 

6^  A  un  tronc  de  cône  par  rapport  à  une  ligne  perpeo- 
dicmlaire  a  son  axe.  Soit  (^g.  36)  OX  Taxe  par  rapport 
^'^quel  on  cherche  le  moment  d'inertie  ;  posons  comme 
PWcédemment 


OC  =  <i,     BA 

=zb,     BO  =  A, 

tang  ODC  =  0 , 

On  a 

X  = 

dx 

K=^pj   (x'y'H- 

Jx«)rf^ 

wp   i          fl'x» 

aux*   ,   (4-4-ôM 

0»    '     4e'    ■ 

r^    i/x 

-'44^^V.s 

-AM        ^   ffl*       i 

I  a^ 

La  masse  ^  du  tronc  de  cône  est  d'ailleurs 

■'7 
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donc 


7^  A  un  segment  de  sphère  par  rapport  à  un  axe  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  base.  Soient  {Jig*  3j)  ABCD  le 
segment  sphérique,  r  =  CD  son  rayon,  h  =  DE  sa  hau- 
teur, OX  l'axe  des  x  parallèle  au  rayon  CD  ou  perpendi- 
culaire à  la  base  du  segment  et  situé  à  une  distance 
OE  =  d  ;  on  aura 

Le  moment  d'injrtedu  serment  relatif  à  Taxe  DC  sera 

K'=  ^    I    [2r-(A  — x)p(A  — .r)»d:r 
^  Jo 

^      «/o 
=  jtp  i^r'h'  —  1  M*  +  -L  h'\  . 

*^  \3  2  lO        / 

La  masse  ^l  du  segment  est  d'ailleurs 

pt  =  7rp  I      [ar  —  (A  —  .r)]  (A  —  a:)</j:  =  TTp  (M* — ô''^)' 

on  aura  donc  pour  le  moment  K'  relatif  à  Taxe  DC 


-î' 


et  pour  le  momeul  K  relatif  à  l'axe  des  x 

5^  r'  —  Lrh  +  —  k 


.-1. 


8^  Avec  M.  Haton  de  la  Goupillièrc,  a  un  tore  par  rap- 
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port  à  un  de  ses  rayons  équatori aux.  Kapporious  le  tore  à 
son  axe  de  figure  OZ  et  à  deux  rayons  rect angulaires  OX 
et  OT.  Le  moment  dMnertie  par  rapport  à  ce  dernier  axe 
OT  est  donné  par  Téquation 

Hq  raison  de  la  symétrie  du  corps  autour  de  Taxe  de 
figure,  les  deux  sommes  S/nx',  ^tnj*  ont  la  même  va- 
leur, qui  est  aussi  celle  de  leur  demi-somme 

■ 

a        ^  'a 

â  ëtant  la  distance  à  Taxe  de  figure^  on  a  donc  encore 

a 

Pour  trouver  2/it2*,  décomposons  le  tore  en  tranches  ho- 
rizontales ayant  pour  épaisseur //je  (^g.  38).  Chacune  de 
ces  tranches  aura  pour  section   verticale  ^\dz,  |  étant 
r  ordonnée  horizontale  du  cercle  générateur  par  rapport 
à  des  axes  parallèles  aux  premiers,  mais  passant  par  le 
centre  o  de  ce  cercle  générateur,  dont  r  est  le  rayon.  La 
distance  du  centre  de  gravité  de  la  tranche  à  Taxe  de  ré- 
solution est  égale  à  la  distance  a  ce  même  axe  du  centre 
du  cercle  générateur,  ou  au  rayon  R  du  cercle  décrit  par 
ce  centre.  Le  volume  engendré  par  la  tranche  est  donc 

2Ç</«  XairR  =  4^RS^z» 
^*'a  masse 

49rpRSi/z; 
^"  ^  donc 


=  4TrpR| 


^  ^=4,rp[Rr'./(2)-R./(4,), 


_,.    v''-'  - 


ï* 
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en  faisant,  pour  abré§;er. 


Pour  trouver  de  même  2/?id',  décomposons  le  tore  en 
couronnes  cylindriques  d'épaisseur  dS  [fig*  Sp),  ayant 
chacime  pour  section  verticale  a  z^d,  et  comme  la  dis- 
tance du  centre  de  la  section  à  Taxe  de  révolution  est  d, 
le  volume  engendré  par  elle  sera 

et  la  masse  contenue  sous  ce  volume 
OU  aura  donc 

V|||^=:4,rp2z^*£/*  =  47rp   I  (R-f- 5)*(^'— 5')^«'S 

=  4irp  I  . ^^ 

=  4irp[-/(5)-3R./(4)-(3R«-r>)./(3) 

—  R(R»  — 3r»)./(2)  +  3RV>/(i)-f-r>R»./(o)]. 

Il  est  évident  d'abord  que  J  {n)  s'anuule  quand  n  esl 
impair,  puisque  entre  o  et  — r  on  retrouve,  avec  un 
signe  contraire,  les  mêmes  éléments  qu'entre  o  et  -f-r. 
On  peut  donc  supprimer  dès  à  présent  les  termes  eny(i). 
y(3),y(5).  Il  vient  alors  simplement 

K  =  27rpR[-5./{4)H-(5/  =  ~R')./(2)--|-R»/"./(o}J. 

On  a  d'ailleurs    /       ,!,_  ".  .  =  fVo   '^''"i  ♦^^ 

Jf^     y  r' «'        7. .  2 . 4 .  o .  o .  .  .     n 
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poorélendre,  dans  le  cas  de  n  pair,  l'intégrale  de  — ri 
+r,  ou  poar  obtenir /(/i),  il  suffit  de  doubler  le  résul- 
tit,  car  de  ^ —  r  â  o  on  retrouve  les  mêmes  éléments  que 
<ie  0  a  r;  on  aura  donc 

^ ,    . 1 .3.5.7. . .  (/i —  1) 

*t  par  suite,  tout  calcul  fait, 

I 

^^  introduisant  la  masse  totale  |i=  aTr'pRr*  du  tore. 

Ni.  Haton  de  la  Goupillière  ajoute  :  i^  que  le  moment 
d  inertie  du  tore  relatif  à  son  axe  de  figure  est 

que  son  moment  d*inertie  par  rapport  au  centre  est 

188.  Revenons  à  la  définition  du  moment  d'inertie 
<i'un  certain  nombre  de  points  matériels  dont  les  masses 
sont  m\  m"^  m^^ . . . ,  et  les  distances  à  Taxe  r',  r*',  r^, . . .  ; 
on  aura ,  en  vertu  d*un  théorème  connu , 

K.=  J,mr^  =  m^r'^-h  m" r**^  -h  /w'^/^»  -f- . . . 

z=i{m* -\' m"  -\- m" . . .)  moyenne  entre  (r'%  r"»,  /•'*^.  . .) 

=  PV 

en  désignant  par  |x  la  masse  totale  du  système,  et  par  r^  carré 
une  quantité  moyenne  entre  r'*,  r"*,  r'"'*, . . . ,  ou  entre  les 
carrés  des  distances  des  divers  points  matériels  à  l'axe. 
La  distance  moyenne  r,,  racine  carrée  du  quotient  du 
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• 

moment  d'iuertie  K  par  la  masse  fx  du  corps,  prend  queU 
quefois  le  nom  de  rayon  d^inertie  ou  de  gyration  autour 
de  l'axe  que  Ton  considèœ  ;  et  les  rayons  de  gyratîon  rela- 
tifs à  divers  axes  ont  entre  eux  les  mêmes  relations  que  les 
moments  d*inerlie.  Si,  par  exemple,  on  appelle  r^  ' ,  r^  les 
rayons  de  gyration  pris  par  rapport  à  deux  axes  parallèles, 
dont  le  premier  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps  et 
dont  la  distance  est  ^,  on  aura 

189.  Supposons,  pour  donner  un  exemple,  qu'il  s'agisse 
de  trouver  le  rayon  de  gyration  d'une  lentille  biconvexe 
homogène  autour  d'une  parallèle  à  Taxe  de  révolution;  on 
suppose  la  lentille  terminée  par  deux  surfaces  sphériques 
égales,  n  suffira  évidemment  de  considérer  une  seule  des 
deux  lentilles  plan-convexes  dont  Tensemble  forme  la 
lentille  proposée.  Soient  r  le  rayon  de  la  surface  sphé- 
rique,  a  la  flèche  de  la  lentille  plan-convexe,  b  le  rayon 
de  la  base,  |x  la  masse,  p  la  densité,  r^,  r^  les  rayons  de 
gyration  autour  de  l'axe  proposé  et  de  l'axe  de  révolu- 
tion, 5  la  distance  des  deux  axes.  Cherchons  d'abord  r\. 
Pour  cela,  considérons  une  tranche  infiniment  mince 
et  perpendiculaire  à  Taxe  \  si  nous  nommons  j  le  rayon 
de  cette  tranche  et  x  la  distance  au  sommet  de  la  lentille, 
le  moment  d'inertie  de  la  tranche  autour  de  Taxe  de  ré- 
volution sera 


J/*27r    /%J 
O  c/O 


^dx  j  f     jr^ .yd^dy  =-^^j^dx , 


et  par  conséquent  le  moment  d'inertie  juir^!  de  la  demi- 
lentille  sera 

I      >«r^=-7rp    I     [7.rx  —  .K^Yilx 


I        I  Lr^a^        4'*«*        «*\ 
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or 


4^5 


2a 


donc 


O.IO^ 


b') 


?J 


el,  puisque  ji  =  ^  Trp  (a'-|-  3ai*),  on  aura 

r  = ; =-r- 9     et     r   =r    4-J*. 

^        lo  a»  4- 3^»  ^         i 

190.  On  trouve  énoncées  dans  les  Problèmes  de  Méca- 
nique rationnelle  du  R.  P.  Julien  (t.  11^  p.  55)  les  propo- 
ûtions  suivantes  relatives  aux  rayons  /*,  de  gyration  de  di- 
vers corps,  lignes,  surfaces  ou  volumes,  supposés  homo- 
gines: 

i^  Pour  une  droite  AB  de  longueur  /  autour  d^un  axe 
qui  passe  par  l'extrémité  A  et  fait  un  angle  ê  avec  la 

droite  :  r  =  — 5 — 

2^  Pour  une  droite  autour  d'un  axe  perpendiculaire 
et  non  situé  dans  le  même  plan,  2  a  étant  la  longueur  de 
U  droite  et  b  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  la 

droite  sur  Taxe,  rj  =  -5  a*  -h  b*. 

3®  Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
hire  à  son  plan  et  passant  par  son  centre  de  gravité  : 
Rétantle  rayon,  c  la  corde  et  a  la  longueur  de  Tare  donné, 

4^  Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
Uire  à  son  plan  et  passant  au  milieu  de  Tare,  les  nota- 

2R' 

Uons  restant  les  mêmes,  rg  =  —  (a  —  c). 
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5^  Pour  la  surface  d*uiie  ellipse  dout  a  a  est  le  grand 
axe  et  a  &  le  petit  :  autour  du  grand  axe,  r^  =  -j  9   autour 

du  petit  axe,  rj  =  -j' 

6^  Pour  la  surface  d'un  triangle  isocèle  autour  d» 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  base  ai. 

^*      6      • 

7^  Pour  la  surface  d'un  triangle  ABC  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  passant  par  le  sommet  A ,  les  côtés 
opposés  aux  sommets  A,  B,  C  étant  respectivement  a ,  6,c, 

';'=-;^(3**+3c»-««). 

8"  Pour  la  surface  d^un  triangle  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire passant  par  le  centre  de  gravité,  a,  6,  c  étant 

les  trois  côtés  du  triangle,  ^J  =  -5^  («*  -h  i*  4-  c*). 

9^  Pour  la  surface  d'une  ellipse  autour  d*un  axe  per- 
pendiculaire passant  au  centre,  aa,  a&  étant  les  axesdt 

l'ellipse, /;  =  j  (a*  H- i*). 

10^  Pour  la  surface  d'un  parallélogramme  autour  d*aD 
axe  perpendiculaire  passant  parle  centre,  a  a,  ai  étant  les 

côtes,  r^  =  — - — • 

11^  Pour  la  surface  d'un  polygone  régulier  autour  d'oo 
axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  n  étant  le  nombre 

air 

des  côtés  et  c  leur  longueur,  Vg  =  — 


ces  — 
n 


la  27r 

I  —  ces 

n 


la"  Pour  une  sphère  creuse  autour  d'un  diamètre,  '* 
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et  h  étaut  les  rayons  de  la  surface  externe  et  de  la  surface 
inteme,r,=g^^— y.. 

i3**  Pour  un  cône  droit  autour  de  son  axe,  a  étant  le 

3 
rayon  de  la  base,  r^  =  —  à*. 

i4^  Pour  un  cylindre,  le  rayon  de  la  base  étant  a,  la 
longueur  nb  :  autour  de  son  axe,  r|  =  -a';  autour  d'une 

Jè 

I  I 

perpendiculaire  au  milieu  de  Taxe,  rj  =  7  ^*  -h  ^  A*. 

i5^  Pour  un  cône  droit  autour  d'une  perpendiculaire 

à  Taxe  mené  par  le  centre  de  gravité,  a  étant  le  rayon  de 

3 
Il  base  et  c  la  hauteur  du  cône,  r^  =}r:  (4^*H-<^')- 

i6^  Pour  une  lentille  biconvexe  autour  d'un  diamètre 
de  la  base  commune  des  deux  lentilles  plan-convexes  qui 
la  composent,  les  notations  restant  toujours  les  mêmes 

que  n*>  189,  rl  =  —  ^ 

i91.  Le  tableau  suivant  dressé  par  M.  Màoquom  Ran- 
kine  fournit  le  moment  d'inertie  et  le  ray^  de  gyration 
des  corps  qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  les  appli- 
cations pratiques.  La  première  colonne  montre  le  nom  du 
corps;  la  seconde  définit  l'axe  pour  lequel  on  prend  le 
moment  d'inertie  ;  la  troisième  donne  la  valeur  K  de  ce 
moment  d'inertie;  la  quatrième  le  carré  r^  du  rayon  de 
gyration  ;  p  est  la  densité.  En  divisant  le  moment  d'inertie 
par  le  carré  du  rayon  de  gyration,  on  aura  la^  masse  du 
corps;  en  divisant  la  masse  par  la  densité  on  aura  son 
volump. 
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1.  Sphèro  de  rayon  r (Diamètre. 

2.  Sphéroïde  de  révolution  y  I 
demi-axe  polaire  «y  rayon I  Axe  polaire, 
équatoria]  r ) 

3.  Ellipsoïde,  demi-axes  aJ  . 

b,  c (Axeaa. 

4.  Couche sphérique  infini-) 

ment  mince,  rayon   r,J Diamètre, 
épaisseur  dr ) 

5.  Couche  sphérique.  rayon} 
extérieur  r,  rayon  inté-jDiamètre. 
rieur  /^ ) 

6.  Cylindre  circulaire,  Ion- 1  Axe  longitu- 
gueur  2«,  rayon  r  .....  |  dinal  a  a. 

7.  Cylindre  elliptique.  Ion-) .  i^n-im. 
gueur  aa,  demi-axes^^J^^^fj"' 
transversaux  *,  c )  dmal  an. 

8.  Cylindrecircu]airecreux,k 

longueur  2a,  rayon  ex-f  Axelongitu- 
térieur   r,   rayon   inté-i   dinal  3  a. 
rieur  r' ; 

9.  Cylindre    creux    infini-]  I 
ment  mince,   longueurf  Axelongitu-I 
aa,     rayon    r,    épais-i   dinal  2a. 
seur  dr ; 

10.  Cylindre  circulaire,  lon-lDiam.  traus- 
gueur  a  a,  rayon  r  . ,   . .  |  versai. 

11.  Cylindre  elliptique.  Ion- 

noeur     aa,    demi-axes?  ,     . 

«.»n<.„«»o».;«  j;    «  \  versai  30. 

transversaux  o,  c.    ..; 


Sitpr* 


i5    ' 

Snpar* 

i5 

/|Tr^  a6c(i*H-c*) 

i5 

HTspr*dr 

3 

8«p(r»-r'») 

i5 


Ttpar* 


12.  Cylindrecirculairecroux, 

longueur  a  a,  rayon  exté-(Diam.  trans- 
rieur   r,    rayon     inté-i  versai 


rieur  r'. 


13.  Cylindrecirculaire  creux  Ipj^^  ^^^^ 
infiniment  mince,  rayon  >  ««-goi 

r,  épaisseur  dr ) 

14.  Prisme  rectangulaire,  di-j. 
mensiuns  aa,  u6,  ac. . .  ) 

15.  Prisme  rhombique,  lon-J 
gueur  a  a,  diagonales  2  fr,  >  Axe  a  a . 

'    2C 9.1 

16.  Prisme        rhombique  .  j  p.  ,   ^ 
comme  ci-dessus ^       ^ 


7r/>a6g(ft*-t-c*) 
a 


îr/»a(r*— /•'♦) 

4ir/9ar'Jr 

:r/5ar'(3r«-h4a«) 
6 

7rp«ir(3c*H-4a*) 
6 


51? 


!E£f^3(r*-r-)4.4aV-r")] 


3 

•ipahc{h*-^-c*) 


*palc(c*'^7a*^) 
3 


4 


4 


f'4 


a 
h 


MOMBNTS   D  IHBRTIE. 


4*9 


SEIZIÈME  LEÇON. 


IkmentB  d^inertie  et  rayons  do  gyration.  —  Antre  moyen  de  trouver  les 
txtt  prindpaux  dHnertie.  —  Représentation  géométrique  des  équation» 
doit  dépendent  les  axes  principaux.*— Directions  des  rayons  principaux 
de  gyration. — Valeurs  de  ces  rayons,  en  fonction  des  paramètres  des 
nifuei  bomofocalcs.  — Lieu  de  tous  les  axes  principaux  d'inertie  paral- 
\A»  k  ane  direction  donnée.  —  Lieu  des  axes  principaux  passant  par  un 
^tdonné. — Lieu  des  points  dont  les  axes  JMnertie  passent  par  un  point 
èmaé.—PoiDts pour  lesquelsdeuxdes rayons  de  gyration  principauxsônt 
(fni.  —  Lieu  de  tous  les  points  de  l'espace  pour  lesquels  un  des  rayons 
dêgyraflon  principaux  conserve  une  valeur  donnée.  —  Surface  de  Tonde 
luÙMase.  —Moment  de  Taxe.  —  Paramètre  du  moment. —  Influence 
dth  rotation  du  plan  sur  la  valeur  du  pi^ramètre.  —  Plans  nuls.  — 
hnoètre  principal.  —  Lieu  géométrique  des  paramètres.  —  Moments 
pinlliles.  —  Axe  dont  le  moment  parallèle  a  une  valeur  donnée.  — 
Itpràentation  géométrique  des  variations  des  moments  parallèles.  — 
foyen.  —  Propriétés  nouvelles  des  axes  principaux  d'inertie. 


192.  Considérons  un  premier  axe  passant  par  le  centre^ 
'e gravité  et  faisant  les  angles  a,  S,  y  avec  les  trois  axes 
principaux  d'inertie  relatifs  à  ce  centre;  puis  un  second 
ttemené  par  le  point  a,  £,  c  parallèlement  au  premier; 

appelons  â  la  distance  des  deux  axes,  et  r,,  r^,  ^A,  ^B,  VC 
bnyons  de  gyration  correspondant  aux  deux  axes  pa- 
nOèles  et  aux  trois  axes  principaux  d'inertie  :  il  viendra 
(1-175,178  et  188) 

r7==  f J  -+•  ^  =  A  cos'^a  -h  B  côs^S  -h  C  005^7  H"  ^^H-  ^^-h  ^ 
—  [a  cosa  -h  b  cos6  -h  c cosy)^ 

Gomme  aux  extrémités  des  axes  principaux  de  l'ellipsoïde 
fù  sont  en  même  temps  les  axes  principaux  d'inertie  le 
{lin  tangent  est  perpendiculaire  an  rayon  vecteur  tî  de 
idKpsoïde,  ces  extrémités,  et  par  conséquent  les  axes 
frincipaux,  doivent  vériBer  Téquation  dk  =  o,  et  par 
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coiiséqueuL  dr^  =  o,  rlr^  =  o, 

puisque  d'une  part 


/==-4r=— ^»        //X=  — —' 


et  dv  l'autre!  r^  //r^  =  r^  d/g  ; 

c*est-à-dire  que  pour  déterminer  les  axes  principaux  il 
suffit  de  tix)uver  les  valeurs  de  a,  6,  y  qui  rendent  dr'g  pal. 
En  difTérentiant  l'équation  qui  précède,  on  trouve 

r'  d/  =  [Acosa  —  a(acosa  -f-  bcos^  •+•  ccos7)l//.co9x 

-|-[Bcoso  —  ^ (acosa  4-  ^cos6 -hccos7)]r/.co86 
-+-[Ccos7 —  r  (acosa  4-  bcos€ -hccoiBif)]d,C09'f, 

On  a  d'ailleurs, 

cos^a  -f-  cos^6  -h  cos*7  =  i , 

et,  par  conséquent, 

cos  a^^.cos  a-hcos6£/.cos6-|-cos7rf.cos7  =  o. 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  une  indétermi- 
née X,  et  l'ajoutant  à  celle  qui  donne  la  valeur  de  r^dr^j 
on  trouve 

r'  dX  =[(X-|- A)cosa  —  a  (a  cosa+^  cos6-|-ccos7)]«f.OMs 
[(^H-B)  cos 6  —  A(«cosa-f-Acos6-f-rcos7)]rf.  coi< 
[(X-hC)  cos  7  —  c  (iicosaH-^cosC-f-ccos7)]</.coi7. 

Admettons  que  dans  cette  équation  a,  6,  y  représentait 
les  angles  qui  se  rapportent  k  Y  un  des  axes  prînciptQS 
d'inertie,  et  donnons  à  l'indéterminée  X  la  valeur  déter- 
minée par  Téquation 

(À  H-  A)cosa  =  a  (acosa  -h  i^cosS  -I-CCOS7); 

alors  la  valeur  de  rgdr^  ne  renfermera  plus  que  deux  dif-* 
férentielles  complètement  indépendantes  //.cos 6,  d.cauf^ 
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et  comme  elle  devra  être  nulle  quelles  que  soient  ces 
diflerentielles,  il  faudra  que  les  coefficients  de  d.cosS  et 
d.cosy  soient  nuls  séparément,  ou  que  les  quantités 
<^^  S>  7j  ^  satisfassent  aussi  aux  deux  équations 

(l-+-B)cos6  =  b{acosa'h  bcos^  -h  CCOS7), 
(>-+-C)cos7  =  c(flcosa-h  ^cos6-f-ccos7). 

Les  trois  dernières  équations,  jointes  à 

cos^a  -h  cos'S  -I-  cos*7  =  i , 

suffisent  en  général  à  la  détermination  des  quatre  quaii- 
dtés  a,  6,  7  et  ^.  Si  nous  posons 

a  ces  a-h  b  ces  6  H-  c  cos  7  =  /w , 

m  devenant  une  nouvelle  inconnue  auxiliaire,  les  équa- 
tions qui  expriment  que  Taxe  que  Ton  considère  est  un 
axe  principal  d'inertie,  prennent  la  forme  suivante  : 

(,)    co..  =  «^,     c^6  =  mj±^,     C057  =  «r^ç. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  m,  et  aussi 
dans  Téquation  de  condi tion  cos*  a  +  cos*  6  +  ros*  7=1, 
on  trouve 

a^  b^  r*     _ 


(3)      -{(r:^-^(rrB>-^(^^ 

Les  trois  équations  (1),  (2),  (3)  renferment  la  solution 
cherchée  du  problème  proposé^  on  déterminera  d^ abord 
X  par  l'équation  (a),  puis  m  par  Técpiatiou  (3)  ;  les  équa- 
tions (i)  donneront  enfin  a,  6,  7. 

193.  Les  directions  correspondantes  aux  valeurs  ainsi 
calculées  de  or,  S,  7  peuvent  être  représentées  géométri- 
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quemenl  d^une  manière  assez  simple.  Prenons  rellîpsoïde 
rapporte  à  ses  axes  principaux 

x"       r>       z' 

t 

toutes  les  surfaces  du  second  degré  homofocales  à  cet 
ellipsoïde  seront  comprises  dans  Téquation 

x^  y*  z* 

Celles  de  ces  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le 
point  a,  £,  c  sont  au  nombre  de  trois,  et  leurs  para- 
mètres ).  sont  donnés  par  l'équation  du  troisième  degré 

à"  h^  e" 

(2)  r-TT' 


>-hB 


La  quantité  'k  qui  entre  dans  les  équations  (1),  (3),  (3),. 
n^est  donc  qu^un  des  trois  paramètres  dés  surfaces  du  se- 
cond degré  homofocales  à  Tellipsoïde  (4)  ^^  passant  par  le 
point  (a,  £,  c).  Quant  aux  directions  a,  6,  y,  ce  sont 
celles  des  normales  aux  trois  surfaces  homofocales.  En 
effet,  la  droite  déterminée  par  ces  directions  a  pour  équa- 
tions 

X  —  a      y  —  b       z — c 
cosa         cos6        C0S7 

ou,  en  substituant  pour  cosa,  cos6,  cosy  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (i),  et  multipliant  par  m, 

X  — a       y  —  b        z  —  c 
a  b  c 


X-hA       X-hB        X-f-C 

Or  ces  dernières  équations  sont  précisément  les  ckjua- 
tious  de  la  normale  au  point  (a,  &,  c)  à  la  surface  (4)* 
Ou  sait  que  les  trois  surfaces  homofocales  d'espèce  dif-> 
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férente  passant  par  le  point  (a,  &,  c)  s'y  coupent  mutuel- 
lement à  angle  droit  suivant  leurs  lignes  de  courbure;  les 
trois  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  ce  point  sont 
donc  les  trois  normales  à  ces  surfaces,  ou  les  trois  tan- 
gentes à  leurs  lignes  d'intersection. 

194.  Pour  trouver,  non  plus  les  directions,  mais  les 
valeurs  des  rayons  de  p;yralion  principaux,  reprenons  les 
équations 

(À  H- A)  cosa=  a  {avosa  -H  ^cos6  H-ccosy), 
(À  4-  B  )  cfts  o  =  b{ft  ces OL  -h  b  ces  6  4-  r  C0S7 ) , 
{>-+-€)  COS7  =  <^  (''  cosa  -h  b  cos6  +  c  COS7 ) ; 

multiplions  la  première  par  cosa,  la  seconde  par  cosS, 
la  troisième  par  cosy,  et  ajoutons-les,  il  vient 

^+Acos'a  -+-Bcos'6  +  Ccos-7  =  (r/cosa4-  Acos6  -h  ccosyY, 

L'équation  qui  donne  la  valeur  chercliéc  r^g  du  carré  du 
rayon  principal  de  gyration  se  réduit  alors  à 

''étant  la  distance. du  point  a,  6,  c  au  centre  de  gravité  du 
«ystème.  Le  carré  du  rayon  de  gyration  relatif  à  un  des 
^xes  principaux  d'inertie  passant  par  un  point  quelconque 
Mestdonc  égal  au  carré  du  rayon  vecteur  allant  du  centre 
de  gravité  à  ce  point  M,  diminué  du  paramètre  de  la  sur- 
face bomofocale  à  laquelle  cet  axe  est  normal.  On  peut 
déduire  de  ce  théorème  quelques  conséquences  remar- 
fiables. 

195.  Cherchons  le  lieu  de  tous  les  axes  prîncipauv 
d'inertie  parallèles  à  une  direction  donnée  a,  6,  7.  Con- 
sidérons un  quelconque  de  ces  axes  passant  par  le  point 

I.  18 
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M  (a,  h^  c)  ;  il  aura  {>our  équations 

X — a Y — b       z  —  c 

rosa         ros<5         C0S7 

(III  aura  d^aîlleurs 

^  ^  ^ 


et,  par  conséquent, 


B 


cosa       rn        m        cos6       ///        m        C0S7       m 
A  — B  A  — C  B  — C 


m  = 


cosa    C0S6    cosa    COS7    C0S6    COI 

(5)      -:f-(B-C)-4--^(C— A)-^-i-{A  — B)  = 

COSa^  COS6  '         COS7 

Cette  équation,  où  n^entrent  plus  que  les  variables 
est  Téqualion  du  cylindre  formé  par  tous  les  axe 
cipaux  d'inertie  parallèles  à  la  direction  donnée: 
voit  que  ce  cylindre  se  réduit  h.  un  plan  passant 
centre  de  gravité  et  parallèle  à  la  direction  c 
Voyons  maintenant  quel  est  dans  re  plan  le  lieu  de» 
M  (a,  6,  c)  auxquels  ces  axes  principaux  d'inertie 
portent.  La  quantité  m  dans  les  équations  qui  pr 
représente  l'expression  a  cos cc  +  b  cos  6  -f-  c  cos  y,  \ 
que  pour  les  points  a^  b^  c^  en  question,  on  aura 

A— B  A  — C 

éfcosa-+-  ^cos^-hccoS7  = -, —  = =  — 

a  b  a  c  i 


cosa      cos  6       cosa      COS7        ce 
Ainsi,  outre  Téquation  du  plan  (5),  on  aura,  pare? 

(  a  cos  a  -f-  ^  cos  6  -4-  r  cos  7  )  ( )  =  A  — 

\  cos  a       cos  6  / 
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Si  de  Téquation  (5)  on  tire  la  valeur  de  z  ou  de  c  pour 
la  reporter  dans  Téqualion  qui  précède,  on  aura  Téqua- 
lion  de  la  projection  de  la'courbe  cherchée  sur  le  plan 
des  x^y\  et  Ton  voit  que  cette  projection  est  une  hyper- 
bole ayant  p)ur  centre  l'origine,  et  pour  asymptotes  les 
droites 

a  b 


_  =  o ,      a  cos a  -4-  /;  cos6  -H  c  cos  7=0 


cos  a       cos  6 

Donc  dans  l'espace  on  a  une  hyperbole  située  dans  le 
plan  (5),  et  dont  les  asymptotes  sont,  l'une  l'intersection 

du  plan  (5)  avec  le  plan   projetant, 2  =  0, 

^        ^    '  ^         ^    à  '  ces  a       cos  6  ' 

c'est-à-dire  la  droite 


j: 


y 


ces  a       cos  6       cos  7  ' 

et  l'autre,  l'intersection  du  même  plan  (5)  avec  le  plan 

jrcosa  -h  r cos 6 -h  zoos 7  =  0. 

Or  ce  dernier  n'est  autre  que  le  plan  mené  par  l'origine 
perpendiculairement  à  la  direction  donnée.  La  seconde 
asymptote,  par  conséquent,  est  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière, et  l'hyperbole  en  question  est  équilatère.  Pour  la 
définir  complètement,  il  suffît  de  constater  que  son  para- 
mètre p  est  donné  par  l'équation 

^=(A  — B)'cos'acos'6-h(A— C)»cos»acos'7-|-(B— C)^cos'6cos'7, 

ou  que  son  équation  est  xy  =  />'• 

196.  Considérons  encore  les  axes  principaux  d'inertie 
passant  par  un  nouveau  point  (|,  xj,  Ç).  Les  coordonnées 
•^ïj^,  z,  d'un  point  quelconque  de  chacun  de  ces  axes, 

28. 
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véri lieront  encore  les  équations 


A— B  A— C       _       B— C 

X  Y  X  Z  Y  «■ 


rosa       cos6       cossc       C0S7       ces  6       COS7 

et  comme  a,  c,  7  sont  les  angles  que  Taxe  d'inertie  fi 
avec  les  axes  cooi'donnés  des  x,  y,  z^  on  aura 


cos  a  = 


ros(5  = 


x  — ç 


v/(x. 

-?)'-H{r- 

-.)'+(«- 

-0' 

r- 

-  >î 

v/(x. 

-Ç)'+(7- 

-«)'+{*- 

-0' 

Z  — 

•ç 

cos7=  — 

Substituant  pour  cos  a,  cos  o,  cos  y,  leurs  valeurs,  et 

tipliant  par  v'(x — l)* -h  (y — yî)*4-(«  —  Ç)',  il  vie] 
dra 


A  —  B  A  —  C  B  —  C 


9 


OU  bien,  en  remarquant  que 


=  I   -f-  ^ 


4 


-r  —  ç  X  —  ;        j  —  r,  r  —  >i 


Z  — Ç  2  —  Ç 


(6)  /7i  V(x  —  ?)^  -+-  (.r  -  r^y  -^  (z  —  ç)' 

_  A—B  _  A  — C         _  B~C 

""    _  J r.         ""         g  ^        ""^>8  Ç 
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^où  Tou  tire,  pour  Téqualiou  du  lieu  cherché} 

7)    (B-C)-i-  +  (C-A)-^+(A-C)^-i-=o. 

^e  lieu  des  axes  principaux  passant  parle  point  ^,  r^,  ^, 
•si  donc  un  cône  du  sccoud  degré  dont  Téquation  sous 
brine  entière  est 

(B-C)ç(r-»l)(s-0+(^-A)yî(ar  — ?)(,_Ç) 
-h(A-B);(a:-.Ç)(j-^)  =  o. 

(Jette  éc|uation   montre  immédiatement  que  les  trois 
parallèles  aux  axes  coordonnés 

X  —  ç,     ^  —  rj  ;      X  —  ç,      s  —  ^  j     ^  —  rj,      z  —  .,, 

sont  trois  génératrices  du  cône.  La  droite  qui  unit  Tori- 

gîne  au  point  ($,  r„  Ç)  est  une  quatrième  génératrice,  car 

Vé(]uation  (7)  est  évidemment  vérifiée  par  x  =:  o,  j^  =  o, 

« =0.  Pour  définir  complètement  ce  cône,  il  suffit  de  con- 

uaitre  en  outre  un  de  ses  plans  tangents;  or  on  voit  sans 

peine  que  le  plan  tangent  au  cône  suivant  Tarète  qui  va 

de  Toriginc  au  point  ($,  vî?  Ç),  a  pour  équation 

(B-C)?-f-(C~A)^--h(A~C)^  =  o; 

et  que  ce  plan  tangent  est  celui  qui  contient  tous  les  axes 
principaux  d'inertie  parallèles  à  Tarète  dont  il  s'agit.  Lin 
résultat  digne  encore  d'attention  est  que,  si  le  point  ^,  yj, 
Ç)  varie  en  restant  toujours  sur  cette  même  arête  passant 
parrorigine,  le  cône  ne  change  pas  de  forme,  et  se  trans- 
porte parallèlement  à  lui-même.  En  effet,  lecône  (7),  trans- 
porté parallèlement  à  lui-même  de  manière  que  son  som-^ 
'net  vienne  coïncider  avec  l'origine,  a  pour  équation 

;B_.C)i  +  (C-A)^-(-{A-B)^=o, 
X  y  9 


438  STATIQUE. 

et  roii  voit  que  quand  le  point  ^,  rj,  (^,  reste  sur  un  mên 
rayon  passant  par  Torigine,  ou  quand  les  coordonnées 
y},(f,  conservent  entre  elles  les  mêmes  rapports,  l'équatic 
du  cône  transporté  parallèlement  h  lui-même  ne  chan^ 
pas.  Si  Ton  suppose  que  le  point  ^,  77,  ^,  s'éloigne  jusqu 
Tinfini,  en  restant  toujours  sur  la  même  droite  passa 
par  Torigine,  le  sommet  du  cùne  ira  à  Tinfini  :  et  la  pari 
qui  reste  à  une  distance  finie  de  Torigine  se  réduit  i 
plan  tangent  suivant  cette  droite;  on  retrouve  ain 
ce  résultat  que  le  plan  tangent  commun  à  tous  les  côni 
ayant  leurs  sommets  sur  la  ligne  qui  va  de  Torigin 
au  point  (  ^,  rj,  Ç),  est  le  lieu  des  axes  principaux  d'inerti 
parallèles  à  cette  ligne. 

197.  Déterminons  enfin  le  lieu  des  points  dont  les  ax* 
d'inertie  principaux  passent  par  le  point  (^,  y;,  ^).  Soiei 
a,  £,  c,  les  coordonnées  d'un  de  ces  points  ;  substituées  à  : 
y^  z,  elles  vérifieront  d^ abord  les  équations  (6),  et  comu 
on  a^  en  outre,  m^=  a cos  a  -f-  6  cos  o  +  <^  cos 7,  il  vîendr 

en  multipliant  par  ^(n  —  |)*-f-  {h  —  yî)*-f-  (c — (^)*, 


et,  en  substituant  c(*(te  valeur  du  radical  dans  les  équ 
lions  (6)  on  Irouvcra  enfi?i  que  les  coordonnées  a,  i, 
satisfont  aux  relations 

a  (a  —  H'-H^(^  —  rt)  -^c[r  —  Ç) 
Q\;  A  —  B  A  —  C  B  —  C 


g      ^  J 2. 

a  —  l        b — r,        n  —  ç        c  — 


^  ri  % 


Ç        *-r,         r— Ç 


ce  sont  les  équations  de  la  courbe  cherchée;  elles  se  i 
duisenl  réellement  à  deux.  La  premièi-e.  celle  que  l\ 
obtient  en  égalant  entre  eux  deux  quelconques  des  trc 
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derniers  membres  de  l'égalité,  est  i'équalion  du  cône  do 
second  degré  (7)  5  la  seconde,  obtenue  en  égalant  le  pre- 
mier membre  de  Tégalité  à  Tun  des  trois  derniers,  est  Té-» 
quation  d'une  surface  du  troisième  degré  qui  coupe  le  cône 
suivant  la  courbe  cherchée.  Chaque  génératrice  du  cône 
doit  rencontrer  la   surface  du  troisième  degré  en  trois 
points  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  deux  de  ces  points  se 
réunissent  au  sommet  (^,  77,  ^);  et  en  négligeant  celte  solu- 
tion étrangère,  on  ne  trouve  qu'un  point  sur  chaque  géné- 
ratrice. Considérons  une  de  ces  génératrices  faisant  ave<^ 
les  axes  des  angles  a,  ê,  y,  et  appelons  /*  la  distance  du 
point  inconnu  (a,  i,  c),  qui  se  trouve  sur  cette  généra- 
trice au  sommet  (^,  >},  ^)  ;  on  a 


r=v^(/7~?)"'4-(6-«j'-h(c  — Ç)% 
a  —  S  =  rcosa,      b — yj  :^  rcosê.     c — Ç  =  rcoS7. 

Substituant  dans  ]'é({uati(in  (8)  et  négligeant  les  valeurs 
'  =  0,  nous  aurons 

r-f-  ^cosa  4-  >;cos6-f-  Ç(OS7 
A  -^B  A  — C  R-  C 


Ç  >î  H  :  /}  ç 


COSa    COSb    COSa    ces  7    rose    CCS  7 

ce  qui  ne  donne  réellement  c{u'un  point  unique  sur 
chaque  génératrice;  ce  résultat  était  facile  à  prévoir, 
puisqu'une  droite  n'est  axe  principal  d'inertie  que  pour 
un  de  ses  points. 

198.  L'équation  /'/  =  r'  —  X,  qui  donne  la  valeur  des 
rayons  de  gyralion  principaux,  conduit  de  même  à  quel- 
ques consé(|uences  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt.  Prenons 
un  point  (a,  t,  c)  et  concevons  les  trois  surfaces  homofo- 
cales  du  second  degré  qui  passent  par  ce  point.  Soit  }!  le 
paramètre  de  l'ellipse,  X"  celui  de  l'hyperboloïde  à  une 
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nappo,  X'''  celui  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes.  So 
r^,  /•*,  r^,  les  rayons  degyralion  pour  les  axes  pnnci[ 
normaux  à  ces  surfaces;  en  supposant  A  ^  B  >•  C,  r 
aurons  pour  : 
Tellipsoïde 

>'-hA>o,      //-l-B^o,     ■//h-C>o; 

rii\p(4'boloïde  à  une  nappe 

a"h-A>o,      a"-i-B>o.     A"-hC<o; 

riiyperboloïde  à  deux  na])pes 

r-hA>o,      V''4-B<o,      a"4-C<o; 
d'où  Ton  déduit  la  série;  d'inéi;alités 

—  "a'<C<-  A   <B<— •a"<A, 
et  en  ajoutant  r*  à  tous  les  termes 

Ainsi  des  trois  rayons  de  ^yralion  principaux,  et  par  s 
des  trois  moments  diiiertie  principaux,  le  plus  petit 
respond  à   Taxe  normal  à  rellipsoïde,  le  moyen  à  1 
normal  à  riiyperboloide  à  une  iiaj)pe,  le  pl^is  grand  à  1 
normal  à  riiyperboloïde  à  deux  nappes. 

L'équation  qui  détermine  la  val(*ur  de  À  est 


A  -h  A       A  -4-  B       A  -h  C 


par  suite  Téquation  qui  donne  les  trois  valeurs  de  ri 


«2  b^  c' 

Si  on  la  met  sous  forme  entière,  en  faisant  dispara 
les  dénominateurs,  on  trouve  que  la  somme  des  racii 
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égkh  au  coefficient  du  second  terme  pt-is  en  signe  con- 
traire, est 

^/+/^''H-/7'=:(r»H-A)-h(A»4-B)H-(/^4-C)— a«-6^  — c» 
=  2r»-|-A-l-BH-C; 

et  l'on  constate  que  la  somme  des  carrés  des  trois  rayons 
degyration  principaux  reste  la  m^me  pour  tous  les  points 
delà  sphère  de  rayon  r.  Il  en  est  ainsi,  par  conséquent, 
de  la  somme  des  carrés  de  gyration  relatifs  à  trois  axes 
rectangulaires  quelconques,  passant  par  le  point  (a,  b^  c), 
puisque,  comme  on  Ta  vu,  cette  somme  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  rayons  de  gyration  principaux 
relatifs  à  ce  même  point. 

199.  S'il  existe  des  points  pour  lesquels  deux  des  rayons 
degyration  principaux,  le  plus  petit,  par  exemple,  et  le 
moyen,  deviennent  égaux,  et  où,  par  conséquent,  Fellip- 
soïde  des  moments  d'inertie  soit  de  révolution,  on  devra 
«Toir  en  ces  points 

g       e     •  ' 

el,  en  vertu  de  l'inégalité  —  X'  <  C  <—  V', 

—  X'=C  =  — r. 

Ces  points  se  trouvent  donc  sur  Tintersection  de  l'ellip- 
soïde —  X'  =  C,  et  de  Fhyperboloïde  à  une  nappe  — V=C. 
Mais  ces  deux  surfaces  limites  se  réduisent  toutes  deux  au 
plan  des  x^y^  et  l'on  ne  voit  pas  bien  quelle  est  leur  in- 
tersection. Pour  la  découvrir,  prenons  d'abord  deux  sur- 
faces très- voisines,  Tellipsoïde,  — X'=  C  —  e'*,  et  l'iiyper- 
Woïde  à  une  nappe,  — 1"=.  C  -h  e'",  dont  les  équations 
sont 


î'?"^fB  — C) -h  «'^  "*"!'»        '' 


îA  — C)-f-î''        (B  — C)-h« 


.r'  >•'  z' 


.A~C)  —  t"'       (B— O— «"'       « 


"1 
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L'ellipsoïde  qui  a  pour  axe  des  z  la  longueur  t\  est  extrê- 
mement aplati,  et  à  mesure  que  %!  dérroît,  il  tend  à  3e 
réduire  aux  points  du  plan  des  j:,  y  compris  dans  Tinte- 
rieur  de  l'ellipse 


A  — C       B  — C 


f . 


Quant  à  Thyperboloïde  à  une  nappe  qui  a  pour  axe  ima- 
ginaire la  longueur  s''^,  il  tend,  quand  t"  diminue,  à  se 
réduire  aux  points  du  plan  des  x,  x  extérieurs  à  Tellipse 
limite 


x^  Y- 


4-~^-t;=». 


A  — C       B-~C 

Donc  Tinterseclion  toujours  réelle  des  (leux  surfaa:s  ^ 
pour  limite  l'ellipso 

c'est  le  lieu  des  points  cherchés.  Il  est  facile  de  trouve^ 
pour  ces  points  les  directions  des  axes  principaux  d'iner- — 
tie  et  les  grandeurs  des  rayons  de  gy ration.  En  cflfet,  le^ 
axes  du  plus  petit  et  du  moyen  moment  dUncrtie  sont 
deux  axes  quelconques  rectangulaires  entre  eux,  dans  le 
plan  normal  à  Tellipse  qui  précède;  et  pour  tous  les  axef 
compris  dans  ce  plan  normal,  le  rayon  de  gy  ration  est 

L'axe  du  plus  grand  moment  d'inertie  est  situé  dans  le 
plan  xy,  langentiellement  k  celte  même  ellipse,  et  sob 
rayon  de  gyration  est  donné  par  Tégalilé 

^'  =  2/^4-A-i-B  +  C  —  r;-'  —  /;=:A-hB-hC; 

il  est  constant  pour  tous  les  points  de  Tellipse. 

On  trouvera  de  même  que  les  points  pour  lesquels  lo 
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plus  grand  et  le  moyen  moment  d'inertie  sont  égaux,  sont 
donnés  par  Tégalité 

et,  par  suite,  qu'ils  appartiennent  à  Thyperbole  située 
dans  le  plan  des  x,  z^ 


>.i 


jr  =  o 


'      A— B        B— C 


I . 


Ponr  tous  ces  points  le  plus  grand  et  le  moyen  moment 
d'inertie  sont  deux  axes  quelconques  rectangulaires,  dans 
le  plan  normal  à  l'hyperboloïdc  qui  précède.  Les  rayons 
degyration  correspondants  sont  /•J'=  '^*=  /'*  -♦-  H.  L'axe 
do  plus  petit  moment  d'inertie  est  la  tangente  à  l'hyper- 
bole; son  rayon  degyration  est  /'^*=  A-l-B-l-C,  il  est  par 
^conséquent  constant  pour  tous  les  points  de  l'hyperbole. 
L'ellipse  et  l'hyperbole  sont  situées  dans  des  plans  rec- 
tangulaires ^  de  plus,  il  est  aisé  de  voir  que  les  sommets 
de  lune  sont  les  foyers  de  l'autre,  et  réciproquement^  ce 
iont  donc  les  deux  courbes  focales  conjuguées.  Comme 
ces  deux  courbes  n'ont  pas  de  point  commun,  il  n'y  a 
pasde  point  dans  l'espace  pour  lesquels  les  trois  moments 
principaux  d'inertie  deviennent  égaux,  et  où  l'ellipsoïde 
des  moments  devienne  une  sphère. 

200.  Ofi  peut  se  proposer  un  dernier  problème  :  Quel 
est  le  lieu  de  tous  les  points  de  l'espace  pour  lesquels  un 
des  rayons  de  gy ration  principaux  conserve  une  valeur 
donnée  rJ  =  Â'.  Pour  le  résoudre,  il  suffit  de  reprendre 
Tcquation. 


a' 


A-\-r'—A         BH-r»— X-        CH-r^— X 


qaî  donne  les  rayons  de  gyration  principaux  en  fonctioT;, 
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de  a,  6,  e-,  et  de  supposer  que,  k  y  conservant  la  valei 

donnée,  rt,  J,  c  et  r=  ^a} -f-  />*  -f-  c*  varient  de  manièi 
à  satisfaire  toujours  à  cette  équation;  le  lieu  chercï 
aura  donc  pour  équation 

.r2  Y^  ** 


C'est  sa  forme  la  plus  simple  *,  si  pour  la  mettre  sous  form 
entière  on  fait  disparaître  les  dénominateurs,  elle  devien 

—  j:'(/--.A)[/-  —  a-l-/— C]  -j'(/t  — B)[/-  — A-hA-— C]  1  = 

—  a»(A-  — C)[X— AH-/-  — B)-h(/-  — A)(/— B)(X-  — C)         ) 

Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  degré  symétriqii 
relativement  aux  plans  coordonnés  ;  ses  intersections  ave 
ces  plans  se  décomposent  en  deux  courbes  du  second  d^ 
dont  une  est  un  cercle  réel  ou  imaginaire.  Ce  n'est  p 
autre  chose  que  la  surface  des  ondes  de  Fresnel,  qui  n 
présente  le  mouvement  du  rayon  lumineux  dans  les  sul 
stances  biréfrinj^entes-,  M.  Pi'slîn,  à  qui  nous  avons  en 
prunlé  cette  théorie,  Ta  disculée  complètement  dans  ! 
Thèse  de  Doctorat,  soutenue  en  i858,  et  imprimée  chi 
M.  Mallet-Hachclier. 

201.  Un  jeune  géomètre,  M.  Haton  de  la  Goupillîère, 
j  étudié  d'une  manière  toute  parliculière  non  plus  les  sor 

mes  Zmx  et  Zm.r'  relatives  aux  centres  de  gravité  et  ai 
moments  d'inertie,  mais  la  vsomme  Smx>',  et  cette  étui 
l'a  conduit  à  ({uelques  résultats  intéressants  qu^il  est  uti 
(le  résumer  ici . 

Cette  somme  Z/7uy,  que  nous  appellerons  le  monte 
rie  taxe  z,  peul  être  représentée  par  jt/XY,   jlt.  étant 
masse  totale  du  système  et  X,  V  deux  quantités  assujetti 


Cette 

dit 
dn 


MOMnTe  D  innTiB. 
mt  A  T^rifier  l'équetion 

XY  =  Î22. 


éqnaiion  ne  suffit  pas  à  déterminer  ces  deux  «juaii 
rton  peut  prendre  pour  elle  les  deux  coorclooi 
Lu_e  d'un  cylindre  à  base  d'hj 


^-£^  '     Oy-1,^7 


^/""^ 


*»v*  V.^ 


"T'.      . 

i;^É     -      li    /.;*-        xx^ 

m 

■■  ,i» 

p» 

d'oà 


«4 


'"  nuintenant  nous  prenons  sur  l'axe  une  origine  arb 
livre  0  pour  y  rapporter  des  coordonnées  2,  nou»  aunu 
•^otîqnement 


îl- 
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eu  désignant  par  u  ctt^  les  rayons  de  gyration  reUtibani 
axes  des  x  et  des  r.  Cela  posé,  en  divisant  par /i  et  appe- 
lant /^  X  les  paramètres  des  deux  systèmes  de  plans,  il 
viendra 

À'*  =  (  w'  —  c^  )  sin  a  y  4-  ^'  cos  7.  f  ; 

cVst  la  formule  à  Taide  de  laquelle  on  déduira  un  part- 
mètre  quelconque  des  valeurs  connues  du  paramétrée! 
des  rayons  de  gyration  pour  un  système  particulier  de 
plans. 

Cette  valeur  de  l!  devient  nulle  quand  on  a 


X 


7 


tangA(j,  =  — -, 


u^ — p- 


il  exisie  donc  toujours  pour  un  axe  quelconque  un  sys- 
tème de  plans  et  un  seul  qui  donne  un  moment  nul;  pour 
abréger,  nous  appellcix)ns  ces  plans  plans  nuls, 

203.  Si  Ton  prend  pour  plans  fixes  (X,  Y)  les  plans 
nuls,  et  qu'on  désigne  par  U,  V,  <î>,  ce  que  deviennent  a, 
»/,  (j),  isera  nul,  et  l'on  aura 

à"  =  (U2  — V=)sin2<l>. 

La  plus  grande  valeur  de  cette  expression  correspond  à 
^  =  45";  si  <^"  rappelle  /,  on  aura 

Ce  paramètre  principal  correspond  aux  plans  bissec- 
teurs des  plans  nuls,  tandis  que  U,  V  sont  les  rayons  de 
gyration   des   axes   nuls   eux-mêmes.    Substituant  pout 
I]*  —  \  *  sa  valeur  /',  on  a 

et  il  en  résulte  que  le  paramètre  X'  varie  comme  le  raf^^ 
vecteur  (tune  leniniscate  équilatère  qui  aurait  pour  det^^ 
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étjce  trwu^erse  en  grandeur  et  en  direction  le  paramètre 
principal  l  (Jig*  4o)  • 

M.  Haton  de  la  Goupiliière  appelle  en  général  lem- 
niscate  la  courbe  lelle,  que  le  produit  des  distances  p^  p\ 
de  chacun  de  ses  points  à  deux  foyers  fixes  est  égal  à  un 
carré  donné  a',  et,  en  particulier,  lemniscate  équilatère 
celle  où  le  côté  du  carré  est  la  demi-distance  focale.  Oii  a 
pour  cette  dernière,  en  posant  (fig»  40 

FM  =  p,     F'M  =  p',     OM=r,     MOF  =  «, 
a*  =  p*p"=  (r'H-fl*  —  2a/-cosw)(r'-f-fl2  -f-  aurcosw) 

=  (f*4-fl')*  — 4<»*'^cos»«=:  (r»-4-/3r»)»—  2fl»r*(i -h  cos2«) 
=  t*  —  2a^r'cos2w  -+-«', 

d'où  r*=:  aa'cosaoi). 

Si  nous  représentons  par  /  le  demi-axe  a  y^a  et  par  S 
Tazimut  rapporté  à  la  tangente  au  centre  et  non  à  Taxe, 
d'où  o)  =  0  —  45*^9  l'équation  qui  précède  devient 
r^=  /'sinaO,  identique  quant  au  fond  cl  à  la  représenta- 
tion géométrique  avec  X'  =  /'sin  2^. 

204.  Si  pour  représenter  géométriquement  les  para- 
mètres, comme  on  a  représenté  les  moments  d^inertie,  on 
portait  sur  chaque  bissectrice  des  longueurs  inversement 
proportionnelles  aux  paramètres  correspondants,  la 
courbe  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  aurait  pour 
équation 


r  =■ 


^sin  2  9 
c^=zr^sin'2Ù=.  2r'sin9cos0==2rsin9.rcosô  =:  2xj, 

et  il  en  résulte  que  le  paramètre  varie  en  raison  inverse 
du  rayon  vecteur  d'une  hyperbole  équilatère  qui  a  pour 
axes  les  axes  nuls.  La  valeur  de  l'axe  transverse  de  cette 
hyperbole  reste  indéterminée,  et  cela  doit  être,  puisque 
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toutes  les  hyperboles  équilatères  sont  des  couiiies  sem- 
blables, 

205.  Voyons  maintenant  de  quelle  manière  le  para- 
mètre varie  quand  on  passe  de  Tune  à  l'autre  des  droilei 
qui  forment  un  système  ou  faisceau  de  droites  parallèles, 
ou  quand  Taxe  des  moments  est  transporté  parallèlement 
à  lui-mèmc.  Nous  apj)ellerons  axe  central  celui  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  G  du  système-,  pour  simplifier, 
nous  mènerons  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à 
tout  le  faisceau,  et  nous  appellerons  pieds  des  droites  les 
points  où  elles  rencontrent  le  plan  perpendiculaire.  Pn^ 
nons  pour  origine  le  centre  de  gravité  et  pour  axes  desx, 
y^  deux  droites  rec-langulaires  menées  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe  central;  soient  O  (Ç,  r,)  le  point  où 
l'axe  parallèle  rencontre  le  plan  x,  >^,  et  OX',  OY',  deux 
axes  parallèles  aux  premiers,  on  a 

x'y'  =  XY  —  çj  —  >ï.r  H-  Çr, 
^mx'y  =  "imxy  —  V^my  —  Y,Zmx  -h  f^Çu. 

Mais  comme  le  centre  de  gravité  est  situé  à  la  fois  sur 
les  axes  des  x  et  des  > ,  Zmx  et  Zm>  sont  nuls,  et  il  reste 

1  mx'y  =:.  Imxy  -1-  ^çr.  ; 

c'est-à-dire  qu'o//  obtient  un  moment  quelconque  tn 
ajoutant  au  moment  central  parallèle  celui  de  la  mas» 
totale  réunie  au  centre  de  gravait é. 

Si  Ton  prenait  pour  plans  fixes  les  plans  centraux  nuls, 
Sf/ijry  s'évanouirait,  et  l'on  eu  conclurait  qu'a/z  moment 
quelconque  parallèle  aux  plans  centraux  n  uls  est  le  même 
que  si  toute  la  masse  était  concentrée  au  centre  de  gror 
%^ité.  Si  au  contraire  on  prenait  pour  l'un  des  plans  fixes 
le  plan  qui  réunit  Taxe  que  Ion  considère  à  l'axe  cen- 


M0ME14TS   d'inertie.  449 

I,  ce  sera  le  terme  ii^m  qui  disparaîtra^  et  l'on  arrivera 
eue  proposition  que  le  moment  ne  change  pas  si  Taxe 
lirai  se  déplace  dans  un  (le  ses  plans.  Enfin  si  Taxe 
isîdéré  est  situé  dans  un  des  plans  centraux  nuls,  son 
iment  sera  nul,  et  Ton  arrivera  à  ce  nouveau  théorème, 
e  les  plans  centraux  nuls  sont  nuls  en  tous  leurs  points, 
que  l'on  aurait  pu  conclure  de  la  propriété  bien  con- 
te €pi*un  axe  principal  est  axe  d'inertie  en  chacun  de 
s  points. 

206.  On  peut  se  proposer  le  problème  inverse,  ou  chcr- 
ler  an  axe  dont  le  moment  parallèle  ait  une  valeur 
muée.  Ce  problème  est  indéterminé,  lors  même  que  la 
rection  des  plans  fixés  est  assignée,  puisque  pour  déter- 
iner  |,  t?  on  n'a  qu'une  seule  équation 

Imx^y  —  "Lmxy 

quelle  prouve  au  moins  que  les  axes  de  même  moment 
irallèle  forment  un  cylindre  à  base  d* hyperbole  équi- 
tère  asymptotiqne  aux  plans  centraux  adoptés.  Pour 
itenir  l'équation  générale  de  ces  courbes,  rapportons-les 
des  coordonnées  polaires,  en  prenant  pour  axe  fixe 
ixe  nul  central  GX(/ig.  4^^)-  On  aura,  en  posant 
M  =  r,  PGX  =  9,  MGP  =  0, 

Ç  =  GP  =  rcos  (9  —  (p), 

.    /  V  ilm.ry 

>î  =  MP  =  rsm(Ô  — <p)     et     ^=:X'sm2y, 

\  désignant  par  X  le  paramètre  principal  de  l'axe  cen- 
il;  il  vient  ainsi 

Hsin'2(ô  — y)  =  V* — Vsin2f^ 

tialion  dans  laquelle  r  et  G  sont  des  coordonnées  cou- 
rtes, A  une  constante  fixe  qui   caractérise  le  faisceau 
I.  29 
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parallèle,  X'  el  f  deux  constantes  arbitraires  relatives, 
Tune  }f  à  la  valeur  du  moment  que  Ton  se  donne,  Tantre 
f  à  la  direction  fixe  que  Vqïï  adopte.  Si  Ton  considère li 
direction  des  plans  comme  assignée,  ou  q>  comme  une 
constante,  et  qu'on  porte  sur  chaque  axe,  k  partir  de  son 
pied,  une  longueur  égale  à  son  paramètre,  ce  qui  revient 
à  considérer  V  comme  une  ordonnée,  le  lieu  des  extrémi- 
tés formera  une  surface  du  second  ordre  qui  ne  peut  kn 
qu'un  hyperboloïdc  équilatère  de  révolution  k  une  nappe. 
En  effet,  i°  si  pour  avoir  sa  trace  sur  le  plan  perpendi- 
culaire au  faisceau  on  fait  X'  =  o,  on  aura 

Hsin2(9  — ^)z=  —  VsiD2f, 

hyperbole  équilatère  entre  les  directions  fixes;  2^  si  on 
la  coupe  par  un  plan  perpendiculaire  h  la  bissectrice  des 
directions  fixes,  en  faisant  0  =  ©h-  i35",  il  viendra 

V2+r'=Vsin2(p, 

équation  d'un  cerch*.  Ainsi  donc  :  le  paramètre  des  mo- 
ments parallèles  varie  comme  Vordonnée  d*un  fypcf' 
boloïde  équilatère  de  réx^olution  à  une  nappe  qui  a  pour 
axe  la  bissectrice  des  directions  fixes  et  pour  rayon  de 
gorge  le  paramètre  central  qui  leur  correspond. 
Si  dans  réquatîon 

r'sin  :\  (9  —  v)  ^==  —  ^'  ^^^  ^'  ?« 

on  fait  0  =  0,  il  vient  r  =  =b  X  ;  et  si  Ton  porte  sur  l'itt 
GX  de  part  et  d'autre  du  centre  la  longueur  i,  on  oblifl»' 
dra  deux  points  F,  P  que  Ton  peut  appeler  foyers  etoi 
se  croisent  toutes  les  hyperboles  équilatères.  Ces  foyert 
sont  uniques,  car  deux  hyperboles  de  môme  centre  ne 
peuvent  se  couper  qu'en  deux  points  symétriques.  La  pro- 
priété caractéristique  de  ces  foyers  est  évidemment  que  U 
direction  des  plans  nuls  y  est  indéterminée,  puisquCi 
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tour  chaque  point,  elle  est  celle  des  asymptotes  de  Thy- 
lerbole  qui  y  passe.  Ainsi  donc,  il  existe  toujours  dans 
m  faisceau  deux  axes^  et  rien  que  deux  y  pour  lesquels  les 
4ans  nuls  sont  quelconques^  de  telle  sorte  que  tous  les 
utraniètreSy  et  parmi  eux  le  paramètre  principal ^  y  sont 
mis,  ou  que  les  rayons  de  gy ration  de  toutes  les  droites 
nenies  par  leur  pied  dans  le  plan  sont  égaux.  Ces  axes 
iont  situés  de  part  et  d'autre  de  Taxe  central  le  long  de 
:elui  des  axes  nuls  qui  a  le  plus  grand  rayon  de  gyration 
[pour  que  X  soit  réel)  et  à  une  distance  égale  au  paramètre 
centrai  principal,  de  sorte  que  les  foyers  sont  précisé- 
nent  les  sommets  de  la  lemniscate  équilatère  (n^'SOS). 

• 

907.  On  sait  depuis  longtemps  qu'un  axe  principal  est 
ixe  d*inertie  en  tous  ses  points  :  si  Ton  veut  se  représenter 
la  série  des  autres  axes  sur  tout  son  parcours,  rien  n'est 
plus  facile,  car  ils  sont  respectivement  parallèles  aux  deux 
ixes  principaux  perpendiculaires  \  ils  forment  donc  par 
eur  ensemble  les  deux  plans  principaux  qui  passent  par 
'axe  considéré,  et  ils  les  décrivent  en  restant  parallèles 
\  eux-mêmes.  On  sait  de  plus  qu^un  plan  principal  est 
plan  d^nertie  dans  toute  son  étendue,  c'est-à-dire  qu'en 
x>us  ses  points  Tun  des  axes  d'inertie  lui  est  perpendicu- 
aire;  or  les  autres  axes  situés  dans  le  plan  principal  peu- 
vent être  considérés  comme  les  axes  nuls  de  chaque  point 
lu  plan,  et,  appliquant  à  ce  cas  particulier  les  résultats 
précédents,  on  arrive  à  cette  conclusion  :  La  série  des 
ïfoints  d^un  plan  principal  pour  lesquels  les  axes  d'incr^ 
lie  ont  une  direction  fixe  y  forme  une  hyperbole  équUa- 
^ère  qui  a  pour  asymptotes  les  droites  menées  par  le  centre 
ie  gratuité  dans  ces  directions.  Toutes  ces  hyperboles  se 
:roisent  aux  deux  foyers  principaux,  et  la  série  de  leurs 
commets  forme  une  lemniscate  équilatère  qui  a  ses  pro^ 

29- 
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près  sommets  en  ces  deux  foyers.  Pour  ces  derniers^  T^^ 
deux  axes  dinertie  sont   quelconques,  et  rellipsùù^^ 
d^inertie  est  de  rcv^olution. 

Nous  n'irons  pas  plus  loin  :  ceux  de  nos  lecteurs 
désireraient  plus  de  détails  sur  cette  théorie  de  la 
métrie  des  masses^  comme  l'appelle  M.  Haton  de  la 


pillîère,  les  trouveront  dans  sa  Thèse  pour  le  Docton 
imprimée  chez  M.  Mallet-Bachelier  en  1857,  et  dans 
trente-septième  cahier  du  Journal  de  TEcole  Poljtecl 
nique.  * 


VNIVEIlRKLLe. 


DIX-SEPTIEME  LEÇON. 

iorlB  de  l'atlraetion  unÎToreelte,  proportionnelle  eux  mautei  elen  ni- 
aa  loTene  du  carré  de  la  distance.  —  Allracliun  d'un  point  *ur  un 
oint;  aei  coin  posa  ntea.—  Cumpountcs  de  l'ettraclion  totale  d'un  corps 
ur  nu  point.  —  Fonction  dei  furceii.  —  Panmèlre  dilTérenliel  du  se- 
ond  ordre.  —  Sa  valeur  pour  un  point  intérieur  ou  extérieur.  —  C«i 
<l  la  distance  dn  point  attiré  est  trÂ9-f;rande  par  rapport  aui  diroen- 
tons  du  eorpa  attirant.  —  Altraclion  d'une  couche  iphiirique  homr^ne 
I  concentrique  >ur  un  pointeitérieurou  Intérieur.  —  Attraction  d'un 
orps  formé  de  coucbcs  concenlriquee  et  honi<^ne>;  cai  oA  la  deniilë 
ilminue  proporlionnellemenl  à  la  distance  au  centre.  —  Atlnclion  d'un 


llipaoide.-Compos 

nlesel  reaulUnl 

de  l'attraction  dans  le  cas  d'un 

■oiDl  intérieur  et  dan 

le  cas  d'un  poln 

les  ellipsoïdes  homof 

cauI.-ALlracIi 

n  d'un  ellipsoïde  de  rérolution. 

-Cas  où  l'eicentric 

e  est  très- pe  11  le 

—  Composantes  des  atlracironi 

1  cl  porpendicu 

«ironlent  k  laie  de  réyolnlîon, 

tur  un  point  de  la  i 

urfece,  —  ApplicD 

tion  il  la  terre;   calcul  de  son 

illraction  sur  un  point  eiliirieur. — Calcul  de  la  pesanteur  à  l'équaleur, 
i  la  latitude  i  et  la  hauteur  H  au-dessus  du  sol.  —  Attraction  des  con- 
tinents.—Attraction  des  massoEi  BouSTolumea  linis. 


208.  L'expiiriciice  inuiiire  (|uc  deux  l'or]*»  quelconques 
!  Il  nature,  mis  en  présence  à  des  distances  Guies,  sem- 
Ittit  exercer  l'un  sur  l'autre  uiieatiraction  direclemenl 
'vportionDelle  au  produit  des  masses  des  deux  corps,  in- 
irsetnent  proportionnelle  au  carré  de  leur  dislance;  et 
>tis  avons  à  donner  la  tliéorie  de  cette  attraction,  à  déter- 
iner  par  l'analyse  la  résultante  des  actions  mutuelles 
m  éléments  des  deux  corps ,  actions  variables  avec  letirs 
mm  et  leurs  dimensions. 

Considérons  d'ubord  un  point  matériel  A  attiré  par  un 
Tps  de  forme  quelconque;  cette  attraction  est  exercée 
If  chacun  des  élémeiits  du  corps ,  ei  la  résultante  des 
tractions  élémciUaires  coiisliluc  l'attraction  totale  excr- 
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cée  par  le  corps.  Prenons  pour  orîgice  O  [^fig.  i 
point  quelconque  (ixe  dans  l'intérieur  du  corps,  c 
axes  coordonnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  01 
séparons  par  la  pensée  dans  le  corps  attirant  un  é 
in  fiai  ment  petit  dont  la  masse  ^m  puisse  être  con: 
comme  concentrée  en  un  point  P  de  rélément,  ayai 
coordonnées  x,  y,  z;  appelons  x^j^  z  les  cooixloni 
point  matériel  attiré  A,  /7i  sa  masse  et  /*  la  distar 
des  deux  points  déterminée  par  l'équation 

/•'=  (x  — x)-+-(7  — y)^-l-(s  — z)». 

L'attraction  exercée  par  Pélément  P  sur  le  point 

riel  Asera,  en  vertu  même  de  la  définition,  — ; — »  j 

/■ 

une  constante  nécessairement  égale  à  Taltraction 

ni  té  de  masse  sur  Tunité  de  masse  placée  à  Tunité 

tance.  Cette  force  d'attraction   s'exerce  par  hyj 

dans  la  direction  AP^  les  cosinus  des  angles  que  sa 

tion  fait  avec  les  trois  axes  sont  donc. 

.r  —  X       •>•  —  V       z  —  z 

r  r  r 

et  les  trois  composantes  de  Tattraction  élémentaii 
vaut  les  trois  axes  sont 

,^ X  y  —  V  3  ^—  z 

hmdm 9      kmdm  -^      kmdnx • 

r^  H  r^ 

Si  maintenant  on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  trois  c 
santés  de  Tattraction  totale  exercée  sur  le  point 
aura 

X  =  ////    1   ^ —  d\\\ , 


/  .-=  X/;/  I   dm  . 


Y  1=  //«    I '-  diu  , 
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rioiégration  devant  s'étendre  à  toute  la  masse  du  corps 
attirant.  Si  l^on  désigne  par  U  la  fonction  des  forces,  ou 
qu^on  pose 

les  trois  intégrales  ou  composantes  X ,  Y,  Z  seront  expri- 
mées par  la  seule  intégrale  U,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

X  =  D,U,     Y  =  p^U,     Z  =  D,U. 

Cette  propriété  remarquable  subsiste  même  dans  le  cas 
où  la  densité  du  corps  attirant  est  variable,  et  où  Tattrac- 
tion  s'exerce  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  dis- 
tance. Dans  ce  cas  général,  en  eilet,  les  composantes  de 
Tattraction  exercée  par  le  corps  sur  le  point  matériel  A 
seront,  en  appelant  p  la  densité  du  corps  au  point  P,  et 
F  (r)  la  fonction  de  la  distance  sui\ant  laquelle  sV'xcrce 
Tattraction, 

Y  =  m  Ç  Ç  Ç^Z.Illf[r)dxdydz, 
Z  =  //i  j    i  jù^—-^F{r)d\dydz: 

oti  a  d'une  part 

dr        X  —  X        dr       y  —  y        dr        z  —  z 
dx  r  dy  r  dz  r 

et  si,  appelant  9  (/*)  la  fonction  dont  la  dérivée  par  rapport 
^  /"est  F(r),  on  pose 

on  aura  évidemment,  en  admettant  toutefois  que  la  fonc- 
tiou  9  (r)  ne  passe  pas  par  riniini  entre  les  limites  des  in- 
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tégrations, 

209.  Revenons  au  cas  particulier  de  rattraction  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance.  La  fonction  des  forces 
U  et  ses  dérivées  par  rapport  à  x,  j',  z  sont  des  fonctions 
finies  et  continues  de  ces  variables,  à  la  seule  condition 
que  la  densité  ne  sera  pas  supposée  infinie^  c*est  ce  qui 
résulte  immédiatement  des  éqtiations  qui  expriment  U, 
X,  Y,  Z,  lorsqu'on  admet  que  r  est  toujours  plus  grand 
que  zéro,  ou  lorsque  le  point  attiré  est  extérieur  au  corps 
attirant.  Pour  prouver  qu'il  en  est  encore  de  même  lors- 
que le  point  attiré  appartient  au  corps  attirant,  ou  est 
situé  dans  Tintérieur  du  corps  attirant,  il  suffira  de  rem- 
placer les  coordonnées  rectangulaires  par  les  coordonnées 
polaires  en  faisant 

X  =- .r-H  rcosy,     y  =  j-h''sin<pcos'{^,     z  =  zH- rsio^sin^     ^ 

y  étant  Tanglc  que*  la  distance  r  fait  avec  Taxe  des  x  et  ^ 
Tangle  que  fait  avec  le  plan  xy  le  plan  passant  par  la  dL  «. 
tance  r  et  par  Taxe  des  x.  I/élément  du  volume  sera  alo  m^ 

et,  par  suile,  en  appelant  p  la  densité  au   point  P,    ou 
aura 

dm  =  or'  sin  (fdfd^r/r^ 

X  =  D,  IT  =  —  ^ffi  fjfp  sin  9  cos  9  r/y  r/ .[/  dr , 
Y  =  D;- 1 J  =  —  ^/n  ffjp  sin'y  cos-J;  d'j  d-^  dr , 
Z  =  D,  U  =  —  km  ffJp  sin'y  sin  •{;  r/^  rf^J^  dr. 

Or  ces  valeurs  montrent  évidennnent  (|ue  la  fonrtioii  clos» 
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forces  et  ses  dérivées  sont  des  quantités  iiuies  et  conti- 
nues. 

Si  Ton  prend  les  dérivées  secondes  de  la  fonction  L)  ex- 
primée en  coordonnées  rectangulaires,  on  trouvera 

Dans  le  cas  où  r  ne  peut  pas  être  nul,  c'est-à-dire  tant 
que  lepoipt  attiré  est  en  deliors  du  corps  attirant,  I(*s  se- 
conds membres  de  ces  équations  restent  iinis,  et,  en  les 
ajoutant  membre  à  membre ,  on  trouve 

D'U  -h  D'Uh-D'U  =  A(')U=  o. 

Le  paramètre  du  second  ordre  de  la  fonction  des  forces 
U  est  donc  alors  identiquement  nul. 

Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  le  point  matériel  attiré 
fait  lui-même  partie  du  corps  attirant.  Pour  savoir  ce 
que  devient  alors  le  paramètre  dillércnticl  A'U,  conce- 
vons une  sphère  infiniment  petite  qui  entoure  et  renferme 
le  point  matériel  A-,  appelons  U' la  fonction  des  forces 
pour  toute  l'étendue  de  celte  petite  sphère  et  U''  la  fonc- 
tion des  forces  pour  tout  le  reste  du  corps  \  U"  satisfera 
à  Téquation 

D  U"-|-D  tI"-|-D'U"=o. 

Si  l'on  désigne  par  Ç,  >;,  Ç  les  coordonnées  du  centre  C 
de  la  petite  sphère  {Ji^^  44)  ?  pa**  I^  son  rayon,  par  p  la 
densité  au  point  attiré  A  devenu  Tun  des  points  du  corps 
attirant  cl  dans  toute  Téienduc  de  la  petite  sphère,  par  d 
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la  distance  CA  du  point  attiré  A  au  centre  C  de  la  petite 
sphère,  par  r  la  distance  PC  de  rélément  attirant  ou  du 
point  P  au  centre  C  de  la  petite  sphère;  par<p  TanglePCA 
de  PC  ou  r  avec  CA  ou  d;  enfin  parf  Tangle  que  le  plan 
PC  A  fait  avec  un  plan  fixe  mené  par  CA  :  on  aura 


PA  =  r  =  ^r^  —  ard  cos>|»  -|-d', 

J  J  J   V"**— 2rdcos<p-t-d' 

l'intégration  devant  s'étendre  par  rapport  à  r  depuis  r=  =o 
jusqu'à  r  =  R  ;  par  rapport  à  ^  depuis  ^  =  o  jusqu:B>'à 
ip  =  TT  ;  par  rapport  à  (f  depuis  f  =  o  jusqu'à  f  =  27r.  U  xie 
double  intégration  par  rapport  à  ip  et  ^  donne 

I      [d4-r—v^(r  — d)']î4^, 
o  d 

équation  dans  laquelle  il  faudra  toujours  prendre  paur 
v'(r — d)'  la  valeur  positive  du  radical.  Donc^  puisque  d  esi 
toujours  plus  petit  que  R,  on  aura  ^ 

jf%  +  r-v/,73d7]rj=jf'[(d  +  r)-(d-r)]i:^ 

=  Jo     —  U    '"'" 
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Sabsdtoant  cette  Tâleor,  on  trouve 

et  parce  que  d*=  (x  —  g)*  4-  (  J  —  ^)*  "*-  (^  —  C)*^ 

d^où  l'on  tire,  en  difierentiant , 

i  7  i 

D, U'  =  I  nAmo  (z  -  Ç)>       ^]  U'=  |  Tr^mp , 

et,  par  conséquent, 

D'  U'  4-  D'  U'  -f-  D'  U'  =  Aï')  U'  =  4 tt  â/w  0 . 

Pour  ]e  reste  du  corps  attirant,  on  a,  comme  on  Ta  vu 
précédemment, 

on  aura  donc,  en  ajoutant, 
D)U  +  D^U  -h  D]U  =  A(»)U  =  AOU'  H-  A('W  =  47rXwp , 

P  étant  à  la  fois  la  densité  du  corps  attirant  et  du  point 
ixtatériél  attiré  qui,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  fait 
partie  de  ce  corps.  On  peut  regarder  cette  dernière  for- 
mule comme  générale,  ou  Tétendre  aux  deux  cas  du  point 
attiré  extérieur  et  du  point  attiré  intérieur,  en  admettant 
^ue  lorsqu'il  s'agit  d'un  point  situé  à  l'extérieur  du  corps 
attirant,  la  densité  p  est  nulle.  A  la  surface  même  du 
^*orps  attirant  DiU  aura  deux  valeurs  égales  à  celles  que 
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J  1  I-      •  1  A(D,U)  , 

prend  aux  deux  limites  le  rapport  — ^ '  pour  des  va- 
leurs infiniment  petites  positives  ou  négatives  de  ^jr 
D^U  et  D^U  auront  de  même  en  général  deux  valeurs 
de  sorte  que  dans  ce  cas  Texpressioni 

D' U  -h  D'  U  -+-  D'U= A(OU 

aura  en  réalité  huit  valeurs  distinctes. 

210.  Si  la  distance  du  point  attiré  au  corps  attirant 
très-grande  par  rapport  aux  dimensions  de  ce  corps, 
peut  dans  le  calcul  de  la  fonction  des  forces  U  dévelop^-^ 

la  quantité  -  en  une  série  ordonnée  suivant  les  pnS 

sances  et  les  produits  des  coordonnées  x,  y,  z.  Si  Ton  f^ 

OA  =  (x'-h^» -h  «»)  =  /?, 


on  aura 


1  -- 

-  =[/{' —  2(xxH-^y -H  zz) -f-(x»-+-y'-f- /*)]   ' 

1       .rxH-^y-hzz 

et,  par  suite, 

-  '""  [i  J ''"' + ^» /"''■"  +  i'jy'"*  -+-  w  j^'^'" 

(.rx4-jy-+-sz)'rfm ^  /  (x»-+-y2-f-z')f/ni 

.- ' "■■ '. 1 

Si  maintenant  on  prend  pour  origine  O  des  eoordoiiu*^ 


2R 
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e  centre  de  gravite  G  du  corps  attirant,  et  qu'on  appelle 
:  la  masse  totale  de  ce  corps,  on  aura 

ij  par  suite, 

U  =  — Xm     ^-H^  I  (itx-hxy-^zzydm 

>w  si  la  distance  R  est  très-grande  relativement  aux  coor- 
onnées  x,  y,  z,  on  pourra  réduire  cette  valeur  de  la' 
traction  des  forces  a  son  premier  terme,  et  Ton  aura, 
tar  conséquent , 

D=-*m^,     X=Am^,     Y=//wi^,      Z=//w^. 

Lia  résultante  de  ces  trois  composantes  de  Tattraction 

»era  égale  à  j  et  elle  s'exercera  sur  le  point  A  dans 

la  direction  AO  Ou  AG.  On  en  conclut  ce  théorème  fon- 
damental :  Si  la  distance  du  point  matériel  attiré  est 
^'grande  par  rapport  aux  dimensions  du  corps  alti- 
Wif,  l'attraction  exercée  est  sensiblement  la  même,  en 
gnindeuret  en  direction,  que  si  la  masse  entière  du  corps 
^Xdrant  était  réunie  en  son  centre  de  gravité, 

211.  Considérons  le  cas  où  le  corps  attirant  est  une 
couche  sphérique  concentrique  et  homogène  dont  nous 
prendrons  le  centre  O  pour  origine  des   coordonnées. 

Appelons  R  la  disUuce  OA  =  v^x*-hj*4- «'  du  point 
attiré  au  centre,  P  un  élément  de  la  couche  sphérique 

sensiblement  concentrée  au  point  P  ;  OP=r=  v'x'-hy*  -|-z* 
k  distance  de  l'élément  au  centre  O;  y  Tangle  qu(;  la 
droite  OP  fait  avec  OA  -,  ^  l'angle  que  le  plan  OPA  fait 
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av(^  un  plan  fixe  arbitraire  passant  par  la  droite 
et  R«,  les  diamètres  intérieur  et  extérieur  de  1. 
sphérique  ;  r  la  distance  PÂ  du  point  attirant  P 
au  point  attiré  A  (x,  y^  z)-^  p  enfin  la  densité 
de  la  couche  sphérique  homogène  :  on  a  dans  1 
tuel 

r>  =  R» — 2Rrcos^-|-r% 
et  la  fonction  des  forces  U  est  donnée  par  Téquat 

les  intégrations  ayant  lieu  par  rapport  à  r  depi 
jusqu'à  r  =  R^^  par  rapport  à  y  depuis  ç  =  i 
ç  =  TT  -,  rnfin  par  rapport  à  ^  depuis  ^J*  =  o  j  usqu^' 
Intégrant  d'abord  par  rapport  à  ^,  on  trouve 


U  =  —  7,1: kmù  I       rr/r  I  — - 

Xi  X    VR'-stRr 


\^dff 
cos<p- 

Mais  on  a 


/; 


^    ^  =--  v^R^  — ?.Rrcos(p-t-  r' 

V'R*  —  ?.  R  rcos 7  -4-  r'       ^ 

le  radical  devant  toujours  être  pris  avec  sa  valeu: 
|)Osilive.  On  aura  donc,  si  R  est  plus  grand  que 
à  r, 

u»         p  =R[(R-Hr)-(R~r] 

yl^  —  2R'*cos<p-h  r^       "^ 

et  si  au  contraire  R  est  plus  petit  que  r, 

f^  rsino^/v  1 

— =L=^=  =  -[(r-hR)-    r-R 
V^R'  — 2Uicos^-hr       1'^ 
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Subfttitaani,  on  trouve  : 
I  1°  Si  le  point  attiré  est  extérieur  à  la  couche  spbérique, 

'      et  par  conséquent  R  toujours  plus  grand  que  r  (fig.  45)? 

,        C^^iv'dT          4^^'wpfI^;-R;)           km  a 
V=-^.AmpJ^^     -R-= 3R = R^' 

fi  étant  la  masse  entière  de  la  rouche  sphériquc.  Si,  après 

avoir  substitué  pour  R  sa  valeur  ^x*  -hj^  -f-  z*,  on  diffé- 
rer! lie  tour  à  tour  par  rapport  à  x^jy  z,  on  trouvera 

X  =  D,U=i^^Y=D,U  =  £^,Z=D.U  =  ^. 

La  résultante  de  ces  trois  composantes  donne  pour  Tat- 
traction  de  la  couche  sphérique 

A  mu    I  km  a 

Comme  cette  résultante  agit  en  outre  dans  la  direction 
du  rayon  de  la  couche,  il  en  résulte  que  l'attraction  d'une 
couche  sphérique  homogène  et  concentrique  sur  un  point 
extérieur  est  absolument  la  môme  que  si  la  masse  tout 
entière  de  la  couche  était  réunie  ou  condensée  en  son 
1    centre. 

^^  Si  le  point  attiré  est  situé  en  dedans  de  la  couche, 
8»  par  conséquent  R  est  toujours  plus  petit  que  r  (^fig-  46)? 

U  =  27rX/wp/       2r</r  =  —  27r^/»p  (r)— RM. 

Les  composantes  de  Tattraction  seront  données  par  les 
équations 

X=:D,U=o,     Y=D^U  =  o,     Z  =  D,U  =  o; 

'  attraction  exercée  par  une  couche  sphérique  homogène 
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el  concentrique  sur  un  poinl  intérieur  est  donc  absolu- 
ment nulle. 

3"  Si  le  point  attiré  est  situé  dans  la  couche  sphéritpie 
même,  et  que  Ton  ait,  par  conséquent,  R  <  R„  mais 
R>R,  (/g'.  47)»  on  aura 


r^e         f^  rsin 

U  =  — 27rX/Wû  I       rdr  I         ,^  -- 

Vr  Jo     V^R'— 2R 


fffiff 


rcosf  -h  r' 


Comme  R  est  toujours  plus  petit  que  r  dans  la  première 
intégrale,  toujours  plus  grand  que  r  dans  la  seconde  in- 
tégrale, on  aura 

On  en  déduit  pour  les  composantes  de  Tattractiou 

A  =  DxU  =  -TrA^/wp ,. 

Y=D,U  =  |.^„,p(^'-R-)->', 


R 


3 


4  (R3_R-^    - 

3          '^  R» 

La  résultante  ou  Tatlraction  totale  sera  par  conséquent 
4     .       R  —  R-    /- 4  R^  — r' 
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1.  elle  s* exerce  dans  le  sens  du  rayon  de  la  couche  sphé- 
que. 

On  serait  arrive  au  même  résultat  si,  par  Fintermé- 
iaîre  d^une  troisième  sphère  ayant  pour  rayon  la  dis- 
inceau  centre  du  point  attiré,  on  avait  partagé  la  couche 
phërique  en  deux  autres  couches  concentriques,  Tune 
Ktérieure,  l'autre  intérieure,  par  rapport  au  point  attiré. 
\n  effet,  l'attraction  exercée  par  la  couche  extérieure  est 
lentiquement  nulle,  tandis  que  l'attraction  de  la  couche 

itérieure  s'cxerçant  comme  si  sa  masse  ^  Tip  (R'  —  R!  ) 

Uit  réunie  en  son  centre  de  gravité,  serait  égale  à 


4        R^  -  r; 


3 


2 


i  R«  est  nul,  c'est-à-dire  si  la  couche  sphérique  se  change 
1  une  sphère  pleine,  la  résultante  devient 

—  TT  km  p  R , 

•  Ton  en  conclut  que  l'attraction  exercée  par  une  sphère 
onicgène  sur  un  point  situé  dans  son  intérieur  est  di- 
ictement  proportionnelle  à  la  distance  au  centre  du  point 
:liré. 


Si2.  Les  valeurs  de  la  fonction  des  forces  et  de  Tattrac- 
on  auxquelles  nous  sommes  arrivés  dans  les  numéros 
ui  précèdent,  peuvent  se  déduire  sans  peine  des  é({ua- 
ions 

D'U4-  D'Uh-D'U==o, 
ta 

D^V-h  D'U  4-DÎU  — 47t/wp, 

\ni  ODllieu,  la  première  quand  le  point  vsl  extérieur,  la 
I.  3o 
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seconde  quand  le  point  est  intérieur  au  c<irps  attirant  c»^ 
en  fait  partie. 

En  eflel,  rtxjuation 

donne 

'  R       R«         ^  R       R^         '  R       R*' 

par  conséquent 

d:u  =  d^u(d,r)'+d„ud:r=^d;,u-h^d,ij-^ 

d;  IJ  =  d;  0  (D,R)'+  D„  U  d;:  R  =  ^;  d;.U  -+-  i  D„  U  -g 

d; u  =  d; u(d.r)'+d, ud; r  =|, d- ii  +  i  DrU-^. 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

D'U-hD'  U4-D   U  =  D;.U  -h^  D„U. 
On  anra  donc,  pour  un  point  oxtéricnr  au  corps  attiran 

pour  un  point  extérieur  ou  adhérent  au  corps  attirant 

Puisque  la  couche  ou  anneau  sphéri(|ue  est  complétemei 
symétrique  par  rapport  à  la  distance  R  du  point  attir 
la  fonction  des  forces  U  doit  être  une  fonction  de  Rscu 
de  plus,  rattraction  de  la  couche  doit  nécessairenac 
s'exercer  dans  la  direction  de  la  droile  R  et  être  égal*^ 
I)iilJ.  Les  premiers  membres  des  é<]nationsqni  précécl* 
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scMit  donc  des  diATërentielles  exâcies  oa  complètes.  De  fait, 
multipliées  par  R*  el  int^rées,  elles  donnent  dans  le  cas 
oii  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  du  corps  attirant, 

R'  D^  U  =  constante, 
«^t  quand  ce  point  attiré  fait  partie  du  corps  attirant 

R*D,^U=  ^izkmp  I  R'rfR  =  I  r^mpR' -4-  constante. 

Admettons  que  le  point  attiré  est  tout  à  fait  intérieur  h  la 
oouche  sphérique  ou  que  R  est  toujours  plus  petit  que 
1\, ,  on  a  alors 

R2  D^  U  =  constante  ; 

et  Tattraction  D,^IJ  est  donnée  par  l'cquation 

^  ,,       const. 

Poiu»  déterminer  la  constante,  on  peut  remarquer  que 
si  R  est  nul,  ou  que  si  le  point  attiré  est  situé  au  centre 
de  la  couche,  rattractiou  D^U  doit  être  nulle;  la  con- 
stante est  donc  toujours  égale  à  zéro,  et  par  conséquent 
Tattraction  est  elle-même  toujours  nulle  tant  que  le  point 
est  dans  l'intérieur  de  la  couche.  Comme  d  ailleurs  celle 
attraction  est  une  fonction  continue  de  R,  elle  sera  en- 
core nulle  lorsque  R  sera  égal  h  R,  ou  que  le  point  attiré 
sera  situé  sur  la  surface  intérieure  de  la  couche  sphé- 
rique. 

Admettons  en  second  lieu  que  le  point  attiré  fait  partie 
de  la  couche  attirante,  Tattraction  sera  dans  ce  cas 


*^  3 •       K' 

€l comme,  en  raison  de  la  continuité, elle  devra  approcher 

3o. 
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de  zoro  à  nicsuri;  qiu!  Il  s'approchera  de  R, ,  la  constante  C 
devra  ôlre  égale  à  — R,%  et  Ton  aura 

T\   TT       4     /     ^^  —  R| 

D,.U  =  -7rX//ï — j^ 

Sur  la  surface  extérieure,  ou  lorsque  R  =  R„  rattractior" 
Je  viendra 

4     ,       Rr  —  Ri         ^'^  pi 
3  R.  R. 

Supposons  enfin  que  le  point  attiré  est  tout  à  fait  exté- 
rieur à  la  couche  sphérique  attirante  ou  que  R  est  toujours 
plus  grand  que  R^  ;  on  a  de  nouveau 

Lorsque  R  deviendra  égal  à  R^,  celte  équation  doit  don 
ner  pour  D|(U  la  valeur  que  nous  avons  trouvée;  lorsqu^mp 
le  point  attirant  était  situé  à  la  surface  extérieure  de  ^ft^ 
couche  sphérique^  on  drvri>  donc  avoir 

à  i      * 

R,         H. 

(îl  par  coiiscquont 


Les  valeurs  trouvées  pour  Tattraction  par  celte  sccon  <J*^ 
méthode  coïncident  pleinement,  on  le  voit,  avec  celles  A  ^'* 
nnméros  précédents. 

213.  Les  mêmes  théorèmes  relatifs  à  l'attraction  tro  "•-*  ' 
vent  leur  application  lorsque,  au  lieu  d'être  enlièremcr  "^^^ 
homogène,  la  sphère  se  compose  de  couches  de  densi 
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«ISflërenle,  mais  uniforme  poar  chaque  couche:  puisque 
l^attraction  totale  est  nécessairement  ^ale  k  la  somme  des 
Attractions  des  couches  individuelles.  Or  si  le  point  est 
oictërieur  à  la  sphère,  il  est  attire  comme  si  la  masse 
entière  de  la  sphère  était  réunie  en  son  centre;  ci  la  ma- 
nière dont  la  densité  varie  d'une  couche  a  Tautrc  est  tout 
â   fait  sans  influence  sur  Tattraction  exercée.  Si  le  [Htint 
.attiré  est  situé  dans  Tintérieur  de  la  sphère,  on  peut  cou- 
ocvoir  une  surface  sphérique  concentrique  qui  passe  par 
cre  point  ;  Pattraction  de  la  couche  extérieure  (*st  nulle  et 
l'on  n'a  plus  à  tenir  compte  que  de  celle  de  la  sphère 
intérieure.  Mais  pour  arriver  dans  ce  cas  à  trouver  l'ex- 
pression générale  de  l'attraction  exereée,  il  faudra  néc'cs- 
sairement  connaître  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie 
<l'une  couche  à  Tautre. 

Admettons,  par  exemple,  qu'à  partir  du  centre  elle  di- 
minue en  progression  arithmétique,  qu'au  centre  elle  est 
cigale  h  |0o)  et  qu'à  la  distance  r  du  centre  elle  devienne 
p9  —  cr.  Ap]>elons  comme  précédemment  R^  le  rayon  ex- 
térieur de  la  sphère,  R  la  distance  au  conlre  du  ]M)int 
attiré,  R  étant  plus  petit  <|ue  R...  La  masse  du  noyau 
sphérique  sur  lequel  pose  le  point  iUliré  rera  alors  égale  à 

Cleile  niasse  eoneenlrée  an  centre  exercerait  niie  alhae- 
tion  égale  a 

;i[4„K3(p._|cK)  =  f.^«,R(,.-|ci;)], 

^t  celle  attraelion  sera  par  eonsé(|ueut  celle  exercée  |»ar 
'*  sphère  enlière.  L'allraclion  bur  un  point  intérieur  dans 
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l'hypothèse  d*uue  densité  uniformément  décroissante  k 
partir  du  centre  est  doue  la  différence  de  deux  termes, 
dont  Tun  est  simplement  proportionnel  à  la  distance 
au  centre  du  point  attiré,  dont  Tautre  est  directement 
proportionnel  au  carré  de  cette  même  distance. 

214.  Considérons  le  cas  où  le  corps  attirant  est  un  el- 
lipsoïde homogène  dont  la  surface  a  pour  équation 

x'        v'        '/? 
il'         0*        c 

Conservons  les  mêmes  notations  i{ue  précédemment,  cl 
calculons  d'al>ord  la  fonction  des  forces  donnée  par  IV- 
quation 

Tintégralc  de>ant  s^élendre  à  toutes  les  valeurs  de  x,  y.   v 
qui  satisfont  à  la  condition 


x'       v=       z' 


a'        0*        r' 


Pour  intégrer  on  ))eul,  suivant  une  méthode  pro|K)séc 
d'abord  par  Lejeune-Dirichlet,  commencer  par  étendre 
les  limites  deTintéi^rale,  en  nmllipliant  Tcxpression  à  in- 
téi;rer  par  le  fa c leur 

(|ui  est  égal  à  l'uni  lé  aussi    longlenips  que  le  trin« 

X'  V"  '/.' 

-  H-  -^ — I — '-  est  plus  i»elil  ciue  i,  et  ciui  est  nul  (luat 
*  ••»'  nlus  i;ran«l  que  Tunilé  (vo)cz  no»  Lt 
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de  Calcul  intégral,  p.  '^69).  On  aura  ainsi 

les  intégrales  relatives  à  x,  y,  z  s^ëtendant  actuellement 
de  —  00  à  +  oc  .  Pour  simpliBer  le  calcul  on  peut  encore 
substituer  à  Pint^rale  qui  précède  la  suivante 

qui  a  la  même  partie  réelle,  ou  qui  n'en  diflfère  que  par 
un  terme  imaginaire.  Pour  faire  passer  aussi  en  cxj)osant 
la  quantité  variable  r,  on  peut  recourir  à  Tintcgrale  dé- 
finie (Calcul  intcgraly  p.  809) 

d'où  l'on  tire 

subsliiuanl  pour -sa  valeur,  on  trouve 


\]'.zz. zr-î^ i- I  I         -f^d-^ 

r-  r""  f"  f(:S-H':-)^"'^|v-'  ^  ^ 


X 
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OU  bien,  eu  mettant  pour  r'  sa  valeur. 


c 


s 


•QO 
«/ — OO 
t/ — oc 

Or  on  a  [Calcul  intégral,  p.  3i()) 


I 


QO 


f. 
OO 


— ^»i 


« ./« 


_     ,_        -^ 


V'2  / .         0' 


Les  deux  autres  intéf^rales  relatives  à  y  cl  à  z  scraicnl 
données  par  des  équations  toutes  semblables,  et  en  substi- 
tuant on  trouvera 


U'  = 2  km  ç,  y' —  I 


•  -  •>       «  o 
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e  intégrale  se  simplifiera  beaucoup  si  Ton  remplace  <ff 

ine  nouvelle  variable  ;(  déCnie  par  réquatîon  ^  ==  -  . 
losant,  en  efîet,  pour  abréger. 


rouvera  par  la  substitution  de  ;(  à  ^  • 


y«3C  /•  30 


,/y,/^. 


\/(-^)(-j)(-i) 


partie  réelle  de  cette  intégrale  donnera 
/       sin«/  sm  (jflp 


v/('+è)(-f.)0"?) 


lifféren liant  par  rapport  à  .r,  on  aura  la  composante  \ 
attraction  suivant  Taxe  des  x, 


tly 


■I 


v/('+f)"('*p){-?) 


X  ■ 


bf 


) d'ailleurs  (Calcul  intégraL  p.  269) 

ros  f7epsin  ep^/'v         7r 

^—    — -,         SI       '7<|, 

.  C»  2 


».  o 


/        cosTç  siii»^/', 

%'0  T 
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Il  se  présente  donc  deux  cas ,  suivant  que  le  point  atdié 
est  intérieur  ou  extérieur  à  Fellipsoïde.  En  effet  : 
1°  Pour  un  point  attiré  intérieur,  on  a 

et,  par  consécjuent,  aussi 


Xr^ 


COSfffSinfaf         77 


i 


—  5 


\/('**)"  (■"?)(•*?) 


2"  Pour  un  point  attiré  extérieur,  on  a 

jr'        r'       X' 

;p  +  ^  +  p>'. 

lît,  par  suite,  o*^  i  })our  ^  =  o,  et  tant  que  y^  n'aura  paj 
atteint  la  valeur  correspondante  à  Téquation 


.r*  v'  r' 


-h  T.: h  -^ =  I  ; 


''^  +  X        ^  "^  X       '*"  "*" 

à  partir  de  cette  valeur  de  x  jusqu'à  Tinfini ,  ou  aura  au 
contraire  o"  <;  i .  Si  nous  représenions  par  Xi  la  racine  po- 
bitive  unique  de  Téquation  C7  =  i,  l'intégrale  qui  donne X 
pourra  n'être  prise  par  rapport  à  x  que  depuis  j(  =  X* 
jusqu'à  ^  =  00  ;  on  aura  donc  dans  ce  cas 

9.7:  Arripx   (  ri  y 


■"  \/(";^)(;'-,f)(-,4) 
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lis  celte  réduction  est  moins  une  question  de  méca- 

que  qu'une  question  de  calcul  int^ral  et  nous  ne  nous 

irrèterons  pas. 

On  trouvera  de  même  pour  les  deux  autres  composantes 

{attraction 


'ly. 


~  '•  J 


'Jy. 


S  intégrations  devant  s'étendre  pour  un  point  intérieur 

0  à  00  ,  pour  un  point  extérieur  de  ;(i  jusqu'à  oo  .  Ces 
Ivraies  se  ramènent  par  les  méthodes  ordinaires  aux 
tégrales  elliptiques  de  premier  et  de  troisième  ordre. 

21S.  L'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  intë- 
:ur  ne  change  pas  ou  reste  la  même  lorsque  ses  axes 
dissent  ou  décroissent  ensemble  dans  le  même  rapport, 
i  tant  que  rellipsoïde  reste  semblable  à  lui-même.  En 
Sst,  si  l'on  calrule  au  moyen  des  formules  établies  dans 

1  paragraphes  précé<lents  l'attraction  d'un  ellipsoïde 
»nt  les  demi -axes  seraient  (i-f-o)»,  (i-|-5)fc,  (i-hojc 
run  point  intérieur,  on  trouvera  pour  la  composante 
livant  l'axe  des  x 


, 2r:kmftX 

r 


''■/. 


V  L'  "^M^V-'J  L"^  vi^A V^ (TâjvJ' 


•^'s  si  1  on  pohc  : ~-  ^-  y'  oi  nui-  1  on  i(îmarcnu'  ciuc 


-  0 
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]>our  X^^  ^  '^^  SLura  y^  =  o,  pour  j^  =  00  ,  jr'  =  00  ,  0 
aura 

'  "'  •'"  v/(-i;)'(-ï)(-^) 

c'est-à-dire  qu'on  retombe  exactement  sur  la  valeur  de  ? 
ou  sur  la  composante  de  F  attraction,  exercée  par  rclli| 
5()ïde  dont  les  demi-axes  étaient  a,  bj  c.  Il  en  résul 
évidemment  qu'une  couche  ellipsoïdale  homogène  term 
née  par  deux  ellipsoïdes  concentriques  et  semblables  ou 
axes  proportionnels  n'exerce  aucune  action  sur  un  poii 
situé  dans  son  intérieur. 

SMl  s'agit  au  contraire  de  Tattraction  exercée  sur  n, 
point  extérieur  par  rellipsoïde  dont  les  demi-axes  se 
raient  (1  -f-o)rt,  {i  -i-o)ô,  (i  -j-  Ô)  c,  on  irou\era  pourli 
composante  suivant  Taxe  dos  a:, 


;^i  riant  la  rarino  réelle  unique  dr  lé  |uatioii 


.r-  >- 


4-  , — : -' 


Mais  si  Ton   pose  - — ^^y- =  j^',   on  aura,  p<»ur;^  =  oo 

y^z=z  Qo  ^  et  pour  x  =  Xi'  X'  =  Xi^  X.  ***•'»'*  '^'^  racine ri«ll 
<lr  ré(|uatioM 


i-r:^—    i    — : — ■  "^  «  < 


/ï'  -hx       ^'-^  y'      *"  4  / 
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laquelle  x'=r  ^-    > '  ==  — = — ^^'     z'  =  — ^;  on 

lonc 


iKÂm  ù  [i  -H  ^jx' 


v/Mïï^^^^iM) 


pelant  X  Tauraciion  exercée  par  un  eIli|>soïde  dont 
)is  demi-axes  seraient  a,  i,  c,  sur  le  point  extérieur 
,  z\  On  trouvera  de  même 

1  en  conclut  cpie  si  les  axes  de  l'ellipsoïde  ainsi  que 
tance  à  son  centre  du  point  attiré  croissent  dans  un 
n  rapj)ort,  en  même  temps  que  la  droile  qui  va  du 
e  au  point  attiré  conserve  toujours  la  m^me  dircc- 
par  rapport  aux  axes  coordonnés,  les  composantes 
attraction  et  par  conséquent  l'allraclion  oll(*-nième 
ient  dans  le  même  rapport. 

î.  Si  l'ellipsoïde  proposé  devient  un  ellipsoïde  de 
ution,  les  intégrales  elliptiques  qui  donnent  Tattrac- 
peuvent  se  réduire  à  des  fonctions  circulaires  ou 
ithniiques.  Prenons  pour  axe  des  x  l'axe  de  révolu- 
ce  qui  exige  que  Ton  ait  h  =  c,  il  viendra 


x  =  ? 


) 


cgration  se  fera  différemment  suivant  que  a  sera  plus 
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grand  ou  plus  petit  que  h.  Supposons  d'abord  a  [>6;  < 
aura  alors 

'ly. 


{'*i){'-i)\/'*i 


rzT 


9.a*b^     /v'/i-  — ^' 


(«:_^»)»   \V^«'-*-X  V/ 


Pour  un  point  attiré  înlérieur,  les  limites  sont  o  et  c 

on  aura  donc 

^itkmpb*.r  /          a           .a-^^a* — b^ 
X  = 1^ Tr. —  /       -      -  I 


a' 


Pour  un  point  attiré  «extérieur  les  limites  de  Tintégral 
sont  ;(i,  00  ,  et  il  vient 

^izkmpb^.r 


a'  —  b' 

r  <'/  .  v«M-  y 

X 


^ j  ^a'-r-X^-hy/a'—b'  ___         n        1 

;(,  étant  donné  par  Téquation  du  second  degré 


Si  «  est  plus  petit  que  b^  on  aura 

dy 


=  I  . 


H-^)l  ï-h 


^)v/-è 


p./ï^6'    /         I                           Jb^  —  n^  I        \ 

=r ( arc  tancj  — |  -f-  ' 

on  on  conclura  :  dans  le  cas  d'un  point  attiré  inlérîci^ 


— '-    -     I --^    —arc  tani'      -    |  : 
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dans  le  cas  d'un  point  extérieur 

X4  itkmoab^x 

,  —  -:--    an-  tang  -7 • 

Vfl»  -+-  X»     V  ^'  —  "'  V  «^  "^  X'  J 

Les  deux  autres  composantes  de  l'attraction  exercée  par 
Tellipsoïde  de  révolution  seront  données  par  la  formule 


Y  _Z_  27r 


^^^p    /* ^x    _ 


Or,  si  fl  >  t, 


IH- 


F.)V-s 


0 
0' 


fl6*    r  I  sJx-^a^-^-yla^—b^   ^X-i-^'l 

On  aura  donc,  dans  ce  cas,  pour  un  point  intérieur 


Y  _Z 

r  ~"  2 


®t  pour  un  point  extérieur 

X      Z 

r  ""2 
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Si  au  cou  Irai  re  a  <^b,  on  aura 

•'z 


{•HN-i 


et,  par  conséquent,  dans  le  cas  du  point  attiré  intérieur, 

X       Z       :inAmûa^b-r          i                          JTmT^i       , 
—  =  -  =  — — — ■ — -—  I  rare  tanc 

et  dans  le  cas  du  point  attiré  extérieur, 


X 


Y       Z 

y      2 

o.r^liniùab' 
""■     b^  —  /i' 

.  arc  tan 

\ib'  —  a- 
il 

,  arctang  —_-=:^^^. ùl  L 

Y     Z 

Les  deux  composantes  Y  et  Z,  par  suite  de  l'égalilé  —=-::*» 

peuvent  se  composer  en  une  force  unique  dirigée  suivant 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  attiré  sur  Taxe  *!<-' 
révolution  :  si  Ton  appelle  Y'  celte  résultante  et  p  la  loii' 
gueurde  la  perpendiculaire  en  question,  on  aura 

Y'  =  VY' -+-  Z'  =  -  v(r-' -H 2'  =  -/^. 

Admettons  que  Texcentricilé  de  l'ellipse  est  irès-pelilc;     *'' 
en  supposant  d'abord  a^  /^  posons 


— =r,      rr:=^'(i-f-r'), 
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e  étant  une  quantité  très-pctîtc,  on  trouvera 

formules  dans  lesquelles  )(|  est  nul  pour  un  point  attiré 
intérieur,  et  se  trouve  donné  pour  un  point  attiré  exté- 
rieur par  Téquation 

-h  TT^- =  I. 


^'(ï-H^O-hX.        ^'-HX« 

Si  Ton  développe  suivant  les  puissances  ascendantes  de  er' 
et  qu'on  néglige  les  quatrièmes  puissances  et  au  delà,  on 
trouvera 

b^x^c' 


.r=^  -h  r' 


ou,  eu  posant  x*  -f-  />'  =  R',  R  étant  la  distance  du  jioint 
ftttiré  au  centre  de  rdlipsoïde, 


Sî,  revenant  aux  valeurs  des  composantes  de  Tattraction 
^^  les  développe  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e' 
^n  négligeant  les  termes  en  e*,  e*,  etc.,  on  trouvera  : 
I**  Pour  un   point  attiré   intérieur,  cas  pour  lequel 


:i=:o 


t 


X    =  ?  TT  X  W  pX  (   I 7  ^'  )  »         Y'  =  ^  TT /•/#?  pp  (   I  -f-  ~  f?M  • 

a^  Pour  un  point  attiré  extérieur,  ;i^i  ayant  la  valeur 
t.  3i 
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précédemment  délerminée, 


Supposons  en  second  lieu  a<^h^  ou  que  l'ellipsoïde  »> 
révolution  est  un  ellipsoïde  aplati  ;  et  posons 


a 
on  trouvera 


=  #f,      ^'  =  a»(H-i?*j, 


X  = ■  arc  tang     .  | , 

formules  dans  lesquelles  -^^  est  nul  pour  un  point  inté- 
rieur, et  se  trouve  donné  pour  un  point  extérieur  par 
Téquation 

4-  -T7 ^-TT =1. 


On  tire  de  cette  dernière  équation,  en  négligeant  les  poi 
sances  supérieures  de  e*, 

X.  =  (X' +  ^'-«.)  -  ^!^  =  R=  _  «' -  ^. 

Alors,  en  dévelop}>ant  les  valeurs  des  composantes  X, 
et  négligeant  les  puissances  supérieures  de  e',  on  IrC^ 
vera  : 

1**  Dans  le  cas  d'un  point  intérieur  et  de  y^  =  o, 

X=  -^  7r/l/;/p.r  ix^'tA  ,       Y'-  |  rAmopix^  g  À 
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a^  Dans  le  cas  d'un  point  extérieur,  yx  ayant  la  valeur 
[|ui  précède, 

,«      4     ,       à^p  r         /        6a»        3«V\     1 

217.  Appliquons  ces  principes  au  calcul  de  l'attraction 
de  la  terre  sur  un  point  extérieur,  en  tenant  compte  de 
son  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe.  La  forme 
de  la  terre  a  été  partiellement  déterminée  par  des  me- 
sures qui  ont  prouvé  qu  elle  diffère  très-peu  d'un  ellip- 
soïde de  révolution  aplati  dont  Taxe  de  révolution  a  est 
6  356  079-,  dont  Taxe  équatorial  b  est  6  377  398,  dont 

1  excentricité,  par  conséquent,   e=  =0,082. 

Quand  il  est  question  de  la  forme  de  la  terre,  il  est  sous- 
entendu  qu'il  s'agit  de  la  forme  de  la  surface  des  mers  et 
:]es  continents  ramenés  par  le  nivellement  à  l'horizon  des 
mers.  Nous  ne  savons  rien  de  la  structure  intérieure  de 
la  terre,  si  ce  n'est  que  sa  densité  est  bien  plus  grande 
au  centre  qu'à  la  surface  ;  il  a  été  démontré  en  effet  que 
la  densité  moyenne  de  notre  globe  est  deux  fois  plus 
grande  que  celle  des  minéraux  et  des  terres  qu^on  ren- 
contre le  plus  fréquemment  a  la  surface.  L'hypothèse  la 
plus  naturelle  relativement  à  la  constitution  intérieure 
du  globe  terrestre  est  d'admettre  qu'il  est  formé  d'ellip- 
soïdes de  révolution  concentriques,  d'excentricités  diffé- 
rentes, mais  toujours  très-petites. 

Pour  trouver  l'attraction  exercée  par  un  semblable  el- 
lipsoïde, cherchons  d'abord  celle  qui  correspond  à  une 
couche  ellipsoïdale  infiniment  petite  dont  a  serait  l'axe 
de  révolution,  da  l'épaisseur,  e  l'excentricité,  et  0  la  den- 
sité. On  trouvera  les  composantes  de  cette  attraction  en 

3i. 
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diiTéreiitiaiit,  par  rapport  à  a  et  regardant  p  et  e  commo 
constants,  les  valeurs  trouvées  précédemment  ;  c'est-à-dire 
que  l'on  aura 

Intégrant  maintenant  par  rapport  à  a  depuis  a  =  o  jus- 
qu'à a=z  a^  a  étant  Taxe  de  révolution  de  la  terre,  mais 
en  considérant  cette  fois  la  densité  p  et  rexcentricité  e 
comme  des  fonctions  de  a,  on  trouvera  pour  les  compo- 
santes de  Tattraction  de  la  terre  parallèles  et  perpendi- 
culaires à  Taxe  de  révolution 

ou  bien,  en  posant,  pour  abréger, 

I)  étant  une  quantité  très-petite  de  même  que  e*, 

Si  Ton  connaissait  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  et 

rexcentricité  varient  avec  Taxede  révolution  de  la  couche 

.    ellipsoïdale,  on  pourrait  calculer  les  intégrales  A,  B,  et 

par  elles  Tat  traction  totale  de  la  terre.  En  T absence  de  ces 
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données  fondamentales,  on  peut  néanmoins  obtenir  ap- 
proximativement les  valeurs  de  ces  intégrales  quand  on 
connaît  la  valeur  de  rattraction  terrestre  en  un  lieu  dé- 
terminé. 

Admettons  d'abord  que  le  point  attiré  est  situé  à  la 
surface  de  la  terre;  appelons  X  la*  latitude  géographi- 
que, c'est-à-dire  Tangle  que  la  normale  en  ce  point  fait 

avec  1  equateur,  et  s  =  ^ I  excentricile  a  la  sur- 
face de  la  terre  -,  on  aura 

asmX                     2 ( I  H-  i' ) CCS X 
*  — j      p  = 


^1  -j-  f"  cos-  A  ^  I  -K  »=*  cos-  À 


a  ^  IH-  (  2 1'  -+-  f*  )C08=  A 

R  ^z  — 


Ou  bien,  en  développant  suivant  £*  et  négligeant  ses  puis- 
sances supérieures, 

X  =  a %in\  l  i e' cos=  X  j  » 

/9=acosX|  i-h-iM  I cos' à)  L      R==a  (  ih — «-cosO. ]• 

Substituant  ces  valeurs,  et  négligeant  avec  e*  les  petites 
grandeurs  e^B  qui  leur  sont  comparables,  on  trouvera 

X= -î ; ((A  — B)4-cosn  /-B  — ai'AJ  U 

T=3 . (A-f-«=A— 2B)-+-cos»X  UB  — 2f»Aj     • 

Le  mouvement  diurne  de  rotation  de  la  terre  autour  de 
son  axe  fera  nailre  une  force  centrifuge  normale  à  cet 
axe  et  égale  en  intensité,  comme  on  le  prouve  en  dyna- 

'uique,  à  — ^  v  étant  la  vitesse  du  |)oint  attiré.  Si  Ton 
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prend  pour  unité  de  temps,  la  seconde  de  temps  moyen, 
comme  dans  un  jour  stellaire,  il  y  a  86 164 «09  secondes, 
on  aura 

en  appelant  co  pour  abréger  la  vitesse  de  rotation^  ■  ' 

Cela  posé,  la  force  centrifuge  sera 


mv 


=  m  fd-p  =  m  w-  a  ces  X     i  4-  r  I  1 cos'  \  \  1 


La  composante  Y'  de  l'attraction  normale  à  Taxe  est  di- 
minuée de  la  force  centrifuge,  et  devient,  par  conséquent, 
Y' — mtù^p.  La  résultante  de  cette  nouvelle  force  et  de 
la  composante  X  sera  précisément  le  poids  du  point  at- 
tiré, et  Tangle  9  que  sa  direction  fera  avec  Téquateur  sera 

donné  par  Véquation 

X 

lanc  0  =  -— 

t>         Y'— ww=/? 

Mais  la  direction  de  la  pesanteur  doit,  comme  nous  le 
prouverons  dans  l'hydrostatique,  être  normale  à  la  sur- 
face des  mers,  ou  devra  donc  avoir  0  ==  X  et,  par  consé- 

(|uent, 

X  Y'  —  mt^^p         X 

tang>=- — • : =  -^-r-. 

I  — /ww7>  eus  A  sin  A 

Substituant  dans  celte  équation  les  valeurs  deX,  de  Y'  et 
de  mtù^p^  on  arrive  à  Téquation  de  condition 

^—7-    (A  — B)-f-cos-A  (A  —  ?.£-B 


--  nita-  r  I  i  -j- 


.'(.-  -^os^))] 
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ouj  en  raduisant, 

«'«fi-l-t'  /i— ico$=A)l  =  i^(«-A  -B). 

Comme  cette  équation  doit  subsister  pour  toutes  les  \a- 
leurs  de  1,  il  faut  nécessairement  que  u'a  soit  une  quan- 
tité de  même  ordre  que  e'  ou  comparable  à  e'«  et  cette 
remarque  permet  de  réduire  Féquation  qui  précède  à 

L.a  grandeur  de  la  résultante  des  composantes  de  l'attrac- 
tion diminuée  de  la  force  centrifuge,  ou  le  poids  P  du 
point  attiré  est  en  outre  donné  par  l'équation 


V         \        tung'X/        sinx 
OU  bien,  en  substituant  pour  X  sa  valeur, 

-- ;^(A  +  -B-..'AJ+l-5-^..'A--B)s.n-X 

(A4-|B-...A)  +  4:L^[f(.=  A-B)_i.'A]«o.X. 

•^'ï  en  remplaçant  e*  A  —  B  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion «'a  =^  (e»  A— B), 

^rc  km  f  3 


m 


l-w-a   -    -  £- -ï — • —     sin-X. 
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Mais,  comme  nous  le  verrous,  la  niasse  m  est  ^ale  au 
poids  P  divisé  par  la  pesanteur  g^  mesurée  par  la  vitesse 

qu*un  corps  acquiert  dans  une  seconde  en  tombant  dans 
le  vide  ;  on  aura  donc,  en  substituant  pour  m  sa  valeur, 

S^=  -^— T-  (AH — A—  2f»A)-h  (-  w»a 8»-ï— ; — 1  sin»X. 

**^  oc»      \  2  /  \2  2  a'       / 

Si  Ton  faitX  =  o,  on  aura  pour  la  pesanteur  go  à  Téqua- 
teur 

d'où  l'on  tire 

substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  g^  et  négli- 
geant avec  e^  les  grandeurs  qui  lui  sont  comparables  £*B, 
e*  A,  on  aura 

S'a  =  S^.  -+-  (  ^  «'«  -  ^  «'  g^  sin^  A. 

Comme  o)*  a  est  aussi  une  quantité  comparable  à  e',  ou 
peut  à  la  place  de  o)'  a  prendre  une  grandeur  qui  nW  dif- 
fère que  par  une  quantité  de  quatrième  ordre  comparable 
à  6*,  à  savoir  la  force  centrifuge  à  Téquateur  o)'6,  déter- 
minée par  l'équation 


0) 


•»  fi 

et  en  posant  //  = ou  désignant  par  n  le  rapportentr& 

la  force  centrifuge  et  la  pesanteur  à  l'équateur,  on  aurj 
définitivemout 
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Cette  formule,  qui  exprime  la  pesanteur  à  la  surface  de 
la  terre,  a  d^abord  été  donnée  parLapIace,  qui  y  est  arrivé 
par  une  voie  incomparablement  plus  longue  et  plus  dé- 
tournée. 

Les  observations  du  pendule  faites  sur  un  grand  nom- 
bre de  points  de  la  surface  de  la  terre  ont  permis  de  cal- 
cnler  avec  assez  d'approximation  les  valeurs  de  go  et  de 

5         I 

-  w s'  :  on  a  trouvé  ainsi 

2  2       ' 


5 

2 

on  aura  donc 


5         I 
^t  =  9",78o3,    -/î e'  =  0,0051757  ; 


g  y  =  9'",78o3  (  I  H-  o ,  oo5 1 757  sin'  >) 
=  9",8o56(i  —  o,oo258i  cos2>K 

Puisque  Taxe  équatorial  de  la  terre  a  été  trouvé  égal  à 
[    ^^7^98  mètres,  on  aura 

«= =  .^^    r., —  =  0,00^47,       -  /i  =  0,00067  . 

g.         (86164,09)'  g'.  '        ^'         2  ' 

Et  puisque  par  les  observations  du  pendule  on  a  trouvé 

5         I  ^  ,. 

-il j»=  o.ooSio, 

22 

on  devra  avoir 

-8'=  0,00349,     £  =  o,o83, 

valeur  qui  diffère  en  réalité  très-peu  de  la  valeur  0,082 
qui  résultait  des  mesures  prises  et  dont  nous  étions  parti. 

^18.  Des  équations 
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on  lire 

Substituées  dans  les  équations  qui  donnent  les  compo- 
santes de  Tattraction  sur  un  point  extérieur  quelconque, 
ces  valeurs  de  A  et  de  B  donnent 

Appelons  h  l'altitude  ou  la  bauteur  du  point  attiré  au- 
dessus  de  la  surface  de  la  terre,  et  X,  comme  précédem- 
ment, la  latitude  géographique  du  point  correspondant  à 
la  surface,  on  aura 


'  =  asin>  (  I s'cos'a  j  +/<sinX, 


p  =  acosX     I  +  êM  I cosU  )  I  -h  ^  cosX , 


(,-icosu)] 


I                        a 
R  =  a -r  /i  H —  £*cos' A. 7  ( a  -f-  2  /i  cos'  À )  ; 

9.  OL  -^  /i 


ou,  si  la  hauteur  A  est  très-petite  par  rapport  au  rayon  de 
la  terre. 


X  =  (a  -+-//)  sin).  (  I ï'cos^ *Â  j . 

/;  ==  (  a  -h  //  )  ros  À      i  -|-  e'  (  i fOS' a  J 

R  =  ( a  -+    //)  (  I  -f-  -  6-  l'os^  A  1 , 
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en  substituant, 

et' 


a» 


Y'=  i7/^,cos> ; — --— -  f i-h  c' (i  —  1  cos'X)] 


X  {  I  -h 


La  force  centrifuge  agissant  sur  ce  même  point  attiré 
lonr  valeur 

mv^p  =  m w*  (a  H-  fi)  cos"X  =  mvi-acosA  =  m/i^«co3>, 

ce  que  la  petite  quantité  m  Gt>' -  est  de  même  ordre 

I  e^  et  peut  être  négligée.  Il  faudra  diminuer  de  la  force 
trifuge  la  composante  de  l'attraction  perpendiculaire 
ixe,  et  Ton  aura 

^  r       «'            /5          i    A    .   ,^ 
-  mtû'p  =  /WF,  cos À ;-r-  -f-  1  -  /r c*  |  sin '  a 

X 

en  conclut.^; ^  =  tang  i,    et  par   conséquent 

lirection  de  la  pesanteur  à  la  hauteur  h  au-dessus  de 
oriace  de  la  terre  est  la  même  qu*au  point  situé  sur  la 
me  verticale  à  la  surface  de  la  terre;  c'est-à-dire  que, 
me  en  tenant  compte  de  la  force  centrifuge,  la  direction 
la  pesanteur  est  celle  de  la  vcrti<*alc  du  lieu. 
La  résultante  ou   le  poids  du   corps   sera  donné  par 
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réquation 

="'^«(r:^['+(r-r')«»'^]- 

Si  Ton  représente  par  g    la  vitesse  acquise  après  une 

An 

seconde  par  un  corps  qui  tomberait  librement  dans  le 
vide  à  la  latitude  X  et  à  Tahitude  A,  on  aura 

d'où  il  résulte  que  la  pesanteur  à  une  hauteur  au-dessus 
de  la  surface  des  mers  petite  relativement  au  rayon  deit 
terre  est  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dis- 
tance de  ce  point  au  centre  de  la  terre. 

219.  Dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons  négligé  la- 
traction  produite  par  les  continents  élevés  au-dessus  du 
niveau  des  mers.  Soit  AM'B  (Jlg.  48)  la  surface  du  con- 
tinent, DAMBE  la  surface  limite  de  la  mer  prolongée  au- 
dessous  du  continent.  Soient  en  outre  M' le  point  attiré) 
M'M  la  normale  à  la  surface  de  la  mer  prolongée,  h  la 
hauteur  MM',  et  admettons  pour  plus  de  simplicité,  ce 
qui  sera  vrai  avec  une  certaine  approximation,  qse 
MM'  est  aussi  normale  à  la  surface  du  continent.  L'in- 
tensité de  la  pesanteur  en  M',  si  le  continent  AM'B 
n'exerçait  aucune  attraction,  serait,  comme  nous  Pavons 


a? 


trouvé  précédemment,  g^  -. y-^?  g^  étant  la  pesaulcur 
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point  M;  il  reste  à  ajouter  à  cette  quantité  Tattraction 
continent  AM'Bqui  s'^exerce,  comme  nous  le  verrons, 
f ant  MM^  Pour  trouver  cette  attraction ,  désignons 
'  ^  la  densité  du  continent  considéré  comme  une  masse 
nogène,  par  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
sse  perpendiculaires  et  parallèles  à  lUM'  pris  })our  axe 
X,  et  par  r  la  distance  M'P.  Construisons  maintenant 
our  de  MM'  comme  axe  deux  surfaces  cylindriques 
it  les  rayons  soient  y  et  y-+-  rfy,  et  partageons  la 
che  cylindrique  élémentaire  comprise  entre  les  deux 
indres  en  anneaux  circulaires  par  une  série  de  plans 
îzontaux.  La  masse  dm  de  Fanneau  élémcntaii*e  i*en- 
mant  le  point  P  sera 

distance  de  chacun  des  points  de  cet  anneau  h  M'  sera 
Qsîblement 


r  =  ^y'  -t-  z% 

la  composante  parallèle  à  MM'  de  Tattraction  de  Tan- 
siu  sur  M'  sera  par  conséquent 

z  —  «    .      T.'Kkmp'yzdydi 
km dm i— : : —  -> 

trce  que  2  =  0,  puisque  M' est  rorigine  des  coordonnées . 
!oinme,-par  hypothèse,  lout  est  symétrique  autour  de 
Df\  la  direction  de  l'attraction  exercée  par  chaque  an- 
caa  élémentaire  sur  M'  devra  être  dirigée  suivant  MM'  et 
!lre  égale,  par  conséquent,  en  intensité  comme  en  direc- 
ncUon,  k  la  composante  ci-dessus.  Il  l'esté  à  intégrer 
celle  attraction  élémentaire  par  rapport  à  y  et  à  z,  en 
^dant  l'intégration  à  toute  la  masse  du  continent  atli- 
'nit.  Si  nous  supposons  d'abord  que  le  continent  est  un 
cylindre  de  rayon  c  et  d<^  hauteur  sensiblement  constante 
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/i  =  MM',  les  (imites  de  Tîntégrale  seront  pour  y, 
y  =  o,  y  =  e,  pour  z,  z  =  o,  z  =  A  ;  et  l'on  aura  pour 
raitraction  cherchée 

Si  h  est  très-petit  par  rapport  à  c,  comme  cela  a  lieu  pour 
les  très-grands  continents ,  on  pourra  négliger  les  pais-   : 

h 
sances  de  -  supérieures  au  carré,  et  l'attraction  cherchée   | 


sera 


cette  expression  est  indépendante  de  c  à  la  condition  qne  i 

c  sera  très-grand  par  rapport  à  A ,  et  on  peut  la  regarder  ' 

comme  représentant  l'attraction  du  continent  tout  entier;  | 

si  on  la  divise  par  la  masse  m  du  point  attiré  et  qu^cm  j 


a" 


l'ajoute  à  g^ —^  on  aura  la  pesanteur  g>^^  au  point 

M', 


a} 


Lorsqu'on  donne  la  masse  de  la  terre,  ou  du  moins  sa 
densité  moyenne,  on  peut  trouver  de  la  manière  suivanlf 
la  valeur  du  coefficient  k,  La  masse  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  dont  la  densité  est  p,  dont  les  deux  axes  sont 

rt  el  £> ,  dont  1  cxcentricilé  e  = est 

a 
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i  diil«ren lie  cette  expression  par  rapport  à  a,  en  régir- 
p  et  e  comme  constants,  puis  qu^on  intègre  entre  les 
es  a  =  o,  a  =  âr,  en  regardant  cette  fois  p  eie  comme 
onctions  de  a,  on  trouve  pour  la  masse  de  la  terre 


«/o 


(i  -f-  c^)da  =  4^^^' 


substituant  pour  l'intégrale  A  sa  valeur  déjà  trouvée, 


Ton  tire 


n  désigne  par  p"  la  densité  moyenne  de  la  terre,  ou 
D  fait  pi  =1  r.p'a^  (i  -+-  6*),  on.aura 


tituant  en6n  cette  valeur  de  k  dans  celle  de  g,^  et 
géant  avec  e^  les  quantités  du  même  ordre  e*  -9  1-9 


Duve 


densité  moyenne  de  la  terre  est  5,44)  <^elle  de  Teau 

I  ;  elle  est  donc  sensiblement  double  de  celle  des 

raux  que  Ton  rencontre  le  plus  souvent  à  la  surface 
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(le  la  lerrc,  et  si  l'on  fait  *-^  =  -1  on  aura 

P        2 


^ 


/         5 /A  (5") 

d'où  Ton  conclut  qu6  Tattraction  exercée  par  lesla/je^ 
portions  de  continents  qui  dominent  le  niveau  des  men 
a  pour  effet  de  ramener  la  pesanteur  à  ce  qu'elle  serait 
si  le  rayon  de  la  terre  était  plus  grand  qu'il  ne  Test  dans 

le  rapport  de  ^  à  1 . 

220.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  cpe  le  cas  où 
l'un  des  corps  attirants  pouvait  être  ramené  à  un  point 
matériel  sans  dimensions  sensibles  -,  et  nous  avons  actuel- 
lement à  calculer  Fat  traction  exercée  Tune  sur  Tautre 
par  deux  masses  étendues  ou  par  deux  corps  de  dinipa' 
sions  finies.  Désignons  par  a:^y,  z  les  coordonnées  deTun 
quelconque  des  |)oints  du  premier  corps,  par  x',  y',  z'\c^ 
coordonnées  d*un  point  aussi  quelconque  du  second  corps- 
par  r  la  distance  des  deux  points,  par  r/m,  dm'  les  masse* 
élémentaires  ou  de  deux  sphères  infiniment  petites  ren- 
fermant ces  deux  points;  les  composantes  de  Tattractian 
mutuelle  de  ces  deux  points  seront 

/  /  ' 

k  dm'  dm ,       k  ' dm'  dm ,        k dm'  dm, 

,j  f^  ^3 

Ces  trois  forces  attractives  élémentaires,  étendues  à  toi** 
les  points  des  deux  corps  et  composées  entre  elles,  doniï*-"' 
ront  naissance  à  une  force  principale  dont' les  eom] 
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.aotesX,  T,  Z,  et  à  un  couple  priucipal  dont  les  moments 
inéaires  principaux  L,  M,  N  seront  donnés  par  les  équa- 
.ions 


-  dm  dm  ^ 


Y 

- —  dm'  ttm , 


—  dm'  dm  y 


L  =  /•  r  pliZ:^  dm' dm , 
M  =  A  Ç  CifJZj^  dm' dm, 
^=k   r Çf^lZ^^,„'dm. 

Si  le  trinôme  LX  -+-  MY  -f-NZ  =  o  est  nul,  Taitrac- 
tiou  mutuelle  se  ramènera  à  une  résultante  unique,  et  les 
deux  corps  graviteront  Tun  vers  Tautre  en  ligne  droite; 
dans  le  cas  contraire  ils  tendront  en  outre  à  tourner  i^uii 
autour  de  l'autre.  L'intégration  de  ces  équations,  même 
daus  les  cas  les  plus  simples,  ne  se  fait  pas  sans  de  grandes 
difficultés.  Nous  nous  bornerons  donc  h  considérer  le  cas 
très-élémentaire  où  les  deux  corps  qui  s'attirent  mutuel- 
lement sont  sphériques  et  homogènes,  ou  du  moins  com- 
posés de  couches  sphériques  concentriques  et  homogènes. 

Soient  |x  la  masse  de  Tune  des  sphères,  C  son  centre, 
f*'  la  masse  de  la  seconde  sphère,  et  C  son  centre.  L'at- 
traction de  la  sphère  fjt  sur  un  point  quelconque  O'  de  la 
sphère  fi'  sera  la  même  que  si  la  masse  fx  était  réunie 
tout  entière  dans  son  centre  de  gravite  C.  En  outre, 
1  attraction  de  la  masse  fi  réunie  en  C  sur  tous  les  éléments 
0'  de  la  sphère  fz'  est  égale  et  opposée  à  l'attraction  de 
J.  32 


l( 


u 
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la  sphère  fx'sur  C',  elle  sera  donc  la  luèine  que  si  tout» 
la  masse  C  clait  réunie  au  centre  jx'.  Donc  Tattractior 
mutuelle  des  deux  sphères  sera  exactement  la  même  q 
si  leurs  deux  masses  étaient  respectivement  réunies 
leurs  centies,  c'est-à-dire  que  cette  attraction  mutucl^#^     „ 

sera  simplement  égale  à  — ^  9  R  étant  la  distance  d^^^ 

deux  centres. 

Au  moyen  de  la  balance  de  torsion  ou  a  mesurÈ^^,-/ 
quantité  d'attraction  de  deux  sphèi*es  dont  on  connaîs^^^  . 
la  masse  et  la  distance-,  on  a  pu  ainsi  déterminer  la 

leur  de  /• ,  et  on  l'a  trouvée  égale  à  — -^  le  mètre  c:>/  y^ 

kilogramme  étant  pris  pour  unités. 


es 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 


métrique  de  M.  Cbasies  pour  la  détermination  de  rattractton 
>îde».  —  Surfaci^s  homofocales  du  second  degré  et  leurs  pro- 
Lieo  des  pôliïs  d'un  plan  fiie  par  rapp^trt  aux  surfaces  homo- 
Liea  des  sécantes  —  Ci^nes  correspondants.  —  Normales  aux 
lomofocales.  —  Points  correspondants.  —  \ttruction  sur  un 
rieur  cl'une  couche  ellipsoïdale  comprise  entre  deux  surfaces 
iques  et  conc(7ntriqu«*s.  —  Théorème  de  Newton.  —  Attraction 
oint  extérieur.  —  Potentiel;  sa  valeur.  —  Attraction  d*une 
lipsoïdale  sur  un  point  extérieur. — ThéoK'me  d'ivory. — Thëo- 
éraux  sur  Tattraction  des  corps. —  Surfaces  de  niveau  relatives 
ion.  —  Point',  surfaces  et  volumes  correspondants. —  Valeur 
lîtion  exercée  par  un  corps  sur  les  éléments  d'une  surface  de 

•  Volume  conti'nu  dans  un  canal  quelconque  orthogonal.  — 
es  mol«H:ules  et  volume  d'une  couche.  —  Somme  di^  mole- 
iass<>  d'une  couche.  —  Action  d'une  couche  sur  un  point  inté- 

*  un  point  à  sa  surface,  sur  un  point  extérieur.  —  Action 
ar  deux  couches.  —  Passage  de  l'attraction  à  la  rt'pulsion.  — 
1  des  paraboloîdes ;  calcul  de  M.  Rourget.  —  Attraction  des 
;  calcul  de  M.  Mehler.  —  Attraction  cxercéi*  suivant  la  puis- 
dela  distance;  calcul  de  M.  Mathey. 


Quoique  la  théorie  générale  de  rattraction  des 
es,  développée  dans  la  Leçon  qui  précède,  ne 
m  à  désirer,  nous  croyons  cependant  devoir  la 
T  par  l'exposé  de  deux  méthodes  très-remar- 
le  M.  Chasies,  Tune  géométrique,  et  qui  nous 
la  démonstration  des  théorèmes  de  Newton  et 
qu'il  n'est  pas  permis  d'ignorer;  l'autre  analy- 
li  nous  conduit  à  une  foule  de  théorèmes  généraux 
action  des  corps  e^des  systèmes  de  corps.  On  nous 
é  en  outre  d'examiner,  au  moins  en  passant,  les 
s  secondaires  de  Tattractlon  des  paraboloîdes  ou 

32. 
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(les  polyèdres,  et  un  cas  particulier  derattraclîon  en  raison 
d'une  puissance  paire  de  la  distance  autre  que  la  seconde. 

222.  Démontrons  d'abord  quelques  théorèmes  ou 
lemmes  de  Géométrie  qui  trouveront  leur  [)laccdaQs  un 
certain  nombre  de  questions  de  Mécanique  et  de  Physique 
mathématique. 

On  appelle  surfaces  homofocales  des  surfaces  du  second 
ordre  dont  les  sections  principales  ont  les  mêmes  foyers. 
Soient  «,  b,  c  les  demi-axes  d'un  ellipsoïde  :  si  Ton  de- 
mande Téquation  des  surfaces  homofocales  rapportées  â 
leurs    axes,   on  aura,    en    désignant  par  a',  i',  c'  leur 

dcnii-axcs, 

a'2  —  fl'  --  b''  —  ô'  —  c'^  —  c^, 

et  en  désignant  par  u  la  valeur  commune  de  ces  tr 
diflerenres,  on  aura 

«''==«=  4- tt,     b'^z=b^-\-u     et     (/^  =ic^  -h  u; 
l'équation  demandée  sera  donc 


a^  -f-  «         6'  -h  u        c^  -4-  u 


Théorèmk  I.  —  Par  chaque  point  de  l'espace  on  p^^^mii 
faire  passer  trois    surfaces  homojoca/es  à  rel/ipsc^y^/e 
donné  par  Inéquation 


-t        v>        -fi 


11)  --  H-  ^  -h  -r=r  I. 

^     '  yïJ  hi  y.2 


a*        o'        c 


Ces  trois  surfaces  se  coupent  ort/iogonaleiuenf. 
En  effet,  si  dans  l'équation 

'    '  a-  -{-  n         b^  -^  u        c'  -\-  H 


qui  représente  les  surfaces  honiofocales  avec  rdlipsoï 
proposé,  on  regarde  x^j^  z  comme  constantes,  on  obtiei 
une  équation  du  troisième  degré  en  «,  qui  fournit  bi 
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trois  surfaces  distinctes  passant  par  x^y^  z.  Nous  allons 
voîi-  que  ces  surfaces  sont  réelles.  Pour  cela  mettons 
l'équation  en  question  sous  la  forme 

^*(^»-+-ii)(c»-hi/)  -4-j^»(fl»-hi/)(f»H-«)-hc'(fl'-h//){A'-l-ii^ 

—  {a^  -h  u)(ù'  -hn)  ir--4-  «)  — q. 

Si  l'on  suppose  «*>&*]>{?*,  le  premier  membre  de  cette 
[uation  a  le  signe 

-4-    pour  n  --.  —  «', 
—    ...      //  — ■  —  A', 


u  ^=z  —  f*, 


//  r-  -h  X  . 


A    l'inspection  de  ce  tableau,  on  voit  immédiatement 

que  l'équation  (a)  a  trois  racines  réelles  dont  les  valeurs 

^Osolues  sont  comprises  entre  «*  et  &*,  i*  et  c*,  c*  et  4-QC  ^ 

^^  ^vi^eiï  outre  ces  trois  surfaces  homofocales  passant  par 

•^'5  y^  ^  z  sont  d'espèce  didéren le. 

'-€1  surface  qui  correspond  à  la  valeur  de  u  comprise 

^^  ^  ï*c  —  a*  et  —  fc'  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes; 

^^■■Ic*  qui  correspond  à   la  valeur  de  u  comprise  entre 

*  A'  et  — c'  est  un  byperboloïde  à  une  nappe;  enfin 

^   ^«rnièrc  est  un  ellipsoïde. 

^ïous  désignerons  dorénavant  par  1,  f/,  v  les  racines  de 
^^cj  nation  en  ii,  et  nous  poserons 

^  -^   ;  .     fl"»  —  fl»  -h  fl,      //'-^  :-  b^  -h  f*,       C''-'  =  C'  -+-  fX, 

(  0"'=  /i»  -h  V,      b""=  b'  -h  V,      c"''—  c'  -h  V. 

^■^es  équations  de   deux  surfaces  bomofocales  passant 
K^  un  même  point  sont  : 


J-' 

r- 

z" 

-h 

-h 

-3; 

I    , 

a'' 

b'^ 

c'^ 

! 

.r^ 

r' 

ml 

fl"» 

4- 

b"^ 

-h 

^i 

I. 
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Si  Ton  retranche  ces  équations  Tune  de  Taiitre  en  suppo- 
sant x^y^  z  constants,  on  a 


a'^a"^ 


Or,  puisque  Téquation  en  u  n'a  pas  de  racines  égaler 
1  —  fx  est  différent  de  zéro,  donc 


X' 


r 


a'Ui"^       b'^b"^-     c'^c"* 


o. 


Cette  équation  exprime  que  les  normales  aux  surfaces 
considérées  sont  perpendiculaires  entre  elles,  car  —,  ~i 

"^'  -7751  T^'  "T9  sont  proportionnels  respectivement  aux 

cosinus  des  angles  que  ces  normales  font  avec  les  axes; 
donc  les  surfaces  homofocales  passant  par  un  même  point 
se  coupent  orlhogonalement.  c.  q.  r.  n. 

Théorème  IL  —  Le  lieu  des  pôles  d^un  plan  fixe  par 
rapport  aux  surfaces  homofocales  relatii^es  aux  dwei'ses 
valeurs  du  paramètre  u  est  une  droite  perpendiculaire  à 
ce  plan . 

En  effet,  l'équation  du  plan  polaire  du  point  jr,  jy\  z 
est,  en  appelant  2,  y/,  Ç  les  coordonnées  courantes, 

çx  yjj  ^Z 


U 


—  ^=.   l, 
U 


a^-h  u        b^ 

Si  Ton  exprime  que  ce  point  est  fixe,  on  a,  en  désignant 
par  j4j  £,  C  trois  constantes, 

a'-h  u                 b^  -h  u  c^-^  u  __ 
■-  A,      =  Ji,      — ; —  -  -  ^« 

.T  X  z 

Ceci  revient  évidemment  à  identifier  Téquation  du  plan 
polaire  avec  T équation  du  plan  fixe 

.V  Y  z 

h  —  H —  ï. 

A        £        C 
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^*    ^^i::i  Irc  les  équations  précédentes  on  élimine  ii,  «m  a 

Ajc—a*—By—  h^  ~  Cz  —  c=, 

^H.^  ai  tiens  d'une  droite  perpendiculaire  au  plan  fixe.  Cette 
'^^îtc  passe  évidemment  par  le  point  où  le  plan  fixe 
^'^clie  l'une  des  surfaces  homofocales. 

I'hêorèxe  m.  — Si  par  un  point  S  (Jig-  49)  O"  mcrm 
^  nn  ellipsoïde  des  sécantes  SAB  et  par  le  centre  O  les 
'^emi'diamètres  OC  parallèles  à  ces  sécantes,  le  lieu  des 

sécantes  pour  lesquelles  le  rapport  — •.  c.st  constant  est 

OC* 
un  cône  du  second  degi^. 

En  effet,  cherchons  Téquation  de  ce  cône.  Soient  a,  ,3,  y 
les  coordonnées  du  point  S,  et  conservons  pour  l'ellip- 
soïde les  mêmes  notations  que  ci-dessus.  Les  équations 
de  SB  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

X  TTZZ  OL  -{-  p  COS  /, 

X  =  P  ^  p  cosy, 

Z  =  7  -h  p  COS  /-. 

En  substituant  ces  valeurs  de  x,  ) ,  z  dans  Téquation  de 
Tellipsoïde,  on  obtient  une  équation  du  second  degré 
en  p  dans  laquelle  la  différence  des  racines  est  précisé- 
ment AB^  on  a  ainsi 

/acosi     pcosy     7C0s^\*     /a'    p'    7^      \  /cos'/     cos-J    cos'/\ 


{ 


COS*  (        cos^y       cos^  A 


a^  b^  r' 


D'un  autre  côté,  on  a  évidemment 


5H'  = 


COS*  /        ces'/       COS'  k 


a' 


l^tss  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver  donnent. 
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j 

#     1         I  AB         AB    ,  « 

•n  égalant  le  rapport  — j  ou  — ;  a  une  constante  a', 

OC         OC 

.'  / a cos' /        p cos* y        7 ces' XV 

la)     <  ^  ' 

\  /a'       S^       7»         \  /cos^i      cosV       cos»it\ 

Si  nous  remettons  les  équations  de  SA  sous  la  forme 

X  —  a r  —  P_-  —  7 

T  =  ' T    -=  T  5 

cos/  cosy  cosA- 

et  si   dans    la    formule   (a)    nous    remplaçons  j'        n^^ 
(cos* /-h  cos*y  -f-cos'  A)  t*,  Téli  mi  nation  de  i,  /,  A  set  fa/f 
immédiatement,  et  Ton  a,  pour  le  cône  cherché,  Téc^ua. 
tion 


a(x-a^     ,    Pfr-P)  ,    7(^-7) 


«^ 


?^'] 


(*) 


=r  <r'[(x  -  a)'  +  (  J  -  p)'  +  (z  -  y)»], 

qui  peut  être  simplifiée.  D'abord,  en  prenant  le  |)oÎEm^^ 
pour  origine  des  coordonnées,  on  a 

en  posant 


Si  on  laissait  au  contraire  l'origine  au  centre  de  V 
soïde,  Téquation  (6)  se  simplifierait  encore  et  dcvie 

(       =,r'[(x-a)»-)-(j-p?-t-(*-7)^]. 
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uatioD  (4)  montre  que  tous  les  cônes  correspondants 
diflérenles  valeurs  de  a'  ont  les  mc^mes  axes  princî- 
[.  En  écrivant,  eneflet,  les  équations  d'où  dépendent 
directions  des  aies^  on  constate  que  ces  directions 
;  indépendantes  de  7.  Si  dans  Téquation  (6)  on  fait 
0,  on  a  le  cône  circonscrit  à  rdlipsoïde;  donc  tous 
cônes  en  question  ont  les  mêmes  axes  que  le  cône 
QDScrit  à  rellipsoïdc. 

BÉORÈME  IV.  —  Les  axes  du  cône  circonscrit  à  /  W- 
ade,  et  ayant  pour  sommet  le  point  S,  sont  tes 
nales  aux  surfaces  homofocales  passant  par  ce 
t  S. 

n  effet,  reprenons  Téquation  (4),  transformons  les 
données,  et  prenons  pour  axes  les  normales  aux  sur- 
i  homofocales  passant  en  S.  Il  faudra  changer 

p   CL 

X  en  -   ,-■  X  -\- 
a  ' 


P'-l 
z  en  •^-  X  4- 


p     9. 

y 

a"" 

-f- 

P    « 

a"^ 

"i 

-h 

,,-p 
b""' 

P"-l 

- — -  Y 

-j- 

P"! 

«. 

*'  et  /?'"  désignant,  pour  abréger,  les  quantités  sui- 

5s  ; 

/ 


„_["«•         P'         7'1'- 
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on  obtient  alors,  au  lieu  de  (4)7  réquaiion  suivante  : 


Or,  on  a 

i^   ^    11   -!_    V 


V  a-  p-  7* 

'9)  rî  +  ^  +  i7=«. 


/     ^  a'         8'        7'         ■ 

et  de  ces  deux  équations   on  lire  par  soustraction,  en 
ayant  égard  aux  relations  (3), 

'     X  g^  p'  7^ 

On  tire  de  mémo  par  soustraction,  de  (5)  et  de  (9), 

a'  B'  7'         /C 


de  (il)  et  (12), 

a»  P'  7'        _  ^ 


de  la  première  équation  (7)  et  de  (12), 

"»  p^  7»    _  A  I 


En  tenant  compte  des  équations  (7),  (12),  (i3),  (i4}« 
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l'équation  (8)  devient 


A.[£^-^^-^^J 


A 


«2 


ipp[fy_^  ^p'p"r^  ^  ^pp"^A'\ 
V  p  ^^    /J 

c*cst-à-dire,  réductions  faites, 

Cette  dernière  équation  montre  que  les  cônes  considérés 
tout  à  Theurc  ont  mêmes  axes,  et  que  ces  axes  sont  les 
oormales  aux  surfaces  homofocales  passant  par  le  som- 
met S.  G.  Q.  F.  D. 

On  peut  remarquer  que  la  quantité  K  est  précisément 
lei  terme  constant  de  Téquation  en  </,  en  sorte  que 


'■    Si  Ton  fait  a  =  o,  on  a  Téquation  du  cône  circonscrit  à 
Tellipsoïdc  (i),  et  ayant  son  centre  en  S  : 

,    v  +  7  +  7^^"- 

On  dit  que  deux  points  sont  correspondants  sur  deux 
ellipsoïdes  homofocaux,  lorsque  leurs  coordonnées  sont 
proportionnelles  aux  demi-axes  parallèles;  en  adop- 
tant cette  définition,  on  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
Tant  : 

TotomÈMB  V.  —  La  distance  de  deux  points  pris  au 
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hasard,  sur  deux  ellipsoïdes  homofocauXy  est  égale  à  la 
distance  de  leurs  correspondants , 

Prenons,  en  cilet,  les  équations  des  ellipsoïdes  soasia 
forme  : 

(i)  xz=i  a  cosy,     y  =-  h  cos;^,     z  =  c  cosij', 

(2)  X  --  a'cOSf^^       rrrrÔ'cOS;^,       «znc'cOS^», 

dans  laquelle  ç,  ;(,  ^  désignent  les  angles  d*une  droUe 
avec  les  axes.  Nous  le  pouvons,  car  Téli  mi  nation  de 
?>  X'  ^  entre  ces  trois  équations  et  cette  quatrième, 
cos*cf  -h  cos*;^-|-  cos*îp  =  i,  conduit  sans  peine  à  Féqoa- 
tion  ordinaire  de  celle  surface. 

Soient  alors  acosç,  bcosyj  ccos^  los  coordonnées 
d'un  point  M  du  premier  ellipsoïde-,  «'cosc^j',  fc'ros;^', 
c'cos^'  les  coordonnées  d'un  point  M'  du  second.  Le 
carré  de  la  distance  de  ces  points  sera 


MM'  =  ( a cos  <f  —  a'cos ^'  f  ^  (h  ces x  —  ^'cos /)' 
(ccosil*  —  c'cos^]/')^. 


Soient  N  et  N'  les  correspondants  de  M  et  M',  et  a'cos'/, 
i'cos;^",  c'cos^"  et  ^cosy'",  bcosyj"^  ccos^'"  leurs 
coordonnées -j   on  aura,  pour  exprimer  la  condition  de 

correspondance,  ç''  =  ({»,x"=X^^''  =  ^'  ?'"  =  V' Z'^'^Z' 
et  ^"'=  y^  et  par  suite 

NN'  =  (û'cosf-  —  a  cosf')^  -+-  [bcos^  —  />'cos;ç)'' 
-f-  (f  cos>|/'  —  r'cos>|/)'. 

a         3 

Si  Ton  prend  la  différence  entre  MM'  et  NN' ,  en  ob- 
servant que  a*  —  a'*,  b*  —  A'*,  c'  —  c'*  sont  égaux,  on 
trouve 

(ûf*  —  ûf'^)  (ces' y  -h  COS*X  •+-  COS=^^  —  COS^  <ç'  —  COS*  x'  "  fO^'+l» 

c'est-à-dire  zéro;  donc  MM'=  NN'.  c.  q.  f.  d. 


ATTRÂCTIOB    DES   SPBÉBOÎDES.  DOp 

223.  Noas  ponvons  actuellement  aborder  la  théorie 
iomëtrique  de  l'attraction  des  ellipsoïdes. 
Considérons  d^abord  une  couche  ellipsoïdale  comprise 
itre  deux  surfaces  homothéliques  et  concentriques  : 
lit  S  (fig*  5o)  un  point  attiré.  Prenons  ce  point  pour 
munet  d*un  cône  inGnitésimal  qui  découpe  dans  la 
wche  deux  solides  ABCD,  A'B'C'D'. 
Si  Ton  suppose  la  couche inâniment  mince,  on  pourra, 
ins  le  calcul  de  Tattraction,  négliger  Faction  de  la  por- 
on  annulaire  comprise  à  Textérieur  du  cône  tangent  à  la 
irface  interne.  Soient  rel  r  les  distances  du  point  S  aux 
lides  ABCD,  A'B'C'D';  rallraclion  exercée  en  ABCD 
I  calculera  en  décomposant  son  volume  en  tranches 
diériques  très-minces  ayant  leur  centre  en  S;  Taction 
une  de  ces  tranches  est 


7^ 


h-zr'^ 


désignant  le  coefficient  de  l'attraction,  p  la  masse  spé- 
Sqae  de  couche,  ot>  la  surface  de  la  tranche  considérée 
dr  son  épaisseur.  En  intégrant,  on  trouve,  pour  l'ac- 
m  lotale  de  la  partie  ABCD, 

XpHAB, 

désignant  la  section  faite  dans  le  cône  inGnitésimal  par 
sphère  de  rayon  i  décrite  du  point  S  comme  centre, 
i  trouverait  de  même,  pour  l'action  de  A'B'C'D', 

XpllA'B', 

*,  les  épaisseurs  AB  et  A'B'  sont  égales,  car  les  surfaces 
la  couche  considérée  étant  homothétiques,  les  plans 
unétraux  d'une  même  direction  dans  les  deux  ellij)- 
ïdes  sont  identiques,  et  par  suite  les  cordes  A  A'  et  BB' 
t  mêmes  milieux,  donc  A'B'=:  AB;  donc  aussi  les  ac- 
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hasard  y  sur  deux  ellipsoïdes  homqfocaux,  est  égale  à  k 
distance  de  leurs  correspondants. 

Prenons,  en  eilet,  les  équations  des  ellipsoïdes  soasU 
forme  : 


xz=  a  cos  <p,     y  — _-  b  cos;^,     s  :r=  c  cos^^. 


(<) 
(a) 

dans  laquelle  ç,  ;^,  ip  désignent  les  angles  d'une  drM 
avec  les  axes.  Nous  le  pouvons,  car  Féli  mi  nation  de 
?>  X'  ^  entre  ces  trois  équations  et  celte  quatrième, 
cos*  cp  -h  cos'  ;^  -I-  cos*  ^p  =  i ,  conduî t  sans  peine  à  Tëqua- 
tion  ordinaire  de  cette  surface. 

Soient  alors  acosç,  bcosy.,  ccos^  les  coordonnées 
d'un  point  M  du  premier  ellipsoïde;  «'coscj^',  fc'cos;j', 
c'cos^'  les  coordonnées  d'un  point  M'  du  second,  ht 
carré  de  la  distance  de  ces  points  sera 


MM'  =  (  a  cos  <f  —  ûr'cos  ^'  )V-I-  (  ^  ces  x  —  ^'  cos  x' )' 

(c  cos  ^  —  c'  cos  '^'  y. 


II 


Soient  N  et  N'  les  correspondants  de  M  et  M',  et  fl'cos"^ 
fc'coàx"?   c'cos^^^  et  ^cosy'",   fecos^'",   ccos^"'  leurs 
coordonnées •,   on  aura,  pour  exprimer  la  condition  de 

correspondance,  9"  =  ci»,x"=X^^"  =  ^'  ^/' =  'l\l'"-l' 
et  ^'"=  ?]^',  et  par  suite 

NN'  =  (û'cosf-  —  a  cosf')^  -f-  (^cos^'  —  ^'cosx)'' 
-h  (ccosY  —  c'cos^y. 

Si  Ion  prend  la  différence  entre  MM'  et  NN' ,  en  oD- 
servant  que  a*  —  a'*,  i'  —  A'*,  c'  —  c'*  sont  égaux,  ^^ 
trouve 

(a*  —  a'^)  (cos'y  -h  ros*;^  -+-  cos^\!;  —  cos^*'  —  cos'  x'  —  fos*4*  ' 
c'est-à-dire  zéro;  donc  MM'=  NN'.  c.  q.  f.  d- 
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.  Nous  pouvons  actuellement  aborder  la  théorie 
géométrique  de  Tattraction  des  ellipsoïdes. 

Considérons  d^abord  une  couche  ellipsoïdale  comprise 
1    entre  deux  surfaces  homoihétiques  et  concentriques  : 
soit  S  (^g»  5o)  un  point  attire.  Prenons  ce  point  pour 
sommet  d^un   cône   infinitésimal  qui   découpe  dans  la 
couche  deux  solides  ABCD,  A'B'C'D'. 
Si  Ton  suppose  la  couche  infiniment  mince,  on  pourra, 
|.    dans  le  calcul  de  l'attraction,  négliger  Faction  de  la  por- 
tion annulaire  comprise  à  Tcxtérieur  du  cône  tangent  à  la 
nrface  interne.  Soient  ret  r  les  dislances  du  point  S  aux 
lolides  ABCD,  A'B'C'D'^  l'attraction  exercée  en  ABCD. 
le  calculera  en  décomposant  son   volume  en   tranches 
sphériques  très-minces  ayant  leur  centre  eu  S;  l'action 
dnne  de  ces  tranches  est 


h-zr'^ 


i  désignant  le  coeflicient  de  l'attraction,  p  la  masse  spé- 
cifique de  couche,  ot>  la  surface  de  la  tranche  considérée 
ttrfrson  épaisseur.  En  intégrant,  on  trouve,  pour  l'ac- 
tion totale  de  la  partie  ABCD, 

XpHAB, 

Q  désignant  la  section  faite  dans  le  cône  infinitésimal  par 
h  sphère  de  rayon  i  décrite  du  point  S  comme  centre. 
On  trouverait  de  même,  pour  Faction  de  A'B'C'D', 

XpilA'B'. 

Or,  les  épaisseurs  AB  et  AMV  sont  égales,  car  les  surfaces 
de  la  couche  considérée  étant  homothétiques,  les  plans 
diamétraux  d'une  même  direction  dans  les  deux  ellip- 
soïdes sont  identiques,  et  par  suite  les  cordes  A  A'  et  BB' 
ont  mêmes  milieux,  donc  A'B'=:  AB;  donc  aussi  les  ac- 
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hasard  y  sur  deux  ellipsoïdes  homofocaux,  est  égale  à  la  J 
distance  de  leurs  correspondants. 

Prenons,  en  efllet,  les  équations  des  ellipsoïdes  sons  la 
forme  : 


x=  a  cos y,     j'  =:  b  cos;^,     z  =i  c  cos^j/. 


(a) 

dans  laquelle  ç,  ;^,  ip  désignent  les  angles  d*une  droint 
avec  les  axes.  Nous  le  pouvons,  car  Féli  mi  nation  de 
(fy  5(;,  ^  entre  ces  trois  équations  et  cette  quatrième, 
cos*cp  -f-  cos*;^-|-  cos*îp  =  i,  conduit  sans  peine  àTëqua- 
tion  ordinaire  de  cette  surface. 

Soient  alors  acosç,  fecosjj,  ccos^p  les  coordonnées 
d'un  point  M  du  premier  ellipsoïde;  a'cos  cy',  fcVosj^', 
c'cos^'  les  coordonnées  d'un  point  M'  du  second.  Le 
carré  de  la  distance  de  ces  points  sera 


MM'  =  [ncostf  —  fl'cos^')'  -h  (bcosj^  —  ^'cos^')' 

-h  (C  cos  ^  —  c'  cos  ^[*'  )'. 


Il 


Soient  N  et  N'  les  correspondants  de  M  et  M',  et  acoso 
i'cosp^",    c'cos^l^''  et  acos(f'^\   fccos;^'",   ccost|^'"  leurs 
coordonnées-,   on  aura,  pour  exprimer  la  condition  de 

correspondance,  9''  =  çf,x"=X^'î'"  =  ^'  ?'"  =  ?'?  z'^^X' 
et  ^'"==  y  y  et  par  suite 

NN'  z=  (û'cos^  —  a  cosf')^  -h  (^cos^'  —  ^'cos;ç)' 
-f-  (  c  cos  Y  —  c'  cos  ^  )  '. 

Si  Ion  prend  la  différence  enlre  MM'  et  NN' ,  en  ob- 
servant que  a*  —  a'*,  b*  —  A'*,  c'  —  c'*  sont  égaux,  ^^ 
trouve 

(a*  —  fl'^)  (cos'y  -f-  ros'x  -^  cos2\!;  —  cos'o»'  —  cos'  y'  —  €05*4*'' 
c'est-à-dire  zéro;  donc  MM'=  NN'.  c.  q.  f.  d- 
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!.  Noas  pouvons  actuellement  aborder  la  théorie 
géométrique  de  Tattraction  des  ellipsoïdes. 

Considérons  d^abord  une  couche  ellipsoïdale  comprise 
entre  deux  surfaces  homoihétiqucs  et  concentriques  : 
soit  S  (^g»  5o)  un  point  attiré.  Prenons  ce  point  pour 
sonunet  d'un  cône  inGnitésimal  qui  découpe  dans  la 
conche  deux  solides  ABCD,  A'B'C'D'. 

Si  Ton  suppose  la  couche  infiniment  mince,  on  pourra, 
dans  le  calcul  de  Tattraclion,  négliger  Taclion  de  la  por- 
tion annulaire  comprise  à  Texlérieur  du  cône  tangent  à  la 
inrface  interne.  Soient  ret  r'  les  distances  du  point  S  aux 
lolides  ABCD,  A'B'C'D';  l'attraction  exercée  en  ABCD. 
le  calculera  en  décomposant  son  volume  en  tranches 
sphériques  très-minces  ayant  leur  centre  en  S;  l'action 
dune  de  ces  tranches  est 


7" 


h-zr'^ 


i  désignant  le  coeflicient  de  l'attraction,  p  la  masse  spé- 
cifique de  couche,  ot>  la  surface  de  la  tranche  considérée 
clrf/'son  épaisseur.  En  intégrant,  on  trouve,  pourTac- 
tion  totale  de  la  partie  ABCD, 

XpHAB, 

Q  désignant  la  section  faite  dans  le  cône  infinitésimal  par 
h  sphère  de  rayon  i  décrite  du  point  S  comme  centre. 
On  trouverait  de  même,  pour  Faction  de  A'B'C'D', 

XpilA'B', 

Or,  les  épaisseurs  AB  et  A'B'  sont  égales,  car  les  surfaces 
de  la  couche  considérée  étant  homolhétiques,  les  plans 
diamétraux  d'une  même  direction  dans  les  deux  ellip- 
soïdes sont  identiques,  et  par  suite  les  cordes  A  A'  et  BB' 
ont  mêmes  milieux,  donc  A'B'=  AB;  donc  aussi  les  ac- 
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tious  de  ABCD  et  A'B^C'D'  sont  égales,  et  Ton 
énoncer  le  théorème  suivant  dû  à  Newton  : 

Théorème  VI.  —  V attraction  d'une  couche  e/Z/p- 
soïdale  comprise  entre  deux  surfaces  homothétiques in/i' 
niment  voisines  Vune  de  V autre ,  sur  un  point  intérieur^ 
est  nulle,  et  par  conséquent  V  attraction  exercée  par  une 
couche  finie,  formée  de  couches  comprises  entre  devi 
surfaces  ellipsoïdales  homothétiques  et  homogènes,  al 
nulle. 

Revenons  avec  M.  Cliasles  au  cas  où  le  point  attîréS 
est  extérieur  a  la  couche.  Prenons  le  point  S  pour  origine 
des  coordonnées  et  Taxe  du  cône  circonscrit  à  la  surface 
externe  de  la  couche  pour  axe  des  z.  Si  nous  faisons  usage  1 
de  coordonnées  polaires,  l'élément  de  volume  attirant 
sera 

r^drsinBdBd'^^ 

dr  désignant  la  portion  de  rayon  vecteur  comprise  entre 
les  deux  surfaces  de  la  couche,  0  la  colaiitude  et  ^  la  lon- 
gitude. Par  suite,  l'attraction  exercée  par  le  volume  en 
question  sera 

(i)  Ap  dr sin  B  dQ  d'^. 

Soit  SA  (fig-  5 1  )  le  rayon  r,  O  le  centre  de  rdlipsoïde 
extérieur,  OC  le  diamètre  parallèle  à  SA,  joignons  SO. 
On  aura 

SA.  SB       oc' 
SE.SD-—  (   '' 


(*)  Vm  vertu  d'une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  algébri* 
ques,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  Si  l'on  mène  par  un  point  S  quetcomqme 
de  V espace  deux  sécantes  de  direction  fixe,  le  rapport  des  produits  de*  teg- 
tnents  interceptés  sur  chaque  sécante  est  constant  pour  toutes  les  pasiUoms 
du  point  S. 

Pour  démontrer  cette  proposition  on  prend  pour  axes  deux  des  sécantes 


ATTRACTIOK  DES  SPHÉROÏDES.  5ll 

^^\>îen,  en  désignant  par  G  le  milieu  de  AB, 


sg'  —  ga'      oc' 


so'  — od'     od' 


d'où 


r:r=       rr'       OC 


2         a         oc     /  —  *        »\ 

SG  -GA  r=  =~(S0  -OD  ). 

OD 

Si  l'on  applique  celte  relation  à  la  surface  interne,  le 
point  G  ne  changera  pas,  puisque  les  ellipsoïdes  sont 

OC 
homothéliques,  et — -  restera  aussi  le  même,    en  sorte 

OD 

que  Ton  pourra  écrire,  en  retranchant  l'équation  rela- 
tive à  la  surface  interne  de  la  précédente, 

—  '       OC        — ' 
c/.GA  --y^^f/.OD  , 

OD* 
ou,  en  observant  que  ri, G  A  n'est  autre  chose  que  (i/\ 

ÔC    fi.OD 

dr  =r. . 

GA      OD 


considérées  cl  l'on  fait  j-  =  o  dans  l'équation  de  lu  courbe.  Dans  Téqua- 
tîon  en  y  ainsi  obtenue,  In  produit  des  racines  représente  l'un  des  pro- 
duits de  segments  considérés;  or  si  B  dési[rno  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  j"  et  C  le  terme  indépendant  des  variables,  le  produit 

en   question  sera  égal  ù  d=  — .  L'autre  produit  s^obtiendrait d'une  manière 

C 
semblable  et  serait  égal  à  d=  •->  ^  désignant  le  coefficient  de  la  plus  haute 

A 

puibsance  de  x.  Le  rapport  de  ces  deux  produits  est  — ,  c'est-ii-dire  con- 
stant, à  la  condition  que,  quand  le  point  S  changera  de  position,  la  direc- 
tion des  sécantes  ne  variera  pas.  On  sait,  en  efl'et,  que  le  changement 
d*origine  n'alt4>re  pas  dans  la  transformation  des  coordonnées  les  coeffi- 
cients des  termes  du  degré  le  plus  élevé. 
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L^expression  (i)  de  raiiraciion  devient  alors 

.    Ôc'  d.OD   .   ^  .^  ., 
^  GA     OD  ^ 

2 

OC 
et  si  Ton  attribue  à  — —  des  valeurs  déterminées,  ou    c>j&- 

GA 

tiendra  des  éléments  de  volumes  coniques  (voir  tii<f<>- 

rèmes  III  et  IV)  ayant  pour  axe  la  droite  choisie  pour 

axe  des  z.  Pour  deux  valeurs  de  ^  différentes  de  tt,  I« 

éléments  seront  égaux,  car  0  prendra  des  valeurs  égal^^î 

donc  l'attraction  des  deux  éléments  correspondants  à  o^ 

valeurs  de  ^  fournira  une  attraction  dirigée  suivant  Yst^^ 

des  z,  et  Ton  arrive  au  théorème  suivant  : 

Théorème  VII,  —  L'ai  traction  (Vune  couche  homogè^^^ 
injininient  mince  limitée  à  deux  ellipsoïdes  concentr^'^' 
qucs  et  homothétiqueSy  sur  un  point  extérieur,  est  dirig'^^^ 
suiv^ant  l'axe  du  cône  circonscrit  à  la  surface  erlcr^^^ 
de  la  couche  ayant  son  sommet  au  point  attiré^  ce^  ^^ 
direction  coïncide  du  reste  auec  la  normale  à  la  suiji^  ^^* 
honio/ocale  de  la  surface  externe  de  la  couche  passer-  ^^^^ 
par  le  point  attire, 

11  résulte  de  là  que  les  surfaces  de  niveau  ne  sont  au  t  ■^^ 
chose  que  des  ellipsoïdes  hoaiofocaux  à  la  surface  exter^*^^ 
de  la  couche.  Rappelons  ici  que  l'on  appelle  surfaces  ^^^ 
niifeau  celles  qui  sont  en  tous  leurs  points  normales  s*.  «-^^ 
directions  des  forces  qui  sollicitent  ces  points.  Si  X,  ^' 
Z  désignent  les  composantes  de  Tatti action  suivant  tK^^^^*'*» 
axes  rectangulaires,  on  devra  donc  avoir 

y.dx  -h  Ydy  -h  Zdz  =  o, 

dx^  djy  dz  étant  proportionnels  aux  cosinus  que  fait-  '^ 
normale  aux  surfaces  de  niveau  avec  les  axes.  Cette  c*3f- 
pression  est  une  différentielle  exacte,  puisque  X,  Y',      ^ 
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Ei.tles  dérivées  de  la  fonction  des  forces  U,  à  laquelle 
>us  donnerons  désormais  le  nom  de  potentiel.  On  peut 
>nc  dire  que  tout  le  long  d^unc  surface  de  niveau  le  po- 
sntiel  est  constant. 

I.ors(]U^on  connaît  les  surfaces  de  niveau,  il  est  facile 
7en  déduire  la  valeur  du  potentiel  U  qui  satisfait, 
lommë  nous  Tavons  vu,  à  Téquation 

i)  Dj.U-f- D;U-f-D,'U=:o     ou     A(»)U  — o. 

Cela  posé,  Téquation  des  suffaces  de  niveau  renferme 
uo  paramètre  ii,  constant  sur  une  même  surface  et  va- 
riable d'une  surface  à  l'autre.  U,  fonction  de  ce  para- 
mètre, est  aussi  constant  sur  une  même  surface  de  niveau 
ît  variable  d'une  surface  à  l'autre.  U  et  m  varient  donc 
'^  sont  constants  en  même  temps,  et  puisque  U  est  fonc- 
■On  de  1/,  on  a 

Eîi  changeant  x  en  jr  et  en  z^  on  obtient  deux  autres 
^■''Hules  analogues  à  la  précédente  qui,  combinées  avec 
■^  par  voie  d'addition,  donnent  en  vertu  de  (i) 

')  D»U(A('îii)'4-D„XJ4^')«=::o. 

^Ite  équation  diflerentielle  du  second  ordre  peut  s'in- 
S>"er  par  les  quadratures,  et  si  l'on  pose 

*^  trouve 


V=fce 


-•  etC  désignant  deux  constantes. 

224.  Appliquons  celte  théorie  aux  ellipsoïdes.   Nous 
*vons  trouvé  que  les  surfaces  de  niveau  relatives  à  l'at- 
1.  33 
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Si  Ton  retranche  ces  équations  Tune  de  l'autre  en  supp^o- 
sant  x^j<i  z  constants,  on  a 


x"  r' 


7^)(>-f*)  =  o. 


Or,  puisque  Téquation  en  u  n'a  pas  de  racines  égales, 
1  —  jtx  est  diiTérent  de  zéro,  donc 


x"  y^  z" 


;-  =0. 


Cette  équation  exprime  que  les  normales  aux  surfaces 
considérées  sont  perpendiculaires  entre  elles,  car  —r.  77-5 

z  X  Y  z 

— >  "^'  X^'  ~  ^^"^  proportionnels  respectivement  aux 

cosinus  des  angles  que  ces  normales  font  avec  les  axes; 
donc  les  surfaces  homofocales  passant  par  un  même  point 
se  coupent  orihogonalement.  c.  q.  f.  n. 

Théorème  IL  —  Le  lieu  des  pôles  d^un  plan  fixe  par 
rapport  aiix  surfaces  homofocales  relatii^es  aux  div^enes 
valeurs  du  paramètre  u  est  une  droite  perpendiculaire  à 
ce  plan . 

En  eflet,  l'équation  du  plan  polaire  du  point  .r,  ji  ^ 
est,  en  appelant  E,  y?,  Ç  les  coordonnées  courantes, 

;x  T,x  X,z 


-.--.  I. 


a^  -h  u        b^  -h  u       C  -h  u 


Si  Ton  exprime  que  ce  point  est  fixe,  on  a,  en  désignant 
par  j4y  £,  C  trois  constantes, 

:r-  J,       =  Ji, -  C. 

X  X  ^ 

Ceci  revient  évidemment  à  identifier  l'équation  du  plan 
polaire  avec  l'équation  du  plan  fixe 

X  Y  ^ 
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Si  entre  les  équations  précédentes  on  élimine  i/,  on  a 

équations  d'une  droite  perpendiculaire  au  plan  fixe.  Celte 
droite  passe  évidemment  par  le  point  oii  le  plan  fixe 
louche  l'une  des  surfaces  homofocales. 

Théorème  III.  — Si  par  un  point  S  (fig*  49)  ^"  mène 
à  tin  ellipsoïde  fies  sécantes  SAB  et  par  le  centre  O  les 
flerni'diamètres  OiL  parallèles  à  ces  sécantes,  le  lien  des 

sécantes  pour  lesquelles  le  rapport  ^^r^  cyt  constant  est 

OC 
«/*  cône  du  second  degr^. 

En  effet,  cherchons  Téquation  de  ce  cône.  Soient  «,  J3,  y 
'es  coordonnées  du  point  S,  et  conservons  pour  rdlip- 
*oïde  les  mêmes  notations  que  ci-dessus.  Les  équations 
^^  SB  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

X  =  OL  -h  p  COS  /, 

r  ==  P  -4-  p  cosy , 

«  1=  «y  -4-  p  COS  A, 

£o  substituant  ces  valeurs  de  x,  j  ,  z  dans  Téquation  de 
■ellipsoïde,  on  obtient  une  équation  du  second  degré 
^■^  p  dans  laquelle  la  différence  des  racines  est  précisé- 
'ï^eiil  AB*,  on  a  ainsi 

(^cosi     pcosy     ycos^y     /a^    P^    7^      \  /cos'/     cosV    cos'X\ 


/  cos'  (        cosV       COS*  A  \ 
*^  Un  autre  côté,  on  a  évidemment 


— a  1 

OC  = 


cos'  i       cos'y       cos'  A- 


a^  b^  c* 

deux  formules  que  nous  venons  de  trouver  donnent. 
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s 

en  égalant  le  rapport  .izry  ou  — ;  à  une  conslanle  a*, 

OC         OC 


.   /acos*/        pcos*y 


cos'  /• 


^a'       S*       7'  \  /cos'/       COS 


:osV      cos'^\_ 


a^      ^^      c'         /  \   a^  b^ 

Si  nous  remettons  les  équations  de  SA  sous  la  forme 

ar  — a_j  —  p_z  — 7 

:-  — —  — y  y 

cosi  cosj  cosX- 

et  si   dans    la    formule   (a)    nous    remplaçons  a*  p 
(cos*  /  -f-  COS*/  -h  cos'  Â )  a*,  Télimination  de  1,  /,  k  se 
immédiatement,  et  Ton  a,  pour  le  cône  cherché,  Téqu 
tion 

r«(^-«)    .  Pfr-P)  .  7(^-7)1 

L       «^  ^'        "^        c»       J 

^^.[(^_a)'+(^-py-h(z-7)«], 

qui  peut  ôtre  simplifiée.  D'abord,  en  prenant  le  point 
pour  origine  des  coordonnées,  on  a 

en  posant 

a'         3^         7' 

Si  on  laissait  au  contraire  l'origine  au  centre  de  Tellip- 
soïde,  Téquation  (6)  se  simplifierait  encore  et  deviendrait 
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OD  (4)  montre  que  tous  les  cônes  correspondants 
irentes  valeurs  de  a*  ont  les  mc^mes  axes  princi- 
1  écrivant,  en  ellct,  les  équations  d'où  dépendent 
étions  des  axes,  on  constate  que  ces  directions 
lëpendantes  de  <7.  Si  dans  Téquation  (6)  on  fait 
)n  a  le  cône  circonscrit  à  rdlipsoïde;  donc  tous 
8  en  question  ont  les  mêmes  axes  que  le  cône 
rit  à  l'ellipsoïde. 

lEME  IV.  —  Les  axes  du  cône  circonscrit  à  /  W- 
,  et  ayant  pour  sommet  le  point  S,  sont  les 
•5  aux  surfaces  homofocales  passant   par  ce 

Fet,  reprenons  Téquation  (4))  transformons  les 
nées,  et  prenons  pour  axes  les  normales  aux  sur- 
mofocales  passant  en  S.  Tl  faudra  changer 

p'oL  p"a.  p'^OL 

X  en  -        xH-^jr  -^-mT-^ 


y  en  _  X -+- ^  j- -r- -^  ., 


PU  P  7  PU 


:.  y  -4-  -— 


/a  -«a  «^       •      ,,f7 


p"'  désignant,  pour  abréger,  les. quantités  sui- 


f  *_r«'    P'    "^'1' 
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on  obtienl  alors,  au  lieu  de  (4)9  Téqualion  suivante  : 

(8)< 

Or,  on  a 

N  a'  B'  7' 

,      ,  a'  p»         7'         ' 

et  de  ces  deux  équations   on  lire  par  soustraction,  « 
ayant  égard  aux  relations  (3), 


a'  p'  7^ 


On  tire  de  môme  par  soustraction,  de  (5)  et  de  {9), 

a'  S'  7'  K 


aa'         bH'^        c'c'^ 


de  (il) 

et 

(i^), 

(i3) 

a' 

-h 

P' 

-h 

7* 

a: 

• 

fl2fl'='fl" 

b^b'^b"' 

c*r''r"^ 

v 

de  la  première  équation  (7)  et  de  (12), 

En  tenant  compte  des  équations  (7),  (12),  (i3),  (^4 
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nation  (8)  devient 


-  4(^^ 


p-y^       p-H^\  ^       x^       y'       z^ 

fJt'  V»      /  V  p'  V* 


'  -^// 


ipp'xy        %pp'rz       ipp 


'^)'\ 


\]t.  pv  ^v 

=:T'(x^-f-^«-f-«'), 

L-à-dire,  réductions  faites, 

e  dernière  é€|uation  montre  que  les  cônes  considérés 

à  riieurc  ont  mêmes  axes,  et  que  ces  axes  sont  les 

nales  aux  surfaces  homofocales  passant  par  le  som- 

S.  c.  Q.  F.  D. 

^D  peut  remarquer  que  la  quantité  £  est  précisément 
îrme  constant  de  Téquation  en  i/,  en  sorte  que 

on  fait  7  =  0,  on  a  Téquation  du  cône  circonscrit  à 
ipsoïde  (i),  et  ayant  son  centre  en  S  : 

p  +  ^  +  7  -• 

n  dit  que  deux  points  sont  correspondants  sur  deux 
ksoïdes  homofocaux,  lorsque  leurs  coordonnées  sont 
)ortionnelles  aux  demi-axes  parallèles;  en  adop- 
cette  définition,  on  peut  énoncer  le  théorème  sui- 
t  : 

^HtoEEHB  Y.  —  La  distance  de  deux  points  pris  au 
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hasard,  sur  deux  ellipsoïdes  homofocaux,  est  égale  à  la 
dislance  de  leurs  correspondants. 

Prenons,  en  ellel,  les  équations  des  ellipsoïdes  soqsU 
forme  : 

(i )  x=  a  cos y,     X  —.-  b  ces /,     s  r=  c COSrp, 

(a)  x--a'coSffy     j=^b'cos^^     z  =  c'ros>|>, 

dans  laquelle  ç,  ;^,  if/  désignent  les  angles  d*une  droûe 
avec  les  axes.  Nous  le  pouvons,  car  Tel  i  mi  nation  de 
?9  X)  ^  entre  ces  trois  équations  et  cette  quatrième^ 
cos'  (j>  -f-  cos'  y^  -{-  cos'  ^  ==  t^  condni  t  sans  peine  à  Téqua- 
tion  ordinaire  de  celte  surface. 

Soient  alors  acosy,  6ros^,  ccos^  les  coordonnée! 
d'un  point  M  du  premier  ellipsoïde;  a'coso\  b'cosj'y 
c'cos^|/'  les  coordonnées  d'un  point  M'  du  second.  Le 
carré  de  la  distance  de  ces  points  sera 


MM'  =z   a  cos  <p  —  fl'cos  ^'  )VH-  (  ^  cos  x  —  ^'cos  x'f 
(ccos^  —  f'cos^l*')'. 


1 


Soient  N  et  N'  les  correspondants  de  M  et  M',  et  a'cos'^ 
i'cos;^",  c'cos^l^''  et  <7C0stj)'",  fecos;^'",  ccos^'"  leurs 
coordonnées,  on  aura,  pour  exprimer  la  condition  de 
correspondance,  (f"  =  (!f,y^^'=-^,^^' =  ^,  o'"  =  o',  y/'^// 
et  ^|/'"=  ^\  et  par  suite 


2 


NN'  =  (fl'cos^  —  a  cos  y')'  ■+■  {bcosx  —  b'  cosxY 
-h  (rcos^l*'  —  c'cos^)'. 

ï  — 2  , 

Si  Ton  prend  la  différence  entre  MM'  et  NN' ,  en  ob- 
servant que  û'  —  a",  6* — 5",  c'  —  c'*  sont  égaux,  on 
trouve 

(a*  —  a'^)  (cos'«p  -h  cos'x  ^-  cos^\|;  —  cos- a)'  —  cos'  x'  ~~  <os*Y)y 
c'est-à-dire  zéro;  donc  MM'=  NN'.  c.  q.  r.  o. 
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E23.  Nous  pouvons  actuellement  aborder  la  théorie 
«métrique  de  Tattraction  des  ellipsoïdes. 
Considérons  d^ abord  une  couclie  ellipsoïdale  comprise 
Lre  deux  surfaces  homoihéliques  et  concentriques  : 
t  S  (J^g'  5o)  un  point  attiré.  Prenons  ce  point  pour 
ninct  d^un  cône  infinitésimal  qui  découpe  dans  la 
iche  deux  solides  ABCD,  A'B'C'D'. 
Si  Ton  suppose  la  couclie  infiniment  mince,  on  pourra, 
18  le  calcul  de  Tattraction,  négliger  Taclion  de  la  por- 
Q annulaire  comprise  à  Textérieur  du  cône  tangent  à  la 
face  interne.  Soient  ret  /''  les  distances  du  point  S  aux 
ides  ABCD,  A'B'C'D';  l'attraction  exercée  en  ABCD. 
calculera  en  décomposant  son  volume  en  tranches 
lériques  très-minces  ayant  leur  centre  en  Sj  Taction 
me  de  ces  tranches  est 


h^T'^ 


lésignant  le  coeBicient  de  l'attraction,  p  la  masse  spé- 
que  de  couche,  o)  la  surface  de  la  tranche  considérée 
ir  son  épaisseur.  En  intégrant,  on  trouve,  pour  Tac- 
Q  totale  de  la  partie  ABCD, 

désignant  la  section  faite  dans  le  cône  infinitésimal  par 
iphère  de  rayon  i  décrite  du  point  S  comme  centre, 
trouverait  de  même,  pour  l'action  de  A'B'C'D', 

,  les  épaisseurs  AB  et  A'B'  sont  égales,  car  les  surfaces 
la  couche  considérée  étant  homothétiques,  les  plans 
métraux  d'une  même  direction  dans  les  deux  ellip- 
des  sont  identiques,  et  par  suite  les  cordes  A  A'  et  BB' 
t  mêmes  milieux,  donc  A'R'=n  AB;  donc  aussi  les  ac- 
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lions  de  ABCD  et  A'B'C^D^  sont  égales,  et  Ton  p 
énoncer  le  théorème  suivant  dû  à  Newton  : 

Théorème  VI,  —  V attraction  d'une  couclie  d 
soïdale  comprise  entre  deux  surfaces  homothétiqueti 
niment  voisines  Vune  de  Vautre^  sur  un  point  intéri 
est  nulle,  et  par  conséquent  f  attraction  exercée  par 
couche  finie,  formée  de  couches  comprises  entre  à 
surfaces  ellipsoïdales  homothétiques  et  homogènes^ 
nulle. 

Revenons  avec  M.  Chasles  au  cas  où  le  point  atti 
est  extérieur  à  la  couche.  Prenons  le  point  S  pour  on 
des  coordonnées  et  Taxe  du  cône  circonscrit  à  la  soi 
externe  de  la  couche  pour  axe  des  z.  Si  nous  faisons  i 
de  coordonnées  polaires,  l'élément  de  volume  atti 
sera 

rVr  siQÔ£/0^>p, 

dr  désignant  la  portion  de  rayon  vecteur  comprise  i 
les  deux  surfaces  de  la  couche,  B  la  colatitude  et  ^  k 
gitude.  Par  suite,  l'attraction  exercée  par  le  volun 
question  sera 

(i)  /p^rsinôr/Gr/ip. 

Soit  SA  [fig»  5 1  )  le  rayon  r,  O  le  centre  de  Tellip 
extérieur,  OC  le  diamètre  parallèle  à  SA,  joignons 
On  aura 

SA.  SB       OC 
SE.SD--    (   '' 


(*)  En  \ertti  d'une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  al 
qucs,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  Si  l'on  mène  par  un  point  S  quel 
de  l'espace  deux  sécantes  de  direction  jixe,  le  rapport  des  produits  û 
tnents  interceptés  sur  chaque  sécante  est  constant  pour  toutes  les  pi 
du  point  S. 

Pour  démontrer  cette  proposition  on  prend  pour  axes  deux  des  se 
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OU  bien,  en  désignant  par  G  le  milieu  de  AB, 


sg'  — ga'      oc' 


d'où 


rr2       rr'       OC 


SG  —  GA  r.^  ^  (SO  —  OD  ). 

OD 

Si  ron  applique  celte  relation  à  la  surface  interne,  le 
point  G  ne  changera  pas,  puisque  les  ellipsoïdes  sont 

OC 
homothétiqucs,  et — j  restera  aussi  le  même,   en  sorte 

OD 

que  Ton  pourra  écrire,  en  retranchant  Téquation  rela- 
tive à  la  surface  interne  de  la  précédente, 

— ^       OC        — ' 
r/.GA  ~^,r/.OD  , 

od' 

ou,  en  observant  que  r/.GA  n'est  autre  chose  que  ///*, 

ôc'  r/.on 


fir  — 


GA      OD 


<^nsiiléréits  et  l'on  fait  jc  =  o  dans  Téquation  de  la  eourhc.  Dans  réqiia- 
tion  en  j  ainsi  obtenue,  le  produit  des  racines  représente  l'un  des  pro- 
<>oits  de  segments  considérés;  or  si  B  dési(;no  le  coeflicient  de  la  plus 
'>*ute  puissance  de^  et  G  le  terme  indépendant  des  Tariahles,  le  produit 

Q 

*'*  Muestioii  sera  égal  à  d=  =-.  L'autre  produit  s^obtiendrait  d'une  manière 
•«niblable  et  serait  égal  à  ±  ■-,  A  désignant  le  coeflicient  de  la  plus  haute 

P'^iïisanee  de  x.  Le  rapport  de  ces  deux  produits  est  — ,  c'est-à-dire  con- 

,    **^  à  la  condition  que,  quand  le  point  S  changera  de  position, la  direc- 
/^Ki  <1^  sécantes  ne  variera  pas.  On  sait,  en  effet,  que  le  changement 
Origjjjg  n'altère  pas  dans  la  transformation  des  coordonnées  les  coeffî- 
^**^  des  termes  du  degré  le  plus  élevé. 
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L'expression  (i)  de  ratlraction  devient  alors 

.    Ôc'  d.OD   .   ^  .^  ., 

2 

OC 
el  si  Ton  attribue  à  -^ —  des  valeurs  déterniiuécs,  ou  ob- 

GA 

tiendra  des  éléments  de  volumes  coniques  (voir  ihéo-      1'^ 

rèmes  III  et  IV)  ayant  pour  axe  la  droite  choisie  pour     ■• 

axe  des  z.  Pour  deux  valeurs  de  ^  diflerentes  de  ît,  1^ 

éléments  seront  égaux,  car  9  prendra  des  Valeurs  pgah 

donc  l'attraction  des  deux  éléments  correspondants  à  c^* 

valeurs  de  ^  fournira  une  attraction  dirigée  suivant  Ta 

des  z,  el  l'on  arrive  au  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  L'attraction  d\ine  couche  homogè^^^^ 
infiniment  mince  limitée  à  deux  ellipsoïdes  concenir  ^' 
qucs  et  h  omo  thé  tiques,  sur  un  point  extérieur,  est  dirig^^^ 
suis^ant  Vaxe  du  cône  circonscrit  à  la  surface  ertcr^^^^ 
de  la  couche  ayant  son  sommet  au  point  attifé;  ce^^  '^ 
direction  coïncide  du  reste  auec  la  normale  à  la  surfer^  -^^ 
honiojocale  de  la  surface  externe  de  la  couche  passa  -^' 
par  le  point  attiré. 

Il  résulte  de  là  que  les  surfaces  de  niveau  ne  sont  auC^  re 
chose  que  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  la  surface  exter"  "M^^ 
de  la  couche.  Rappelons  ici  que  l'on  appelle  surfaces 
nii^eau  celles  qui  sont  en  tous  leurs  points  normales  a 
directions  des  forces  qui  sollicilenl  ces  points.  Si  X,      ^^  ' 
Z  désignent  les  composantes  de  Tattraclion  suivant  ti-^^^^ 
axes  rectangulaires,  on  devra  donc  avoir 

y.dx  -+-  Ydy  ■+-  Zdz  =  o, 

dx^  dj^  dz  étant  proportionnels  aux  cosinus  que  fai^-  *^ 
normale  aux  surfaces  de  niveau  avec  les  axes.  Cette  ^-^'^' 
pression  est  une  différentielle  exacte,  puisque  X,  Y.^         ' 
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it  les  dérivées  de  la  fonclioii  des  forces  U,  à  laquelle 
AS  donnerons  désormais  le  nom  de  potentiel.  On  peut 
ic  dire  que  tout  le  long  d^une  surface  de  niveau  le  po- 
tiel  est  constant. 

Lorsqu'on  connaît  les  surfaces  de  niveau,  il  est  facile 
n  déduire  la  valeur  du  potentiel  U  qui  satisfait, 
nmê  nous  Ta  vous  vu,  à  Téquation 

Dj-U  -f-  D;  u  -f-  DJ  u  =  o     ou     A(») u  -  o. 

Cela  posé,  Téquatioii  des  suffaces  de  niveau  renferme 
paramètre  i/,  constant  sur  une  même  surface  et  va- 
ible  d'une  surface  à  Tautre.  U,  fonction  de  ce  para- 
ître, est  aussi  constant  sur  une  même  surface  de  niveau 
variable  d'une  surface  h  Tautre.  U  et  li  varient  donc 
sont  constants  en  même  temps,  et  puisque  U  est  fonc- 
»ii  de  f/,  on  a 

En  changeant  x  en  jr  et  en  ^,  on  obtient  deux  autres 
t*niules  analogues  à  la  précédente  qui,  combinées  avec 
epar  voie  d'addition,  donnent  en  vertu  de  (i) 

)  D,ÎU  (ACîttJ»  4-  DuHàOUi  —  o. 

Ue  équation  différentiel  le  du  second  ordre  peut  s'îu- 
'rer  par  les  quadratures,  et  si  Ton  pose 


trouve 


^tC  désignant  deux  constantes. 


L  Appliquons  cette  théorie  aux  ellipsoïdes.   Nous 
ons  trouvé  que  les  surfaces  de  niveau  relatives  à  Tat- 
I.  33 
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traction  exercée  par  un  ellipsoïde  étaient  des  ellipsoïdes 
homofocaux ',  Téquation  des  surfaces  de  niveau,  dans  le 
cas  actuel,  peut  donc  être  présentée  sous  la  forme 


j  '         y-  s2 


fl'  H-  «        b^  -h  li        c*  -h  a 

En  posant  alors 

I 

P  =' 


=:  I. 


on  a 

D,«rr:;>»— -— , 

/?'  -h  // 


X' 


On  lire  facilement  de  ces  écjualions  et  de  «elles  que  Ton 
obtient  par  une  ou  deux  permutations  circulaires 

A(')«  ^  2/;'  (  — ! h  — !—  -+-  -^ ]  ; 

'     \ûr'  H-  u        b^  -h  il        r^  -h  u  / 

IVqualion  (2)  de  tout  h  Theure  devient  donc 
4/)'DÎU  -f-  -yp'l—^ h  -7-^ h  — !— ^  D«U  rr_-o. 

On  en  conclut,  en  désignant  par  C  une  conslante, 

2l.D„U  H-  1  [C  (a'  -\-  u)[b'  -h  II)  (c^  -h  u)]  =z  o 
ou 

D„U --^  [C(«' -f- m)  (^» -h //)(c^ -h  f/)f^ 

olj  en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'altrac- 
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tion  suivant  les  axes, 

X  "  D,U  :--T  D„U  — 

dx 

I  -2 

1=2 1 c (rt' -+- w) ( 6» -h  w) (H -h  u)\  '  y  , 


(3) 

Y=3[C(a'+«)(6'+«)(c'+«}|  '-ï^, 


-rv   .)y' 


'     zjr 


Resic  à  déterminer  C.  Pour  y  parvQiiîr,  M.  Cliaslrs  platr 
le  point  attiré  sur  la  surface  externe  de  la  couclie,  ce  qui 
revient  à  faire  ii  =  o.  L'expression  lionvéc  pour  l'atlrac- 
lîon  d'un  élément  est 

^    ^^  ÛD  .    ^  ,^  ,,  ,   Ôc'   ^/  OD   .,,,,, 

-- —  •  — - —  sin  Ô  « 0  f/^L  -.  il\ù  — —-  •  — — — -  sin  G  r/O  dl  ; 

et  Ton  a  déjà  vu  que 

SA  X  SB  ~  SD  X  se' 

d'où 

ÔC^_  ÔD^  SB 
^^^  Sr""SD""SE" 

oc" 

Faisons  coïncider  le  point  S  avec  la  surface;  -—--  devien- 


SA 


OC      OD 


3 


tira  — ^:  -^r;-  deviendra  -  OD5  SB  pourra  être  remplacé 
AB  '    SD  2 

SK 
par {fig*  52)  et  l'équation  [ti)  deviendra 


AB        2  SE  ces  0 

33. 
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mais  en  menant  OP  perpendiculaire  sur  SX,  on  a 


SK_  SP_  SP 
SK  ""  SO  ~"  OD 


{b)  devienl  alors 


s 


oc         I     SP 


AB        1  cosô 
TaUraction  de  Télénient  de  la  couche  devient  alors 

X  oSP  ^-^ tani»  0  f/ô  r/+. 

OD         ^  ^ 

La  composante  de  cette  attraction,  suivant  Taxe  du  cône, 
est 

Xp.— —  slnOr/Or/^!/, 

et  Tattraclion  totale  s'obtient  en  intégrant  cet  élément 
de  0  =  o  à  9  ==  TT,  et  de  ^  =  o  à  i|/  =  2  7r,  ce  qui  donne 

4,X._._.SP. 

SI  l'on  place  le  point  S  à  Texlrémilé  de  Taxe  principal  n 
de  l'ellipsoïde,  Tattraotion  devient 

D'un  autre  côté,  si,  dans  la  prciriière  des  formules  (3). 
on  fait  u  =  o,  on  a  une  autre  valeur  de  celle  attraction, 
et  en  égalant  ces  deux  valeurs  on  a 

4  77  /  p  (ta  zzii  --— — , 
^  \/Cbc 

d'où 

znAobcaa 
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les  formules  (3)  deviennent  alors 

Y  —  47r/p  bcfia    f'^  ^^[{n'-hii;  [b'  -f-  us  (c'  -h  a)]   \ 
Z  z:r  ^Tzk^bcdn  ./-^-  [(«5  +  ^,)(^2_+-  /^)  (^3  _^  ,^  J"V^ 

et,  par  suite, 


Telle  est  l'expression  de  rallraclion  d'une  couche  ellip- 
soïdale sur  un  point  exicrieur  :  p  représente  dans  celle 
expression  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  plan 
langent  à  Tellipsoïde  liomorocal  passant  en  S. 
Dans  les  équations  précédentes,  posons 

«'-f- «  —  <?',     b*-\-u  =  b],     r--h//  — cj. 

Remplaçons,  pour  plus  de  symétrie,  dans  la  suite  des  cal- 
culs, X,  Y,  Z,  x,f^z,  /7,  par  X,,  Yj,  Z,,  .r,,  j,,  z,,;>i; 
supposons  que  la  couche  agisse  non  plus  sur  un  simple 
point  matériel,  mais  sur  Télément  flo)^  de  la  surface  de 
niveau  passant  en  S,  et  mettons  en  évidence  la  masse  r/oi)j 
de  Télément  attiré  implicitement  contenue  dans  le  fac- 
teur h  :  nous  trouverons  ainsi 


A,  =:  4  ^^P  bcda  •  — r  — 

^  a]   a^byC, 


Or,  on  a 


•'     X,   V    a\ 


4 


*;      r. 


d'où 


X,  . 
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et,  par  ronséquenl, 

On  irouverait  de  la  même  manière  pour  un  autre  élément 
de  surface  de  niveau 

^iTzbcda 
Xj  z= ax^dzt, 

d'oii 

Xj        djr^dz-î  n^biCi 

Mais  si  fl(i>i  et  rfw^  sont  deu?f  éléments  correspondants 
sur  les  deux  surfaces  de  niveau,  on  a 

r/,        /ïj         bi  b.         c,         fy 


c'est-à-dire 

dxt 
a, 

d.r^ 

A. 

et  en  lin 

X, 

«j 

X, 

^'. 

Cette  équation  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorkme  \Hl.  —  Les  composantes  de  Vattraction 
mutuelle  de  deux  points  correspondants  sont  entre  elles 
en  raison  ùn^erse  des  axes  des  surfaces  hoinofocales 
auxquelles  ils  appartiennent, 

225.  Nous  terminerons  ces  considérations  géomé- 
triques par  une  remarque  intéressante  consignée  dans  le 
Mémoire  de  M.  Chasies  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes. 

Si  l'on  reprend  la  valeur  de  Tattraction  totale  exercée 
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sur  un  point  extérieur^ 

et  si  Ton  suppose,  au  lieu  d'un  simple  point  attiré,  un 
élément  de  surface  de  niveau  rfwi,  cette  expression  do 
r attraction  prendra  la  forme 

^tzApbcdnptfloi, 

Si  l'on  intègre  relativement  à  l'aire  entière  de  la  surface 
de  niveau,  et  si  Ton  remarque  que  Zpi  r/co  est  \c.  triple  du 
volume  de  Tellipsoïde  dont  les  axes  sont  rtj,  i,,  Ci,  ou 

trouve 

i6it  Apbcffa. 

On  peut  donc  dire  que  : 

Théorème  IX.  —  La  somme  îles  attractions  exercées 
par  la  couche  sur  tous  les  éléments  d\inc  même  surface 
de  niveau  est  constante. 

3Sld.  La  théorie  de  M.  Chasles  résout  complètement  le 
problème  de  l'attraction  d*unc  couche  infiniment  mince. 
L'attraction  d'une  couche  d'épaisseur  finie  ou  môme  d'un 
ellipsoïde  plein  est,  comme  on  sait,  beaucoup  plus  dif- 
ficile à  évaluer;  mais,  d'une  part,  si  le  point  attiré  est 
intérieur  à  l'ellipsoïde,  en  vertu  du  théorème  de  Newton, 
l'attraction  exercée  par  la  couche  comprise  entre  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  et  l'ellipsoïde  homothétique  et  con- 
centrique passant  par  le  point  attiré  est  nulle,  et  le  cas 
du  point  intérieur  se  ramène  au  cas  d'un  point  situé 
sur  la  surface.  D'autre  part,  Ivory  a  fait  connaître  un 
théorème  très-remarquable  qui  permet  de  raf mener  le  cas 
du  point  extérieur  au  cas  du  point  intérieur,  en  sorte 
qu'en  dernière  analyse  on  n'a  plus  à  considérer  que  le 
cas  d'un  point  situé  sur  la  surface. 

Considérons  un  premier  ellipsoïde  dont  les  demi-axes 
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sont  «,  />,  c;  ratlraciion  exercée  par  lui  a  pour  com- 
posâmes 

X  --  htf  I  — - —  f/m, 

Z  -:  km  I    f/m, 

X,  y,  z  désignant  les  coordonnées  de  IVlémenlalliraiitrfm, 
.r,  j^,  z  les  coordonnées  du  point  attiré,  r  la  distance  de 
Télément  dm  au  point  attiré  :  A'  représente  toujours  le 
coefficient  de  Fattraction,  et  m  la  masse  du  point  attiré. 
Considérons,  en  particulier,  la  composante  parallèle  à 
Taxe  des  or  :  on  peut  la  nneltre  sous  la  forme 

X  = //wp  fil  1 — (ixdyriz, 

p  désignant  la  densité  constante  de  rellîpsoïde.  L'inté- 
gration par  rapport  à  x  peut  s'eflbctuer  et  donne 

Tj  et  r,  désignant  les  valeurs  de  r  correspondant  à  deux 
points  situés  sur  la  surface  de  T ellipsoïde  et  sur  un 
prisme  parallèle  à  Taxe  des  x» 

Faisons  actuellement  passer  par  le  point  J^,  ) ,  z  un 
ellipsoïde  homofocal  avec  rellipsoïde  attirant:  rarlîon 
de  cet  ellipsoïde  idéal  supposé  plein  sur  le  point  cor- 
respondant de  X,  y,  z  aura  pour  composante  suivant 
Taxe  des  x 

x',  y',  7/  désignant  les  coordonnées  d'un  point  du  nouvel 
ellipsoïde,  et  /',,  r\  les  distances  du  point  correspondant 
du  point  attiré  à  deux  points  situés  sur  une  parallèle  à 
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l*axe  des  x  et  sur  la  surface  du  second  ellipsoïde.   Rien 

n*empèche  de  choisir  pour  ces  points  les  points  rorres- 

pondants  jr,  j,  r,  x,  y,  z  des  points  qui  se  présentent 

dans   la  formation  de  la  composante  X  \  on  aura  alors 

rj  =  /•*,  et  r,  =  r',,  en  vertu  du  tlu'orème  V,  p.  5()7. 

Si  nous  désignons  alors  par  2q\  ih\  7.c'  les  axes  de 
rellîpsoïde  passant  par  le  point  x,  y,  2,  et  homofocid  avec 
V ellipsoïde  proposé,  on  aura 

tix         a         (l\        b         ttz         r  ' 

m 

et,    en   vertu  de  ces  équations,  la  formule  qui  donne  X' 
pourra  s'écrire 


€>U 


On  aurait  de  même 


hc 


ca 
au 


C'est  dans  ces  trois  égalités  que  consiste  le  théorème 
d'Ivoiy. 

Théorème  X.  —  Les  aUracfions  que  deux  ellipsoïdes 
homofocaux  exercent  parallèlement  à  chaque  axe  sur 
deux  points  correspondants  placés  sur  leurs  surfaces  res- 
pect iv^es^  sont  entre  elles  comme  les  produits  des  deux 
it^es  perpendiculaires  à  chaque  composante. 

Poisson  a  remarqué  le  premier  que  ce  théorème  est 
indépendant  delà  loi  d^attraction. 

Ajoutons  que  si  nous  convenons  d'appeler  éléments 
correspondants  deux  éléments  de  surfaces  de  niveau  tels, 
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que  chaque  poîut  de   l'un  ait  son  correspondant  dans 
Tautre,  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XL  —  Lrs  attractions  exercées  par  mt 
couche  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiqueset 
concentriques,  sur  deux  éléments  correspondants^  sont 


égales. 


Soient,  en  effet,  ^I,  &,  c  les  demi-axes  de  la  suificc 
externe  de  la  couche,  p  la  densité  de  cette  couche;  «i, 
61,  Cl  les  demi -axes  de  Tune  des  surfaces  de  nivean, 
d(i>  un  élément  de  cette  surface,  p  la  distance  du  centR 
de  la  couche  au  plan  de  cet  élément,  l'attraction  exercée 
sur  cet  élément  sera 

4  TT  p  6c  da  — ; — • 
^  /i,e>,c, 

Soit  dfj)^  l'élément  correspondant  de  d(f>  sur  une  surface 
de  niveau  dont  les  demi-axes  soient  a,,  i', ,  c/,  soit 
aussi  p'  la  distance  du  centre  de  la  couche  au  plan  de 
l'élément  rfw'  :  l'attraction  exercée  snr  cet  élément  sert 

Le  rapport  de  ces  deux  attractions  est 

pd(û     a\  b\  c. 

(i) ~ — ^-• 

^  p'dbi'     /ï|6|C, 

3  * 

Mais  pdo)  est  égal  a  dj  dz  —^•t  p' dtA'  est  égal  à  dy'  ilz' -^\ 

X  JCt 

X,  j^,  2,  x' ^  y\  z' désignant  les  coordonnées  des  éléments 
rfw,  dtsi' \  de  plus,  comme  ces  éléments  sont  correspon- 
dants, on  a 


ou 


bien 


X              X 

—  —  ~r  t 
«1         «, 

y 

bx 

— 

y 

z         z 
Ci        c, 

dx       dx' 

dy 
hx 

— 

dz       dz' 

—    ,  -  -i 
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J  '£.    » 


c*c8l-à-dîre 


dx 


a 


'Il 

dy' 


dz_ 

717 


le  rapport  (i),  en  tenant  compte  de  ces  relations,  sr 
rtduit  à  Tunité,  ce  qui  démontre  le  tliéorème  que  nous 
HTÎODS  énoncé. 

227.  Concevons  un  corps  matériel  de  forme  quel- 
ttnque,  mais  terminé  par  une  surface  fermée,  c'est-à-dire 
Ks^étendaut  pas  à  Tinfini,  et  doué  du  pouvoir  attractif 
B  raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carre 
^  distances.  Concevons  les  surfaces  de  niv^cau  relatives 
*  son  attraction-,  il  y  aura  trois  cas  à  distinguer  :  les 
tOes  seront  entièrement  extérieures  au  corps  et  ren\c- 
'opperont  de  toutes  parts  ^  d'autres  seront  entièrement 
emprises  dans  Tintérieur  du  corps,  et  d'autres  enfin 
|H>arront  être  en  partie  extérieures  au  corps  et  en  partie? 
dans  son  intérieur,  à  moins  toutefois  que  la  surface  du 
torps  ne  soit  elle-même  une  surface  de  niveau,  auquel 
Cas  il  n*y  aurait  que  des  surfaces  intérieures  et  des  sur- 
faces extérieures.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  ne  consi- 
dérerons que  les  surfaces  entièrement  extérieures  au 
corps. 

Soit  A  Tune  de  ces  surfaces  :  concevons  sa  normale  en 
on  point  m,  et  soit  dn  la  portion  de  cette  normale  com- 
prise, extérieurement  à  la  surface  A,  entre  le  point  m  et 
la  surface  de  niveau  infiniment  voisine  de  A.  Knfin,  soit 
K  nu  coefficient  constant  qui  sera  un  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre.  Prenons  sur  la  normale,  intérieurement 

à  la  surface  A,  un  segment  — ;  son  extrémité  aura  pour 

lieu  géométrique  une  certaine  surface.  Cette  surface,  et  la 
surface  primitive  A  qui  a  servi  à  la  construire,  compren- 
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dronl  enlre  elles   une   couche  îniinimeiit  mince,  dont: 
Tépaîsseur,  variable  en  chaque  poîiil,  aura  pour  exprah 

K 
sion  -~. 
fin 

Sur  chaque  surface  de  niveau  on  pourra  construire  aoei 
couche  semblable. 

Ce  sont  ces  couches  que  nous  allons  considérer  pov] 
démontrer   diverses   propriétés    relatives    h   raltracdoRi 
quV*lles  exercent  sur  les  points  de  rcspace,  et  comptrer 
cette  attraction  à  celle  qu'exerce  le  corps  lui-même 
ces  mêmes  points. 

228.  Soient  rfw  réléinent  superficiel  de  la  surface< 
au  point  m,  dyi  Télément  de  volume  de  la  couche  en 
point,  fJL  élanl  le  volume  de  la  couche  entière.  On  aoraj 


da  = 


du 


Prenons  sur  une  autre  surface  de  niveau  quelconque A'i 
le  point  m'  situé  sur  la  ligne  trajectoire  orthogonale  t« 
surfaces  de  niveau.  Soient  /"/w'  rélément  superficiel  de  A  ! 
en  ce  point  m',  dn'  la  normale  à  A'  terminée  à  la  surface 
infiniment  voisine,  et   d\L'  Télémcnt  de  volume  de  la 

couche  construite  sur  A':  on  aura  r/a'==  — t-t-* 

dn' 

J'aj)pellerai  points  correspoudatifSj  sur  deux  surfaces 

de  niveau,  deux  points  situés  sur  une  ligne  trajectoire. 

orthogonale  à  toutes  ces  surfaces  :  ainsi,  w,  m'  serovK 

deux  points  correspondants.  J'appellerai  de  môme  éU^ 

me nts  superficiels  correspondants^  sur  deux  surfaces  de 

niveau,  les  éléments  compris  dans  un  canal  infiniment 

étroit  dont  les  arêtes  sont  toutes  des  lignes  trajectoires 

orthogonales  aux  surfaces  de  niveau  :  et  enfin  cléments 

de  volume  correspondants  de  deux  couches,  les  éléments 

de  volume   compris  dans  le  même  petit  canal.    Ainsi, 
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[Mel  m'  étant  deux  points  correspondants^  d'o  et  rfw' 

int  Aenx  éléments  supeijiciels  correspondants,  et  /7(/, 

\f!  deux  éléments  de  volume  correspondants. 

Soit  U  la  somme  des  molécules  du  corps  attirant  divi- 

par  leurs  distances  respectives  au  point  m,  L^attrac- 

du  corps  sur  ce  point  est  dirigée  suivant  la  normale  dn 

ila  surface  A,  et  est  égale  à  -r->  d\],  étant  raccroissemeni 

"  fin 

valeur  que  reçoit  U  quand  on  passe  de  la  surface  A  à 

surface  de  niveau  infiniment  voisine^  et  Tattraction 

corps  sur  1  élément  aw  est  -r—  aw. 

Pareillemenl,  U'  représentant  la  somme  des  molécules 
corps    divisées   par    leurs    distances   respectives  au 

nnt  m'  de  la  surface  de  niveau  A',  ratlractioii  du  corps 
l'élément  </ot)'  de  cette  surface  sera  dirigée  suivant  sa 

lale  et  aura  pour  valeur  — j-ao)'. 

Or,  c'est  une  propriété  des  éléments  correspondants 
éorème  XI,  p.  52-2  ),  que  les  attractions  du  corps  sur 
m  éléments  sont  égales  entre  ellfs,  on  a  donc 

W  7/;r  ''"  "^  ;^  ''"  • 

Il  résulte  de  là  que  la  somme  des  attractions  du  corps 
les  éléments  d'une  même  surface  de  niveau  a  une 
nleur  constante,  quelle  que  soit  cette  surface.  ^Jous 
iflons  prouver  que  cette  valeur  est  4^ M»  M  étant  la 
du  corps;  c'est-à-dire  que  Ton  a 


// 


an 


'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface 
le  niveau  A. 
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La  foiiciion  U  esl  uue  somme  de  termes  de  la  forme 

»  flM.  représentant  une  molécule,  ou  un  élément  de  It 


niasse  du  corps,  et  r  la  distance  de  celle  molécule  au 


rlV 


point  m  de  la  surface  A  ]  -7—  r/co  se  compose  donc  d'une 


fin 


.il 


suite  de  termes  de   la  forme  <7M*  —  r/o).  Conséquem- 


//î 


men 


t  /    I  -—ilo}  se  compose  d'une  suite  de  termes  ids 


r 


que  rfM-y-rffi>,  dont  chacun    donne   lieu   à  Tintégnile 


dfi 


'"'d  J%^"'' 


tendue  à  toute  la  surface  A.  On  a 


rlonc 


// 


fin 


floi  =r 


///'^vi^"- 


ou 


Soit  /  Tangle  que  le  rayon  mené  de  la  molécule  r/M  au 
point  m  fait  avec  la  normale  r//2,  angle  obtus,  parce  que 
nous  supposons  le  corps  renfermé  dans  rinlérieur  de  II 
surface  A,  et  la  normale  du  extérieure  h  celle  surface; 
ou  aura  dr  =  —  rin  cos  /,  et  il  vient 


//•s 


w 


-///-// 


(lui  COS  / 


Or,  d'après  un   théorème  bien  connu  de  Gauss,  Tin- 
légrale  du  second  membre  est  égale  à  4^?  parce  que, 


:)27 
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i  d^une  part,  la  surface  de  niveau  A  est  fermce,  puisque  le 
corps  n^est  pas  in6ni,  et  que,  d'autre  part,  tous  les  points 
d*où  partent  les  rayons  /*  sont  situés  dans  Fintérieur  de 
cette  surface^  par  hypothèse  (1).  On  a  donc 

(a)  rr^r/wr=    rr  A/M. 47r=r:47rM;  ou: 

Théohème  XII. — La  somme  des  valeurs  numériques 
des  attractions  quun  co7j)s  exerce  sur  les  éléments  su- 
perficiels d*utie  de  ses  surfaces  de  niveau^  quand  cette 
surface  entoure  le  corps  de  toutes  parts,  est  égale  à  la 
masse  du  corps  multipliée  par  4^  (*)• 

Dans  Texpression  I  I  —  rfw,  r/U  est  constant,  puis- 
que rinlégrale  se  rapporte  a  une  même  couche;  on  peut 
donc  écrire  l'équation  (2)  sous  la  forme 


ou 


rfu  r  rK.1,.     .  ^ 


I    j  — - —  est  le  volume  de  la  couche,  que  nous  avons  ap- 
pelé u'^  on  a  donc 

47rMK 


(3) 


€iV 


(*  )  Ce  théorème  s'applique  aux  attractions  d'un  corps  sur  les  cléments 

d*»ne  surface  quelconque,  autre  qu^unc  surface  de  niveau,  pourvu  que 

cette  surface  enveloppe  le  corps  de  toutes  parts.  Alors  on  entendra  par 

a,ttracUon  du  corps  sur  un  clément  de  la  surface  la  composante  de  Tat- 

tractioD   du  corps  suivant  la  normale  à  rélément.  Le  théorème  peut 

•'énoncer  aies!  :  Quand  un  corps  est  enveloppé  de  toutes  parts  par  une 

smr/ace yermée,  la  somme  des  attractions  du  corps  sur  les  éléments  superji^ 

deï§  de  cette  surface,  estimées  suix^ant  les  normales  à  ces  éléments,  est  égale 

Jk  iéÊ  masse  du  corps  multipliée  par  4:r.  La  démonstration  de  ce  théorème* 

général  eit  la  m6rae  que  pour  7e  cas  d'une  surface  de  niveau. 
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Celle  expression  très-simple  de  JU,  en  fonction  du  volume 
de  la  couche  construite  sur  la  surface  de  niveau  à  laquelle 
se  rapporte  la  valeur  de  U,  nous  sera  trcs-utîle  plus  loin. 
Reprenons  Téquation  (i)  et  écrivons-la  sous  la  forme 


dn 


d^ 


770" 


ou 


Kr/w    K'^w'       KrfU' 


dn 


dn' 


¥Jd\J 


Pour  tous  les  points  des  deux  surfaces  de  niveau  A,  A', 
respectivement,  ^U  et  ^U'sont  des  quantités  constantes, 
ainsi  que  K  et  K';  le  premier  membre  est  donc  conslanl. 
Or  il  exprime  le  rapport  de  deux  éléments  de  volume 
correspondants,  pris  dans  les  couches  construites  sur  les. 
deux  surfaces  A,  A'.  Ce  rapport  constant  est  évidemment 
égal  à  celui  des  volumes  entiers  dos  deux  couches;  de 
sorte  qu'on  a 


du. 


OU 


(4) 


—  ~-  —V  \  d  on  : 


Théorème  XllI. — Si  Von  conçoit  un  canal  que/conque 
orthogonal  à  fontes  les  surfaces  rie  iwcciu^  les  volumes 
quUl  interceptera  dans  deux  couches  seront  entre  eux 
dans  le  rapport  des  volumes  des  deux  couches, 

229.  Considérons  les  deux  couches  construites  sur  les 
surfaces  de  niveau  A  et  A',  et  supposons  maintenant  que 
ces  surfaces  soient  inGniment  voisines.  Soit  û  la  dis- 
lance du  point  m  de  la  première  a  un  point  S  extérienrj 

aux   deux  couches;    formons   l'expression  (— If»)»rff' 
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étant  r élément  de  volume  de  la  couche  ;a,  au  poînl  ///. 
La  dilTéreniielle  de  cette  expression,  quand  on  passe  du 
volume  du  au  volume  correspondant  d\iL  de  la  couche 
infiniment  voisine,  est 

\  p      /        \  f*     /      p    p         ?-  f- 

Nous  faisons  sortir  --  de  dessous  le  signe  d,  parce  que 

nous  venons  de  prouver  (228)  que   le  rapport  -^  est 

ttoustant. 

Soit  i  l'angle  m'mS  que  la  ligne  mS  =  p  fait  avec 
mm'  =  dn,  on  aura 


—  op  =  dn  ces/. 


Donc 


(^-)= 


dfi  dn  cos/ 

P         p' 


«r     » 

A  la  place  de  rfjm  mettons  — : — :?  il  vient 


t//2 


^i--¥~ 


dtù  cos  / 


îtendons  cette  expression  à  tous  les  éléments  de  la  sur- 
ice,  nous  aurons 


M 


'ïm-¥-jr-T 


y  a  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  le  point  S  est  au 
«hors  ou  au  dedans  des  deux  couches. 

I.  34 
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S^il  est  en  dehors,  ou  aura,  comme  on  sait, 


ff 


P 
et  conséquemment 


,   -  =0' 


'//(^-)=- 


d'où,  en  intégrant, 


const.. 


ou 


ir-f 


^—  zz^  CODSt. 

Faisons  j   j  --  =u^u  étant  la  somme  des  molécules 

couche  divisées  par  leurs  distances  respectives  au  poil 
et  appelons  u^  la  somme  semblable,  relative  à  une  i 
couche  quelconque  ;  on  aura,  diaprés  l'équation  à  lac 
nous  venons  d'arriver, 

(b  -— -9 

c'est-à-dire  que  : 

Théorème  XIV.  —  La  somme  des  molécule 
couche,  dwisées  par  leurs   distances  respectif 
point  extérieur^  est  au  volume  de  In  couche 
rapport  constant^  quelle  que  soit  la  couche, 

Nous  pouvons  conclure  tout  Je  suite  de  là 

Théorème  XV.  —  Les  couches  ont  toutes 
surfaces  de  niv^eau  extéiieures. 

Dans  le  cas  où  le  point  S  est  dans  rintérier 
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rouches,  on  a 


// 


r/w  CCS*  , 

; —  -4^; 


^tTéquation  (5)  devienl 

ou,  d'après  Téquation  (3), 

La  caractéristique  d  dans  dJJ  a  la  même  signification  que 
la  caractéristique  J,  puisque  ^U  indique  le  passage  d'une 
couche  à  la  couche  infiniment  voisine.  On  peut  donc  in- 
tégrer comme  s'il  y  avait  SU.  Il  vient 


// 


du  U 


La  constante   est  nulle;  car  si  l'on  suppose  la  couche 

infiniment  étendue,  chaque  terme  — ^  est  nul,  puisque  le 

point  S,  d'où  part  le  rayon  jo,  est  dans  l'intérieur  de  la 
couche;  le  premiermembreeât  donc  égal  à  zéro.  On  a 
aussi  U  =  o,  puisque  chaque  point  de  la  couche  est  infi- 
niment éloigné  de  chaque  molécule  du  corps  attirant. 
La  constante  est  donc  nulle.  Ainsi  l'on  a 


m^-i 


ou 

(7)  ---• 

La  valeur  de  U  se  rapporte  à  un  point  de  la  surface  de 
la  couche  et  est  constante  dans  toute  l'étendue  de  celte 
surface.  L'équation  exprime  ce  théorème  : 

34. 
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Théorème  XVI.  —  La  somme  des  molécules  d*u^^^M  e 
couche  f  divisées  par  leurs    distances  respectives  à  e=:^^i 
point  pris  dans  son  intérieur,  est  à  la  masse  de  la  comsLM-^ 
che  comme  la  somme  des  molécules  du  corps^  divisc^^^^ 
par  leurs  distances  respectives  à  un  point  de  la  surf  a.  ^ 
externe  de  la  couche,  est  à  la  masse  du  corps. 

Il  résulte  de  là  une  propriété  importante  el  caracléiis — 
tique  de  nos  couches,  savoir,  que  : 

Théorème.  XVII.  —  Le  somme  des  molécules  d*un^ 
couche,   divisées  par  leurs  distances  respectiv^es   à  un 
point  pris  dans  son  intérieur,   a  une  valeur  constante^ 
quel  que  soit  ce  point. 

Des  deux  théorèmes  XIV  et  XV  s'en  déduisent  plusieurs 
autres  relatifs,  soit  à  une  couche  seule,  soit  à  lensemble 
de  deux  couches,  soit  à  une  couche  et  au  corps  lui-même, 
considérés  ensemble. 

Supposons,  dans  le  théorème  XJV,  exprimé  par  l'équa- 
tion -  =  -71  que  la  couche  a'  enveloppe  la  couche/;.  Le 

point  S  auquel  se  rapportent  les  fonctions  /i,  u*  est  exté- 
rieur aux  deux  couches,  mais  il  peut  être  aussi  près  de  la 
couche  fx'  qu'on  le  voudra;   la  surface  externe  de  cette 

couche  est  donc  une  limite  de  laquelle  le  point  S  peut  -^  -• 

s'approcher  indéfiniment  ;  et  comme,  dans  le  déplacement  -^  ^' 

de  ce  point,  la  fonction  m'  varie  d'une  manière  continue,  — -  "♦ 

on  en  conclut  que  le  théorème  a  encore  lieu  quand  h*^  '^  ^* 
point  S  est  situé  sur  la  surface  externe  de  la  couche  yJ . 

Pareillement,  dans    le    théorème  XVI,    exprimé   pai —  —  " 

l'équation  -  ==  — -,  le  point  S  auquel  se  rapporte  la  fonc — 

lion  u  est  situé  dans  l'intérieur  de  la  surface  externe  dc_r 
la  couche  u;  mais  il  peut  sapprocher  indéfini  ment  de  cettft.^ 
surface,  et  Ton  voit  aisément  que  si  l'on  considère  deusc 
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;£>oînls  S,  Si,  dont  le  premier  soil  Irès-près  de  la  surface 

c^ tic  second  sur  la  surface  mèmC)  la  ditrérence  entre  les 

'valeurs  de  la  fonction  u  relatives  à  ces  deux  points  sera 

d^autant  plus  petite  que  le  point  S  sera  plus  près  de  la 

stirface.  Et  puisque  la  valeur  de  u  rcsle  toujours  la  même 

dans  toutes  les  positions  du  point  S,  on  en  conclut  que  la 

valeur  de  cette  fonction  est  aussi  celle  relalive  au  point  Sj 

situé  sur  la  surface  de  la  couche.  Nous  pouvons   donc 

énoncer  ce  nouveau  tlidorème  : 

rrHÉOREME  XVIII.  — La  somme  des  molécules  (runc 

^€>têchey    di\nsées   par  leurs  dislances  respectives  à  lui 

A^c>/nt  quelconque  de  la  surface  externe  de  la  couche^ 

^   constante  et  égale  à  la  somme  de  ces  molécules  di\ù- 

<•* s  par  leurs  distances  respecti\^es  à  un  point  pris  dans 

^^ttérieur  de  la  couche. 

La  première  partie  de  ce  tliéorcme  montre  que  : 

Théorème  XIX.  —  La  surface,  externe  d'une  couche 
^  et  une  sutjace  de  ni\^cau  nlatii'e  à  r  attraction  de  cette 
^^  uche. 

Or,  d'après  le  théorème  XV,  cette  surface  est  aussi 

"^e  surface  de  niveau  relative  à  Tattraction  de  toute  autre 

^::3uche  comprise  dans  la  première,  et,  par  hypothèse,  elle 

'5&tune  surface  de  niveau  relative  à  l'attraction  du  corps; 

Ti  en  conclut  donc  cette  autre  propriété  des  couches  : 

Théorème  XX.  —  Une  couche  quelconque  a   pour 
-'^  ui faces  de  niv^eau  extérieures  les  s w faces  de  niveau  du 
<^orps. 

Reprenons  l'équation  -=r— »  dans  laquelle  u  et  //  se 

rapportent  à  un  même  point  S  situé  au  dehors  des  deux 
<^ouches.  Supposons  la  couche  jix'  extérieure  à  jix,  le  point  S 
pourra  être  situé  sur  sa  surface  externe  *,  or,  dans  ce  cas ,  i/' 
^  la  même  valeur  que  pour  un  point  situé  dans  Tintérieur 
de  la  couche  (théorème  XVII);  on  peut  donc  supposer 
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qne  u'  se  rapporte  à  un  point  de  la  surface  externe  d^s  la 
couche  fx.  On  a  donc  ce  ihéorème  relatif  à  deux  coucIm.es  ; 

Théorème  XXI.  —  La  somme  des  molécules  d*Mxne 
couche,  diWsées  par  leurs  distances  respeclit^es  à  un  paini 
de  la  surface  externe  d'une  autre  couche,  est  à  la  somme 
des  molécules  de  cette  seconde  couche,  di\^isées  par  leurs 
distances  respect ii^cs  à  un  point  de  la  surface  externe  dt 
la  première,  comme  la  masse  de  cette  première  couche 
est  à  la  masse  de  la  seconde. 

Considérons  encore  Téquatlon  -  =  —,  en  supposant   ^^ 

point  S  sur  la  surface  de  la  couche  u.'  \  on  aura  alors  p  ^^ 
le  théorème  XVIII 

U  se  rapportant  à  ce  même  point.  Ou  a  donc 

M  _  U 
p  ~"  M* 

équation  qui  se  traduit  par  le  ihcorème  suivant  : 

Théorème  XXII.  — La  somme  des  molécules  d^u 
couche,  div'isées  par  leurs   distances  respectives  à 
point  extérieuT,  est  à  la  somme  des  molécules  du  co 
divisées  par  leurs  distances  respectives  au  même  pot 
comme  la  masse  de  la  couche  est  à  la  masse  du  corps. 

On   reconnaît  aisément  que  tous  les  théorèmes  préc 
dents  peuvent  se  déduire  d'une  seule  équation,  savoir 

pourvu  qu'on  attribue  à  U  deux  significations  différentes^' 
suivant  que  le  point  S,  auquel  se  rapporte  u,  est  sit 
au  dehors  ou  dans  Tintérieur  de  la  couche  ^f.. 

Quand  le  point  S  sera  situé  au  dehors  de  la  couche, 
fonction  U  se  rapportera  à  ce  point  5 

Et  quand  le  point  S  sera  situé  dans  Vintérieur  de 


'■^ 


a 


ATTRACTION    DES    ELLIPSOÏDES.  535 

^iZRche,  la  fonction  U  se  rapportera  à  un  point  quel- 
i^ue  de  la  surface  externe  de  la  couche. 

discussion  de  cette  équation,  dans  ces  deux  Hypo- 
:scs,  conduit  aux  différentes  propriétés  des  couches  que 

1.0US  avons  démontrées. 

^S30.  Passons  maintenant  aux  propriétés  rclalivcs  aux 
silt raclions  exercées  par  les  couches  et  par  le  corps  lui- 
même.  On  les  déduit  naturellement  soit  de  cette  équa- 
tion (8),  soit  des  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  U  et  //. 
Pour  cela  il  suffit  de  se  rappeler  que  les  coefficients  diffé- 
reuiiels  de  ces  fonctions,  pris  par  rapport  aux  coordon- 
^^es  du  point  auquel  elles  se  rapportent,  expriment  les 
«composantes  des  attractions  du  corps  et  de  la  couche  sur 
^^  point. 

l-c  théorème  XVII  nous  apprend  que  : 

T*HÉORÈME  XXIII.  —  Une  couche  n  exerce  aucune  ac- 
sur  un  point  quelconque  situé  dans  r intérieur  de  sa 
^ace  interne. 

^îous  avons  vu  (ihéor.  XIX)  cpie  la  surface  externe 
ne  couche  est  une  surface  de  niveau  relative  à  son 
'^  x*action.  Cela  signifie  que  : 

Théorème  XXIV.  —  U  attraction  exercée  par  une 
'^MÀche  sur  un  point  de  sa  surface  externe  est  dirigée 
-^^i^ant  la  normale  à  cette  surface  en  ce  point. 

Du  théorème  XXII  on  conclut  que  : 

Théorème  XXV.  —  Les  attractions  exercées  par  le 
■^>rps  et  par  une  couche  sur  un  même  point  extérieur  à  la 
^^^Uchey  lesquelles  ont  la  même  direction  (  théor.  XX), 
^11  entre  elles ,  en  grandeur,  comme  la  masse  du  corps 
•"**  à  la  masse  de  la  couche. 

I)e  là,  ou  bien  du  théorème  XIV,  on  conclut  que  : 

Théorème  XXVI.  —  Les  attractions  exercées  par  deux 
'^Uches  sur  un  mémo  point  extérieur  ont  la  même  direc- 
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tion^  cl  ont  leurs  intensités  proportionnelles  aux  rriMLosses 
des  deux  couches. 

Nous  avons  trouvé  (3),  p.  627, 

d  où 

iW  _  47rK  M 

dfi  dn     fi 

K 

—  est  Tépaisseur  de  la  couche  fx,  sur  laquelle  se  iroo^'^ 

le  point  S;  représentous-la  par  e,  il  vient 


\0 


u 
a 


a 


expression  très-simple  de  l'attraction  du  corps  sur 
point  extérieur.  Celte  attraction   est  proportionnelle 
l'épaisseur  de  la  couche  qui  passe  par  ce  point. 

D'après  le  théorème  XXV,  Tattraction  du  corps  est 
celle  de  la  couche  sur  le  même  points  comme  la  masse (^^^ 
corps  est  à  la  masse  de  la  couche.  Il  s'ensuit  que  Tatlrsu    ^^ 
tion  de  la  couche  est  égale  h  ^izi.  Donc  : 

Théorème  XXVII.  —  L'attraction  exercée  par  u 
couche  sur  un  point  de  sa  surface  externe  est  égale 
V épaisseur  de  la  couche^  en  ce  point,  multipliée  par  i^T^  '^ 

Nous  avons  toujours  parlé  à'attraction  dans  Ténonc^ 
de  nos  théorèmes,  mais  il  est  évident  qu'ils  convîenner^ 
au  cas  où  Ton  considérerait  des  corps  doués  du  pouvoL 
répulsif  y  suivant  la  même  loi  du  rapport  inverse  du  carr 
des   distances.  On   peut  niùme  considérer  ce  que   nou^ 
avons  toujours  appelé  lecor^5  attirant,  comme  un  asseoi.— 
blage  de  diverses  masses  douées  les  unes  du  pouvoir  at  — 
iractif,  et  d'autres  du  pouvoir  répulsif.  La  démonstratiox'B 
des  divers  théorèmes  reste  la  même;  la  seule  condition  ^ 
observer,  c'est  que  les  surfaces  de  niveau  soient  fermées 
et  qu'elles  enveloppent  toutes  les  masses.   Elles  seronC 
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nées  si  elles  n'ont  pas  de  nappes  à  Tintini.  Cela  a  tou- 
rs lieu  quand  toutes  les  masses  sont  de  même  signe, 
•t-à-dire  toutes  aliraclives  ou  toutes  répulsives*,  car 
PS,  dans  Téquation  \]=:  constante ,  tous  le^  termes  sont 
même  signe,  et  conséquemment,  pour  que  la  surface 
des  points  à  Tinfini,  il  faudrait  que  le  second  membre 
égal  à  zéro  5  ce  qui  n'a  pas  lieu  quand  les  masses  sont 
même  signe,  mais  ce  qui  peut  avoir  lieu  quand  elles 
t  de  signes  différents. 

•30.  M.  Bourget,  dans  sa  thèse  pour  le  doctorat,  pu- 
fe  et  soutenue  en  1 852,  réimprimée  dans  le  Journal  de 
Liouv^ille,  a  mis  en  évidence  diverses  propriétés  rela- 
is à  l'attraction  des  paraboloïdes  elliptiques,  analogues 
elles  que  nous  venons  de  faire  connaître  relativement 
:  ellipsoïdes,  et  pouvant,  pour  la  plupart,  s'en  déduire 
la  méthode  des  limites,  en  considérant  le  paraboloïde 
ime  un  ellipsoïde  infîniment  allongé, 
orsque  les  axes  principaux  de  deux  ellipsoïdes  homo- 
iques  et  concentriques  grandissent  indéfiniment,  de 
^  sorte  que  l'un  des  ellipsoïdes  tende  vers  un  parabo  - 
e  P,  en  même  temps  que  les  sommets  des  deux  ellip- 
es  situés  sur  l'axe  principal  restent  fixes,  le  second 
>soïde  dégénère  en  un  second  paraboloïde  Q  identique 
et  qui  n'est  autre  chose  que  le  paraboloïde  P  trans- 
ie parallèlement  à  son  axe.  Les  paraboloïdes  P  et  Q 
:  désignés  dans  le  Mémoire  de  M.  Bourget  sous  le 
I  de  paraboloïdes  isotlié tiques;  et  partant  de  cette 
priété  fondamentale,  que  deux  ellipsoïdes  homofocaux 
huèrent  en  paraboloïdes  isothétiques  lorsque  l'un 
IX  devient  un  paraboloïde,  oa  pourra  énoncer  les 
)rèmes  suivants  : 

!*HÊORÈME  XXVIII.  —  L* attraction  d^une  couche  coni- 
c  entre  deux  paraboloïdes  isothétiques  sur  un  point 
meurest  nulle. 
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TnéOKÈME  XXIX.  — L'attractio  ndela  même  couche 
sur  un  point  extérieur  est  dirigée  suivant  l'axe  du  cône 
circonscrit  au  paraboloïde  extérieur  ayant  son  sommet 
au  point  attiré^  on  encore,  si  Von  veut,  suivant  la  nor- 
male au  paraboloïde  isothétique  passant  par  le  point  en 
question. 

Théorèime  XXX.  —  Les  surfaces  de  niveau  sont  des 

paraboloïdes  isothétiques^  et  si  Von  désigne  par  2pet 

^q  les  paramètres  de  la  surface  extérieure  de  la  couche, 

V attraction  sera  donnée  par  les  formules  suivantes  (jui 

font  connaître  ses  composantes  : 


Z-- 


fj  ^(p  -h  2tf)  (7  -h  2/1) 

—  ^Tzpda.x  sjpq  \ 

ta  ^{p-h  2a)(7-h  2a)  P  -^  ^'" 

—  4  ^?  da .  z  ypq  I 


Dans  ces  formules,  que  l'on  obtient  en  modifiant  1^ 
formules  de  M.  Chasles  relatives  aux  ellipsoïdes,  da  r^ 
présente  Tépaisseur  de  la  couche  raesurc'e  parallèlen^^'' 
à  Taxe 5  u  est  donné  par  la  formule 

2/7  +  4"      27  -h  4" 

dans  laquelle  a:,j^,  z  sont  les  coordonnées  du  poin^   • 
tiré;  rs  représente  la  quantité 

y' 


I  -4-  •: 4- 


[p  -\-  luY        (7  4-  2«)»' 

Tattraclion  elle-même  est  donnée  par  la  formule 

^(p  -f-  ?.«)  (7  4-  2U)U 
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points  correspondants  dans  les  paraboloïdes  isothé- 
les  seront  définis  par  les  relations 


p    ^ip  -4-  4  "      v'^y     v^2y-f-4" 

ilhéorème  d'Ivory  s'appliquera  aux  paraboloïdes. 

31.  Dans  une  livraison  des  Ecrits  de  la  Société  des 
wdlistes  de  Dantzîck,  imprimée  en  i865,  M.  Meliler 
blié  sur  Tattraction  des  polyèdres  homogènes  un  Mè- 
re que  nous  croyons  devoir  analyser  rapidement.  Sup- 
>Ds  d'abord  qu'il  s'agisse  d'évaluer  le  potentiel  relatif 
ittraction  exercée  par  une  pyramide  sur  son  sommet, 
M)ur  réduire  le  problème  a  sa  plus  simple  expression, 
)osons  qu'il    s'agisse    d'une    pyramide    triangulaire 
T  (fig>  53)  dans  laquelle  l'arête  PO  sera  perpendi- 
re  à  la  base  OST;  nous  supposerons  le  point  attiré 
y  sa  masse  sera  prise  pour  unité.  Soient  : 
le  coeflScient  de  l'attraction  \ 
a  masse  spécifique  de  la  pyramide; 
j^,  z  les  coordonnées  du  point  P,  rapportées  à  trois 
axes  rectangulaires  \ 

y,  z  les  coordonnées  courantes  d'une  molécule  de  la 
pyramide  \ 

le  potentiel  de  l'attraction,  X,  Y,  Z  ses  composantes; 
la  hauteur  PO  de  la  pyramide,  h'  la  distance  de  P 
au  point  x,  y,  z  mesurée  parallèlement  à  la  hau- 
teur PO  ; 

a  distance  du  point  (x,  y,  z)  au  sommet  P; 
la  distance  du  point  de  la  base  qui  se  trouve  sur  la 
droite  joignant  le  point  P  au  point  (x,  y,  z); 
>  un  élément  de  la  surface  de  la  base  SOT. 
k^omposons  la  pyramide  en  une  infinité  de  petits 
'8  pyramidaux,  en  prenant  les  éléments  dtù  pour 
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bases  de  pyramides  élémentaires,  ayant  leur  sommet  eaP, 
et  coupant  ces  petites  pyramides  par  des  plans  parallèles 
à  leurs  bases,  très-rapprochés  les  uns  deis  autres.  Con- 
sidérons le  tronc  qui  passe  au  point  x,  y,  z.  Sa  lua- 
teur  esX.dh'\  les  aires  de  ses  deux  bases,  que  Ton  peut 
supposer  égales,  sont  données  par  la  formule 


r^ 


son  volume  est 


r» 


R»  ' 


le  potentiel  sera  donc 


u  =//' ,  ^.  ^-^ 


Mais  on  a 

h  "R* 
On  peut  donc  écrire 

TT  C  Cl       ''''l'^'tl'' 


«^'    tx 


d'où,  en  intégrant  par  rapport  à  h' , 
ou  bien 

kùh    r ilta 
2    J      R 

qui  n*est  autre  que  le  potentiel  de  la  surface  de  la  base  de 
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Lre  pyramide.  Posons,  poar  abréger. 

Pour  évaluer  llnt^rale  fî,  prenons  dans  le  plan  SOT 
ax  axes  coordonnés  OX  perpendiculaire  à  STet  OY. 
it  PB=:R,  désignons  par  6  Tangle  OPB:  on  aura 

h 


R=i 


cosO 


flément  dro  qui  passe  en  B  est  égal  à  dxdj  [*)\  et,  en 
celant  e  Tangle  MOQ,  on  a 

r  :=:  BC  =  /*  tang  ô  sio  c, 

X  zT^QC=  h  tang  ô  cos i . 

lilleurs, 

dxdy 


r  rdxdy 


si  Ton  change  de  vaiîable  sous  le  signe  d'intégration, 
faudra,  en  vertu  d'une  règle  donnée  parCauchy,  multi- 
ier  Télément  diirérentiel  par  le  déterminant  du  système 
îs  anciennes  variables  considérées  comme  fonctions  des 
ouvelles,  en  sorte  que  Ton  trouve,  en  prenant  pour  va- 
lables e  et  0, 

J  J   \di  d9       di   d9)K  ' 

'Q  bien 

•  '^,  sin  OdBde 
h 


Hi 


cos*ô 


{')'./,    s  désignent  déjà  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport 
^'autres  corps,  mais  il  n'y  a  pas  de  confusion  possible,  parce  que  Tem- 
'oi  des  lettres  x  et  ^  est  tout  à  Tait  transitoire. . 
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Intégrons,  en  laissant  e  constant,  il  vient 

(''^        "=*/(^ -)''•' 

0  désignant  Tangle  OPM.  Cela  posé,  décrivons  une  spbère 
ayant  son  centre  en  P,  et  pour  rayon  Tunité;  lesplau 
passant  en  P  découperont  cette  sphère  en  triangles  spU- 
rîques,  et  si  Ton  pose 

aogleO'M'Q'  =  p,     O'S'M'  =  f*„     O'T'Q'  =:  p., 

on  a  dans  le  triangle  O'Q'M' 

cosc  =  sinfAC0Siif, 
et  en  prenant  la  dillérentielle  logarithmique, 
tang  tdt  =z  —  coi  II  d^  -h  tang  m  dm , 

Mais  dans  le  même  triangle  ou  a 

1 
ces  B  =1  cet  e  cet  fx     ou     =:  tang  s  tang  fi» 

COS  f7 

sin  m  =  cot  p  tang  ^, 

d'où 

de  dm 

—  «p  -h  tang  g 


COS0  ^°  COS  m 

La  formule  (a)  devient  alors 

Ciz=  h  I  [^  du-h  tang  g ds  ] 

J   \  "'^  cos/w  / 

ou  bien 


(0 


*ung„[oo.(^-i),o,  (:_=:)]. 


▲TTRACTIOM    DES    POLYÈDRES.  543 

îî  Ton  appelle^ la  surface  du  triangle sphérîque  S'CVi 
i\  Von  pose 

uogffï[cot(^  _  Ç)cot(f  -  ^j]  =  y, 
peut  écrire 

r  conséquent, 

De  cette  valeur  de  U  on  déduit  sans  peine  les  compo- 
tes de  Tattraction  cherchée 

dx  '^  dy  dz 

132.  Supposons  actuellement  qu'il  s'agisse  d'évaluer 
traction  d'un  polyèdre  sur  un  point  extérieur  ou  inté- 
iir.  Du  point  attiré  on  abaissera  des  perpendiculaires 
les  faces  du  polyèdre,  on  joindra  ce  point  aux  sommets, 
si  que  les  pieds  des  perpendiculaires  aux  sommets  des 
es  correspondantes  \  on  formera  ainsi  une  série  dcsolides 
tlogucs  à  celui  dont  nous  venons  d'étudier  l'attraction , 
I  est  clair  que  le  potentiel  relatif  au  polyèdre  sera  la 
érence  de  deux  sommes  de  potentiels  relatifs  à  des  py- 
lides  analogues  à  celles  que  nous  avons  considérées, 
ris  par  rapport  à  leur  sommet. 

Tous. ferons  d'abord,  pour  chaque  face  du  polyèdre, 
omme  des  valeurs  de  U  relatives  aux  côtés  du  poly- 
.e;  h  conservant  alors  une  valeur  constante,  on  aura 

^*y=  A* F,  où  F  désigne  la  surface  du  polygone  sphè- 
re compris  entre  les  droites  qu'on  peut  mener  du  point 
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attiré  aux  sommets  du  polygoue  donné|  ou  bien  la  gran- 
deur apparente  de  ce  polygone,  vu  du  point  attiré. 
Par  suite,  la  somme  en  question  deviendra 


2      ^ 


[2-4 


jkt. 
nitn 


Il  faut  ensuite  faire  la  somme  par  rapport  aux  faces  du 
polyèdre,  ce  qui  donne,  pour  le  potentiel  du  polyèdre 
entier, 

On  pourrait  maintenant  chercher  les  composantes   ^^ 
Tattraction  en  prenant  les  différentielles  de  U  suivant  cï^^* 
directions  données.  Mais  ces  composantes  s'obtîenn^^ '^^ 
d'une  manière  bien  plus  simple^  à  l'aide  des  considéKi^  ^-' 
lions  suivantes. 

L'expression  générale  de  la  composante  X  est 

La  sommation  s'étend  aux  valeurs  de  -^qui  correspo  'MI' 

dent  aux  intersections  de  Taxe  des  x  avec  la  surface  cJu 

corps  considéré^  on  donne  à  R  le  signe  -f-  ou  le  signe » 

suivant  que  Taxe  des  x  pénètre  dans  la  masse  ou  qu'il  gt^  n 
sort.  Mais  on  peut  aussi  prendre  R  toujours  positif,  e*^  n 
remplaçant  dj  dz  par  cos  a  do)^  Tangle  a  étant  celui  qi^»-c 
Taxe  des  x  forme  avec  la  normale  intérieure  de  l'élémcrr^:^^ 
de  surface  doi.  Par  conséquent,  puisque  a  est  conslar:^* 
pour  des  surfaces  planes, 

» 

X=;/p^COSa    /   —  :=  Xp  V*  cos  a  il, 


i!ll 
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rinlégration  élant  relative  aux  différentes  faces  du  po- 
lyèdre. On  voit  donc  que  la  recherche  de  la  composante  X 
revient,  comme  celle  du  potentiel  lui-même,  à  la  déler- 
mination  de  l'intégrale  0.  =  h((f  — f).  Nous  avons,  évi- 
demment, 

cest  la  composante  de  rattraclion  du  polyèdre  dans  une 
wection  qui  fait  avec  les  normales  à  s<»s  faces  les  angles 

'>  ûc  5 .  . . .  On  trouve  encore,  imisque  —  =  cos  a, 


^^rnier  terme  est  donc  nécessairement  é^al  à  zéro. 


.  Enfin*  un  jeune  mathématicien,  M.  Mathey,  a 
^^lu  de  la  manière  suivante  un  problème  qui  lui  avait 
•  J^roposé  dans  son  examen  de  dociorat  :  Déterminer 
^^  traction  exercée  par  un  ellipso'ùle  homogène  sur  un 
*^^t  donné j  en  supposant  Inaction  clément aim  en  rai^ 
^  inverse  de  la  puissance  2  n  delà  distance,  n  étant  un 
*^^hre  ejitier plus  grand  que  i  ;  proui^erque  dans  ce  cas, 
^\formément  au  théorème  de  Dirichlet^  les  intégrations 
zffi'Ctuent  complètement, 

Soit  un  ellipsoïde  dont  les  axes  coïncident  avec  les  axes 
^Ordonnés,  et  soient  a,  b^  c  les  longueurs  de  ses  demi- 
^^s.  Soient  £,  y,^  Ç  les  coordonnées  d'un  point  inlé- 
^Yir  à  r ellipsoïde,  et  supposons  que  ce  point  soit  attiré 
^f  la  masse  de  rellipsoïde,  en  raison  inverse  de  la  puis- 
*nce  2/1  de  la  distance,  n  élant  un  nombre  entier  plus 
*^nd  que  i . 

I.  35 
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Imaginons  rellipsoïde  décomposé  en  éléments  infini- 
ment petits,  par  des  sphères  concentriques  au  point  donné, 
et  par  des  angles  solides  infiniment  petits  ayant  leur  som- 
met en  ce  point.  Soient  p  la  ligne  menée  du  point  ({,  )),  () 
à  un  point  M  de  Vellipsoïde,  et  dtù  la  mesure  d'un  an^ 
solide  infiniment  petit  comprenant  p\  Télément  infini- 
ment petit  de  Tellipsoïde  sera  p^fifjidp.  Donc,  si  Aett 
Tatlraclion  de  Funité  de  masse  à  Puni  té  de  distance,  ^ 
si   nous  prenons  pour  unité  la  densité  de  rellipsoîâi 
r attraction  exercée  par  cet  élément  sera  représentée  p 

Décrivons  du  point  (5,  ^>  Ç)  comme  centre,  avec 

rayon  quelconque  Tq,  une  sphère,  et  désignons  par   w 

longueur  du  rayon  p  prolongé  jusqu'à  la  surface  e^i 

rieure  de  rellipsoïde.  L'expression  précédente,  intégi 

par  rapport  à  p,  entre  les  limites  /'o  et  r,  nous  doix 

l'attraction  exercée  par  la  portion  de  la  masse  de  Vm 

lipsoïde  comprise  dans  Tangle  solide  é/ro,  entre  la 

face  extérieure  de  l'ellipsoïde  et  celle  de   la  sphère 

,  ffdtù      /     I  I     \ 

celte  attraction  est  donc r  ( |  ?  et  si 

2/1  —  3  \ /•}"-*       r*"-*/ 

j3,  y  sont  les  angles  que  fait  r  avec  les  axes,  les  com 

santés  de  cette  attraction  seront 

kdw 

cos  a, . . . . 


9,n  —  3  \r2"-5     '   r^*- ^ 


0 


L'équation  de  l'ellipsoïde  donne  pour  le  rayon  r,  (0 
fait  avec  les  axes  des  angles  0t,  (3,  y,  deux  valeurs 
signes  contraires,  et  la  valeur  négative  correspond  au  pc^ 
longement  du  rayon  r  considéré  ci-dessus.  Soit  r'  ce^ 
valeur  négative.  Les  composantes  de  l'attraction  exerce 
par  la  portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  le  proloo^ 
ment  de  Tangle  solide  considéré  ci-dessus,  entre  la  sl^ 
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face  extérieure  de  rellipsoïde  et  la  sphère  /'o^  s*obtiendront 
enreinplaçant,da]is  les  expressions  ({ii'on  vient  de  trouver, 
rpar  —  r'  et  a,  j3,  y  par  leurs  suppléments.  11  vient  ainsi 

H 71 — :  1  ces  7 ....  . 


•y.n—  3  \  r-:— '        r 


'»«— s 


Si  Ton  ajoute  ces  composantes  respectivement  avec 
celles  qu'on  a  trouvées  ci-dessus,  il  vient 

kiifù     I     \  I     \ 

-^  I  "I — :  H ; — :  I  ^os  a, .  . .  . 

L.e  rayon  ro  disparait;  on  peut  donc  le  prendre  aussi 
peiitque  Ton  veut,  et  par  conséquent  nul. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  Tattraction  exercée 
pair  Tell ipsoïde  sur  le  point  (Ç,  r,,  Ç),  on  a 

X  = r  >^  (  — — r  H — t; — ;  |  ^w  cos  a, .  .  .  . 

£.e  signe  \^  s'étend  à  toute  la  surface  de  la  sphère  sur 

laquelle  est  pris  dtù. 

Sî  X,  j-,  z  sont  les  coordonnées  du  point  de  rellipsoïde 
correspondant  à  /•,  on  a 

j:  =  Ç -+- rcosa,    j  ==  >î -+- r  cos  S,     2  ::::- î; -h  rcosy, 

et  Inéquation  de  l'ellipsoïde  devient 

pr^  -+-  a  ^r  -h  /  =  o, 

^  posant 

jj ^  cos'a       cos*p       cos*7  Çcosa      ncos^       CCOS7 

a-  6*  c'  «*  b^  c' 


'  — 1  "^    Ai  "^  1""'- 


35. 
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Cette  équation  peut  s^écrire  encore  ainsi  : 


r'  -    r 


d'où 


II  iq  lin 

7  +  77---r  «'  7-7^=r 


Ces  quantités  7  et  ^  sont  des  fonctions  entières  el  ra- 
tionnelles des    cosinus:   donc   il    en   est   de   même  de 


I 


.îfl— 3 


r'"— '         r 


7^;^^  qui  peut  toujours  s'exprimer  en  fonction 


entière  et  rationnelle  de  — | — r  et  de  -•  — .   Un  terme 


r    r 


quelconque  de  la  quantité  sous  le  signe  V*  sera  de   la 

forme  Acos'"a  cos'"'ê  cos"*"7^  et  parmi  ce$  termes  il  suffira 
de  conserver  ceux  dans  lesquels  les  trois  cosinus  entrent 
avec  des  exposants  pairs,  puisqu'on  peut  toujours,  sans 
faire  varier  deux  des  cosinus,  donner  à  rdeux  directions 
pour  lesquelles  le  troisième  cosinus  a  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires,  de  sorte  qu'un  terme  qui  con- 
tient ce  cosinus  avec  un  exposant  impair  prend,  pour  ces 
deux  directions,  deux  valeurs  qui  se  détruisent. 

Pour  faire  T intégration,  on  pourra  changer  de  coor- 
données, et  prendre  Tangle  Q  que  fait  /'  avec  l'axe  des  x, 
et  l'angle  o  que  fait  avec  le  plan  XOY  le  plan  mené  par 
Taxe  des  x  et  le  rayon  /'.  On  a  ainsi 

cos  a  =  ces  0,     ces  p  =  sin  0  cos  <p,      ces  7  =  sin  0  sin  ^, 

fi(û  r=:  sin  G  dQ  d(f. 

On  intégrera  de  zéro  à  2  7r  par  rapport  à  ç,  et  de  zéro 
à  71  par  rapport  à  6. 


•    •    •    • 
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Appliquons  ce  qui  précWe  au  cas  où  n  =  -j.  On  a  alors 

Or, 

I  I    27  1  fi  ces  a  H  ces  8  Ç  CCS  7  \ 

Substituons  dans  X  ;  le  seul  terme  ({ui  doive  être  conservé 
est  le  terme  en  cos*  a.  Donc 

X  =  — —  >^  cos'a  r/w, 

ou^  en  changeant  de  coordonnées, 

X  —  ^  M  cos'  0  sin  0  rfô  //<p. 

Intégrons  par  rapport  à  ^,  de  zéro  à  2  7r,  il  vient 

SttîX 


cos'  0  sin  0  //Ô  =  — 


On  aurait  de  même 

On  passe  au  cas  d'un  pjint  extérieur  au  moyen   du 
théorème  d'Ivorv. 
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DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 

Théorie  générale  du  potentiel.  — Définition  du  potentiel.  —  Surfaces     ^^ 
niveau.  —  Évaluation  du  paramètre  diflerenticl  du  second  ordre     ^^ 
potentiel.  —  Potentiel  relatif  à  l'attraction  d*une  surface  sur  laqu^l^^ 
on  suppose  condensée  une  certaine  niasse.  —  L'attraction  exercée  p*' 
un  certain  volume  sur  un  point  extérieur  peut  ôtrc  remplacée  par  1  "^at- 
traction exercée  par  sa  surface  sur  laquelle  se  trouverait  convenat^ï*" 
ment  distribuée  une  certaine  masse.  —  Calcul  de  cette  distribue^  «ot^ 
dans  un  cas  simple.  —  Application  des  théories  précédentes  au  nr^^' 
gnétisme  terrestre  par  Gauss. 


234.  Lorsqu'il  s'agit  d'évaluer  la  résultante  de  loiu-  ••^^ 
les  attractions  (ou  répulsions)  exercées  suivant  une  for  :»  ^^^ 
lion  de  la  distance  par  les  éléments  dune  masse  doncr»^^ 
sur  im  point  quelconque,  ou  est  amené  à  considér-^^^î 
comme  nous  l'avons  déjà  vu,  une  certaine  fonction  ^d^^ 
coordonnées  de  rc  point  dont  les  dérivées  partielles  3 
présentent  les  composantes  de  l'atlraction  (ou  de  la  rép^ 
sion)  totale.  Cette  fonction,  à  laquelle  M.  Gauss  a  doi:» 
le  nom  de  potentiel,  joue  un  rôle  si  important  dans 
Mécanique,  que  nous  avons  jugé  h  propos,  au  risqne 
nous  répéter,  de  consacrer  au  développement  de  sa  tliei 
rie  et  de  ses  propriétés  générales  une  Leçon  parliculiéj 
que  M.  Lindeloef  a  rédigée  avec  une  très -grande  linbîleU 

Soient  M  une  molécule  attirante  de  masse  ///,  O  le  poii 
attiré,  et  désigtions  par  /?,  i,  c  les  coordonnées  de  m 
par  X,  r,  z  celles  de  O,  par  r  la  dislance  MO^  l'attractioc 
exercée  par  M  sur  O  sera  ff^f(f')^f(f')  étant  une  ccrtaim 
fonction  dont  la  forme  dépendra  de  la  loi  de  rallractioi 
La  droite  OM  faisant  avec  les  axes  coordonnés  des  angh 
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:  les  cosinus  sOQt 

—  je  dr        a  —  .r  _         dr        a  —  s   dr 

r  dr  r  dy  r  dz 

«luposanlcs  suivant  les  aies  coordonnés  de  la  force 
igit  sur  Oseront 

«/")£■     "/l')$-     -/('IS^ 
l'on  pose 

'«i S  composantes  deviendront 

rf.wF(r)        d.mf(r)         d.mf[r\ 

■  6  autres  molécules  m',  m", . . . ,  de  la  masse  attirante 
teront  dcB  expressions  semblables.  En  les  ajoutant, 
rouve,  pour  les  composantes  de  l'attraction  totale 
céeen  O, 

d.'^mV(r)  d.^mVir)  d.'^mY[r) 

,      T  z^ — ■-— ,      7.  - , 

dx  dy  dz 

'Oime  V  devaut  s'étendre  à  toutes  tes  molécules  m, 
n°', .  .  ..  Posons  maintenant 

omposanles  prendront  la  forme  très-simple 

d.r  dy  dz 

l  le  potentiel  de  l'attraction  exercée  par  la  masse  cjue 
considère.  II  n'est  funciion  que  des  coordonnées  x. 
do  poini  attiré,  ei  ses  dérivées  partielU^s  représentent. 


•  •  t 
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comuie  nous  venons  de  le  voir,  les  com posantes  de  i  "^r- 
lion  totale  exercée  en  ce  point. 

Concevons  que  le  point  O,  indépeudamnient  desfor*«  1^ 
qui  agissent  sur  lui,  vienne  à  se  déplacer  suivant  une  Ji-  w^ 
rection  quelconque,  ou  prenne  un  mouvement  virlcid: 
—  mf(r)rf/\,  —  ni'f^r')  (lr\ .  .  . ,  seront  les  moments  vir- 
tuels des  attractions  exercées  par  les  poiats  ///,  m',. 

et  —  ^  "{/('■)  '''''?  ou  1^  somme  de  tous  ces  moments, 

le  moment  virtuel  de  la  résultante.  Le  potentiel  n'est (1 

autre  chose  que  Tintégiale de  la  diflérentielle qui  expr: 

le  moment  virtuel  de  l'attraction  exercée  sur  le  point     C* 

Soit  ds  un  élément  de  la  courbe  décrite  dans  le  mota.'V'*- 

ment  virtuel  du  point  O,  et  faisant  avec  les  axes  coortl*>  ^' 

,     ,  1       j         1  •  dx    (ly     dz    y  _^ 

nés  des  ansles  dont  les  cosinus  sont  -7-9  ~->  -r>  la  cc:>  «J** 
°  ds     ds     ds 

posante  suivant  la  direction  ds  de  Tattraction  totale  e :>^- <r" 

cée  sur  le  point  O  sera 

d\]  djn       d\}  dr       d\5  dz       d\} 


dx    ds  dy    ds  dz    ds         ds 

235.   Une  suiface  (jui  contiendra  tous  les  points  o'mJMh 
potentiel  U  a  une  valeur  constante  séparera  d'abord     ics 
parties  de  Tespace  où  U  est  inférieur  à  celte  valeur  cr in- 
stante, de  celles  où  il  lui  est  supérieur.  Pour  une  lî^J^e 

quelconque  .v  située  sur  cette  surface,  — ^?  ou  la  compo- 
sante de  Tattraction  suivant  la  tangente  à  cette  ligne,    «s( 
nulle.  U  suit  de  là  que  la  résultante  en  chaque  point    Je 
la  surface  considérée  est  normale  à  cette  surface  et  qii^oiic 
agit  du  côté  de  l'espace  contigu  aux  valeurs  plus  grancîes 
de  U.  ]Nous  donnerons  à  cette  surface  le  nom  àe  surface 
de  ni\^eau.  Quand  la  ligne  s  ne  sera  pas  tout  entière  sur 
une  mètne  suiface  de  niveau,  on  pourra  par  chacun  de 
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poinis  mener  une  surface  de  niveau  ;  ei  si  j  cooite  lonies 
surfaces  à  angle  <lroil,  une  langeiile  menée  n  rette 
te  indiquera  eu  cliat-un  de  ïcs  poinis  la  direction  i\e 

ésultante,  dont  — exprimera  I  intensité. 

oient  R  la  résultante  e(  S  l'angle  que  sa  diriM-lion  fnit 
;  l'élément  rfj  d'une  ligne  quelconque,  la  projection 
[l  sur  la  tangente  à  rette  lipmc  sera 


/  Rcmi <ls-z  j  '—j-its, 


ndue  à  ua  segment  arbitraire  de  la  ligne  s.  est  évidom- 
nt  ^ale  à  U,  —  U,,  U,  et  L',  étant  les  valeurs  du  po- 
tiel  aux  exlrémités  delà  Itgne.  U  en  résulte  :  ■"que 
caleur  de  l'intégrale  est  indépendante  de  la  nature  de 
courbe  qui  unit  les  deux  points  extrêmes,  ei  2"  qne 
s  est  une  ligne  fermée,  l'intégrale  étendue  à  la  ligne 
îèrc  sera  nulle. 

Vi6.  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  particuliè- 
lent  le  cas  de  la  loi  d'attraction  universelle  qui  s'oL- 
ve  dans  la  nature,  ou  de  l'attraction  exercée  en  raison 
ecledu  produit  des  masses  et  en  raison  inver.^e  du  carré 
distances.  Soient  Mune  molécule  attirante  de  masse  m, 
a  masse  du  point  matériel  attiré  O,  r  leur  distance; 

traction  réciproque  des  deux  molécules  sera  — p-  »  et  la 

ce  accclératrice  qu'elle  fait  nallrc  au  point  O  sera  par 

iséqueiit  — ^;  la  constante  A' étant  nécessairement  l'iit- 

clion  qu'une  masse  concentrée  en  un  point  exercerait 
a  distance  i  sur  une  autre  masse  aussi  égale  à  1,  égale- 


=  2- — ;:^ — '    npr^Zi — 7 7]""^ 


iU  _^(r  —z)m        d'V  _^r3{c  —  zV         il 


II 
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ment  concentrée  en  un  point.  Eln  clioiaissanl  pour  la  nuMe         ,  ^\q,ji 
une  unité  convenable,  on  peut  faire  en  sorte  que  fi^A  =  i  ;  ^z] 

alors  la  force  agissant  en  O  devient  simplement  -^*  ^-^ 

On  aura  donc,  dans  le  cas  que  nous  considérons, 

/(')  =  ;!;.       V{r}=-j'f{r)dr=L, 
et  le  potentiel  deviendra 

Lorsque  les  masses  //i,  au  lieu  d'être  concentrées  dans  des 

points  isolés,  remplissent  sans  intervalle  une  ligne,  une      l^f^sîoi 

surface  ou  un  espace  matériel  quelconques,  la  somme  a 

doit  être  remplacée  par  une  intégration  simple,  doubla 
ou  triple.  Ce  dernier  cas  est  celui  de  la  nature;  mais  il 
est  quelquefois  utile  de  substituer  aux  forces  réelles  de» 
forces  fictives  concentrées  sur  des  lignes  ou  des  surfaces. 
Il  est  évident  que  le  potentiel  a  une  valeur  finie  et  dé- 
terminée en  tout  point  situé  en  dehors  des  masses  at- 
tirantes. 11  en  est  de   même  de  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  ou   d'ordre  supérieur,  puisque,  dans 
cette  supposition,  elles  deviennent  des  sommes  de  parties 
assignables,    ou  bien  des  intégrales  dans  lesquelles  les 

quantités  sous  le  signe    I    ne  peuvent  jamais  devenir  in- 
finies. On  aura  donc 


X<f^ 
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ajoutant  od  trouve 
d^V        d*V       d'V 

li  exprime  une  propriété  importante  de  la  fonction  U, 
riété  dont  la  découverte  est  due  à  Laplace. 
»rsque  le  point  attiré  est  situé  dans  Tintéricur  du 
s  attirant,  il  suffit  de  remplacer  les  coordonnées  rec- 
les  par  des  coordonnées  polaires  pour  prouver  que 
»tentiel  U  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

-r—î  —7-  restent  encore  nnis  et  continus.  Mais  les 
df      dz 

,       ,,  .    ,  ,      d^V     d^V    d^V 

essions  des  dérivées  secondes  -- — »  -tt-»  — t —  con- 

ax'       djr^       dz* 

Iront  sous  le  signe  ^,  ou   l  une  fonction  qui  devient 

ie  pour  /'=o,  et  leur  somme  ne  sera  plus  nulle, 
i  avons  déjà  démontré  (209)  que  la  vraie  valeur  de 
somme  est  dans  le  cas  actuel  donnée  par  Téquation 

U        r/'U        d^U  ,  ^xT  , 

-  -+-  —  -+-  — ^  =  -  47rp      ou      A^')U  =  -  47rp, 

int  la  densité  du  corps  attirant  au  point  occupé  par  la 
îcule  attirée  fx.  On  doit  à  Poisson  cette  extension  du 
rèmc  de  Laplace. 

!  théorème  de  Laplace  et  celui  de  Poisson  étant  de 
lus  haute  importance  dans  la  théorie  du  potentiel, 
en  donnerons  ici  une  autre  démonstration  plus 
ireusc,  qui  est  au  fond  celle  de  Gauss.  Admettons 
les  molécules  attirantes  forment  un  corps  continu 
y  soit  le  volume  .et  S  la  surface,  et  soit  p  la  densité 
ible  de  ce  corps  ;  on  aura 
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l'inlégrale  devant  s'élcndrc  à  toutes  les  parties  du  corps  V. 
Concevons  que  x  reçoive  un  accroissement  ^,  c^esl-à-dire 
que  du  point  x,  y  y  z  on  passe  au  point  x  +  e,  j,  z.  La  ' 
position  relative  du  corps  et  du  point  attiré  sera  la  même 
que  si,  au  lieu  de  déplacer  ce  dernier,  on  avait  fait  subir 
à  chaque  molécule  du  corps  un  déplacement  égalenseu 
contraire,  ou  diminué  Tabscisse  a  de  chaque  moléculede 
la  même  quantité  e.  L'accroissement  de  la  composaniel 
sera  évidemment  le  même  dans  les  deux  cas;  donc,  pour 

obtenir  la  dérivée  -r-  =  ~-r—  9  il  suffit  de  donner  à  «une 

variation  constante  da  cl  de  chercher  la  variation  cor- 
respondante de  l'intégrale  X;  car  on  aura  ensuite 

dX_       SX 
dx  Sa 


Remarquons  d'abord  qu'après  le  déplacement  du  corps 
la  valeur  de  p  correspondante  à  un  point  Uy  b^  c  sera  pré- 
cisément la  même  que  p  avait  au  point  a-^  e^  b^  c,  avant 
le  déplacement.  La  densité  p  sera  donc  devenue  une  nou- 
velle fonction  des  coordonnées  a,  fe,  c;  elle  aura  piis  une 

variation  op  =  —  -j-  da.  Quant  à  la  dislance  r,  elle  res- 
tera toujours  la  môme  fonction  de  ^,  i,  r,  et  sa  vaiialion 
sera  nulle.  Enfin,  les  limites  des  intégrations  seront  in- 
variables, excepté  celles  de  la  première,  relative  à  a,  qui 
prendront  Tune  et  l'autre  la  même  variation  oa.  Cela 
posé,  on  trouve,  d'après  les  règles  du  calcul  des  varia- 
tions, 

$X~    j        I        f        -^-^ da  db  de 

Je,     Jb,     Ja,  ^ 

db  de. 


I 


"a:  ['-^].: 
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rffl  db  de  =  dV  et  db  di-  —  dz  COS  a .  rf  S, 
it  l'angle  ijue  la  normale  à  l'élément  superficiel  dS 
e  en  dehors  lait  avec  l'axe  des  x\  le  signe  +  corres- 
iiit  au  cas  où  cet  angle  est  aigu,  c'est-à-dire  à  la 
s  supérieure  a^  le  signe  —  au  cas  où  l'angle  a  est 
,  c'est-à-dire  à  la  limite  inférieure  a^.  On  pourra 
simplement  remplacer  l'expression  diQ'érentielle 


v'^n.. 


db  de     par 


m  qu'on  intègre  ensuite  te  long  de  toute  la  surface  S. 

résulte  <jue  si   l'on  divise  par  la  variation   coii- 

.  ,  ,     .  rf'U        t/X  *X 

e    $a     Cl     ou  on     substitue    — —  ^  — —  = — -, 

'  dx'         dx  3  a 


Sj_ 


Téquation  prccédenle  deviendra 


—  —  \  'i 


-"-/^^^ 


^tte  formule  est  vraie  lorsque  le  point  O  est  situé 
rïnlérieur  du  corps,  aussi  bien  que  lorsqu'il  est  en 
n.  Mais  elle  cesse  d'être  applicable  si  le  point  O 
ur  la  surface  même  du  corps,  parce  que  quelques 
enis  de  la  seconde  intégrale  prennent  des  valeurs 


i^me 

) 


-j 


•p(é  — r)cosp  . 
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fi  et  y  étant  les  angles  que  la  normale  extérieure  fait 
avec  les  axes  des  y  et  z. 
Observons  maintenant  que 

a  —  x  =  rcosç,     b — jr  =:  rcosn,     c  —  z=rrcos(;, 

en  désignant  par  ^,  y],  ^  les  angles  que  la  droite  r,  meMe 
du  point  fixe  x,  y^  z  au  point  variable  a,  &,  c,  faitaiec 
les  axes  coordonnés.  Si  Ton  fait  varier  la  longueur  de  r 
seule,  en  laissant  sa  direction  constante,  on  aura 

da  ^       ^  —  X        db  b  —  r 

---  :=:  COSS  zn  ,        --  =z  COS  m  = j 

dr  r  dr  r 


de  c  —  z 

—  :=COSÇ=:  , 

dr  r 


d'où  il  résulte  que 

tl^  a  —  X      dp  b  —  X       ^P  ^  —  - ^p 

da       r  db      r  tic      r  dr 

Remarquons  aussi  que 

a  —  X  b  —  r        ^       c  —  z 

cosa  H cosS  H COS7  =  cosy, 

r  r  ^  r  '  ^ 

oLy  p,  7  étant  les  angles  que  la  normale  à  1  clément  dS  *^ 
avec  les  axes,  et  ^  Fangle  que  celte  même  normale  ^ 
térieure  élevée  sur  rfS  fait  avec  la  droite  r  proloDj 
Enfin  posons,  pour  abréger. 


f'Ly,   N  =  /P^.s, 


M=   f    — 

ces  deux  intégrales  étendues,  la  première  à  tout  le 
lume  y,  la  seconde  à  toute  la  surface  S.  Nous  au 
donc 

d^V      d'V      rf'U       ,^      ^, 
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237.  Pour  effectuer  la  première  intégration,  conec- 
>iis  que  le  point  O  soit  le  centre  d'une  surface  sphériquc 
un  rayon  4^gal  à  Tunité  et  partagée  en  éléments  dS.  Les 
roites  menées  du  point  O  à  tous  les  points  du  contour 
e  dSj  et  infiniment  prolongées,  forment  une  surface 
onique.  Cette  surface  conique  découpe  dans  le  volume  V 
ne  tranche  (composée  de  plusieurs  volumes  élémen- 
iires,  suivant  les  circonstances),  dont  r^dSdr  est  un 
lément  indéterminé.  La  portion  de  M  qui  se  rapporte 

cette  tranche  sera  donc 


■f^r 


>urvu  que  Tintégration  s'étende  à  toutes  les  parties  de 
droite  r,  menée  du  point  O  à  l'élément  dS  et  suffisam- 
eut  prolongée,  qui  se  trouvent  interceptées  par  le  vo- 
Qie  V.  Si  cette  ligne  rencontre  la  surface  de  V  en  plu- 
'tits  points,  soient  Oi,  Oi,  Oj,  O4,...  ces  différents 
înis;  r,,  r,,  r,,  r4,..,  les  valeurs  correspondantes  de  r; 
^1,  dSt^  ^Ss,  dSkj.,.  les  éléments  de  la  surface  de  V^ 
conpés  par  le  cône  élémentaire;  pi,  |0t,  jOg,  /94,...  les 
leurs  de  p,  et  (f/i,  ^%^  ^3,  ^ky»  les  valeurs  de  ^  relatives 
'es  éléments.  Nous  distinguerons  deux  cas  : 
^^  Le  point  O  est  en  dedans  de  V.  —  Dans  ce  cas  les 
ints  sont  en  nombre  impair,  et  l'intégration  doit 
tendre  depuis  r=  o  jusqu'à  r  :=r,,  depuis  r=:i  r^  jus- 
'a  r=r8,  etc.;  d'où  l'on  voit  que  si  la  densité  au 
int  O  est  désignée  par  po^  on  aura 


/ 


dp 

--£  f/r  =  —  p«  -+-  p,  —  pj  -h  p3  —  p,  -h . . . . 


>Knme  les  angles  tf/t,  <{/t)***  sont  alternativement  aigus 
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et  obtus,  on  aura 

dSi  cosi|/,  =zr]ds, 
dSt  ces  ^2=^  —  ri  dsy 
dSz  cos  \p3  =1  ri  ds, 
dSt  cos  ^p4  =  —  r]  ds, 


\m 


et  par  conséquent 

pcosj  ^_  \  L, 

la  sommation  devant  s'étendre  à  tous  les   éléments  ^^ 
qui  correspondent  à  réiément  dS,  En  intégrant  pour  loi-^^ 
les  ds^  on  aura 


.       V^  P  cos  ^l; 
r-  —  p,ds  4-^  — f-  ds-. 


M=-4^'..+rp-^rfs. 


Or,  rintcgralc  conlenuc  dans  le;  second  membre  de  cet---' 
formule  devant  ôtre  étendue  à  tout  le  volume  V,  ivr***"^ 
autre  chose  que  N*,  on  aura  donc 

M  —  N  =  —  4  ^f  po 
ou 

r/'U  ^'U         r/'U  , 

H r-. 1 T-T-  =^  —  4^f'«»- 


{Lv-  (tj^  dz' 


a"  Le  point  O  est  extérieur.  —  Dans  ce  cas,  on  n'au 
à  prendre  en  considération  que  ceux  des  éléments  de 
surface  sphérique  pour  lesquels  la  ligne  droite  men 
par  O  et  un  point  de  ds  atteint  le  volume  V.  Le  nomb 
des  points  Oj,  O,,  O3, ...  est  toujours  pair,  et  les  angl      *^^ 
^n  ^îî   ^3  î  •  •  •    sont   alternativement    obtus    et    aigifc—  ^• 


a 
a 
e 
e 
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C 

r/S,  cos>j#,  =r  —  r]dSf 

r/Sj  cos  >î'j  =r  —  rldSy 
fiSi  cos  ^3  =  —  ^l^f- 

légration  /  -j-  rlr  devant  s'cicndrc  de  r  =  / ,  à  /=:  r, , 

=  r,  à  r  =  74, . .  . ,  il  en  résulte  que 

rf,  r^P  ,/r=  Êi£^  rfS.  4- Pi£^' rfS..  + . . . 

a  somme  \^  devant  s'iUendre  à  tous  les  éléments  //S 
se  rapportent  à  ce  cas,  nous  aurons 

fGCOS-v!/ 

•ar  conséquent,  comme  nous  le  savions  déjà, 
r/'U        rf'U        r/'U 


o. 


ilx^  (ly^  dz^ 

ous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

HÊOfiEME  I.  —  Le  paramètre  différentiel  tin  second 
*e  du  potentiel  est  nid  pour  un  point  extérieur,  et 
l,  pour  un  point  intérieur,  à  la  densitr  en  ce  point 
tipliée  par  —  4^» 

38.  Considérons  maintenant  le  ras  idéal  ou  des  forces 
iclives  (ou  répulsives)  émanent  de  tous  les  points 
10  surface  limitée,  sur  laquelle  on  suppose  qu'une 
se  attirante  est  distribuée.  Dans  ce  cas,  nous  appelle- 
i  densité  en  un  poinl'quelconque  de  la  surface  le  quu- 
t  de  la  masse  d'un  élément  divisée  par  Taire  de  cet 
lent. 

in  admettant  qu'en  aucun  point  la  densité  ne  soit  infi- 
I.  36 
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nie,  on  prouve  aisément,  comme  pour  des  masses  remplis- 
sanl  un  volume  fini,  que  le  potentiel  aura  en  chaque  point 
une  valeur  finie  et  dëlermlnée,  et  qu'il  variera  d'une 
manière  continue  le  long  d'une  ligne  quelconque,  alors  I 
même  que  cetle  ligne  sera  située  sur  la  surface  ou  qu'elle 
la  traversera. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  dérivées  du  potentiel; 
celles-ci  au  contraire  varient  brusquement  quand  on 
passe  d'un  côté  de  la  surface  k  l'autre;  de  sorte  qu'en  un 
point  même  de  la  surface  elles  ont  en  général  deux  va- 
leurs distinctes.  Pour  nous  faire  une  idée  de  ces  varia- 
tions brusques,  prenons  pour  origine  un  point  Ode  la 
surface,  pour  axe  des  x  la  normale  élevée  en  ce  point,  ei 
décrivons  du  point  Q  comme  centre  une  sphère  d'un 
très-petit  rayon  p  :  cette  sphère  découpera  dans  la  sur- 
face donnée  une  petite  portion  sensiblement  plane,  qa'on 
peut  identifier  avec  un  cercle  et  sur  laquelle  la  densité  m 
sera  sensiblement  constante.  Pour  un  point  quelconque 
pris  sur  l'axe  des  .r,  le  potentiel  de  la  masse  reportée  sut 
le  petit  cercle  sera 


où  il  faut  prendre  toujours    la  valeur  positive  de  ^: 
On  aura  donc 

U  =:  aw/w  (v^x'-f-p^dzx), 

formule  dans  laquelle  on  devra  prendre  le  signe  •+•  sî  ^ 
est  négatif,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  PotQ'* 
j:  =  o  les  deux  valeurs  de  U  deviennent  identiques. 
La  dérivée  partielle  de  U  par  rapport  à  x 

-7-    =27r/lf(      .  ±1  ) 

^*  \  V^x»  -f-  p'  / 

acquiert  au  contraire  pour  x=^o  deux  valeurs  distinctes, 
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iont  la  différence  est  4itm^  eVst-à-dîre  qu'en  traversant 
ta  aarfaee  cl  passant  des  x  négatives  aux  x  positives, 

-^subira  un  changement  hrusque  de  — 4^m.  Quant 

laz  masses  situées  en  dehors  du  petit  cercle,  la  dérivée 
àe  leur  potentiel  est  nécessairement  une  fonction  finie 
et  continue  pour  tous  les  points  de  l'axe  des  x.  Donc  la 
dérÎTée  -7—  du  potentiel  de  toutes  les  masses,  prise  rc- 

latÎTemcnt  à  one  droite  normale  à  la  surface,  a,  au  point 
où  la  droite  traverse  ta  surface,  deux  valeurs  diflérant 
entre  elles  de  4"'n,  m  étant  la  densité  au  point  que  l'on 
coDsidiie. 

S39.  Pour  commencer  par  un  cas  très-simple,  nous 
nous  proposons  d'évaluer  le  potentiel  d'une  ma^se  répan- 
due uoiformémeot  sur  la  surface  d'une  sphère.  Soient  R 
le  rayon  de  la  sphère,  itS  un  élément  de  sa  surface,  m  la 
densité  constante  de  la -masse,  a  la  distance  du  point 
attiré  O  an  centre  de  la  sphère  C,  ^  l'angle  c(U(;  le  rayon 
mené  à  un  point  de  l'élément  dS  fait  avec  la  droite  OC, 
et  i|i  l'angle  que  le  plan  mené  parce  rayon  et  la  droite  OC 
fait  avec  un  plan  fixe  mené  par  cette  même  droite  :  on 
aura 


"=^.fc 


nçjyrf^. 


2Bai-OS7  -4- a' 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  iji^o  justju'à  •^=vj:. 
et  depuis  f^o  jusqu'à  f  :=r.  Eu  edéctuant  les  deux 
intégrations,  on  trouve 
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Le  radical  qui  doit  toujours  être  pi*is  avec  sa  valeur  posi- 
tive sera  égal  àR  —  aouàa  —  R,  suivant  que  le  point  0 
sera  intérieur  ou  extérieur  à  la  sphère.  On  aura  par  con- 
séquent 

u  =  4^pR 

pour  un  point  situé  dans  l'intérieur  de  la  sphère,  et 

a 

pour  un  point  situé  en  dehors  de  la  sphère.  Sur  la  surface 
même  de  la  sphère  les  deux  valeurs  de  U  deviennent 
identiques. 

240.  Avant  de  considérer  des  surfaces  en  général,  nous 
devons  établir  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  — Soient  U  le  potentiel  d'un  système  de 
masses  M|,  M|,  M^,. . .  concentrées  dans  les  points  Pi, 
Pt ,  P» , . . .  5  u  le  potentiel  d^un  système  de  masses  m,, 
w*!}  'Wi,. . .,  concentrées  dans  les  points  pi,  ^i,  pty*] 
U|,  Uj,  Us, . . .  les  valeurs  de  U  en  ces  derniers  points; 
Uj,  Ml ,  //s , . .  .  les  valeurs  de  u  aux  points  P, ,  P,,  Pj,...  ; 
on  aura  r équation 

M, M,  -f-  MjMj  -4-  Mjttj  -4-  . .  .--  /WiU,  -h  /WîUj-f-  /WjUs-h...» 

ou  bien 

En  effet,  l'une  et  Taulrc  des  deux  sommes  représenient 
la  somme  totale  de  quantités  telles  que  >  dans  les- 
quelles les  masses  M  et  m  sont  combinées  de  toutes  les 
manières,  /•  étant  la  distance  des  masses  que  Ton  consi- 
dère. 

Quand  les  masses  remplissent  sans  intervalle  un  espace 
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OU  une  surface  continue,  l'équation  précédente  subsiste, 
k  la  condition  de  remplacer  chaque  somme  par  Vintégralc 
qui  en  est  la  limite,  c'est-à-dire  qu'on  aura 


fu,U  =/l 


U  <///!. 


Supposons,  par  exemple,  que  la  masse  m  soit  distri- 
buée d'une  manière  imiforme  sur  la  surface  d'une  sphère  S 
de  rayon  R,  et  que  la  masse  M  se  trouve  eu  partie  dans 
l'intérieur,  en  partie  à  l'extérieur  de  la  sphère,  le  po- 
tentiel u  sera  égal  a  4'^pK  pour  tout  point  intérieur, 

et  à  ^—2 —  pour  des  points  extérieurs  à  la  sphère,  p  étant 

la  densité  de  la  masse  //i,  et  /*  la  distance  du  point  attiré 
au  centre  de  la  sphère.  On  aura  donc 


/■ 


en  désignant  par  Mo  toute  la  masse  située  dans  l'intérieur 
de  la  sphère,  par  Uo  le  potentiel  de  la  masse  extérieure 
relative  au  centre  de  la  sphère,  et  en  regardant  à  volonté 
comme  intérieure  ou  extérieure  la  masse  distribuée  sur 
'a  surface  même  de  la  sphère.  On  a  en  outre 

l'où  il  résulte 


/' 


UrfS  =  47r{RM«-4-R'U,), 

LMntégration  devant  être  étendue  à  la  surface  sphérique 
entière.  C'est  là  un  théorème  important  dont  nous  ferons 
usage  dans  la  suite. 

Cette  proposition  nous   conduit  très-simplement   au 
théorème  suivant  : 
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Théorème  IH.  —  Le  potentiel  U  de  masses  situées  en 
dehors  d'huit  espace  limité  ne  peut  avoir  une  valeur 
constante  dans  une  partie  de  cet  espace  et  une  valeur 
différente  dans  une  autre  partie. 

En  effet,  supposons  que  dans  chaque  point  de  l'es- 
pace A  le  polcntiel  ait  une  valeur  constante  a,  et  que 
dans  un  espace  B,  contigu  à  A,  il  puisse  avoir  une  valeur 
plus  grande  que  a.  Construisons  une  sphère  dont  une 
partie  soit  en  B,  et  Tautre  partie  avec  le  centre  en  K^ 
ce.  qui  est  toujours  possible.  Si  R  désigne  le  rayon  de 
cette  sphère  et  ds  un  élément  quelconque  de  sa  surface, 
on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


/■ 


et  par  conséquent 

(U  —  a)  ds  =z  o. 


/< 


Or,  c'est  impossible,  puisque,  pour  la  partie  de  la  surface 
située  en  A,  U —  a=o,  tandis  que  pour  l'autre  partie 
U  —  a  ^  o.  Donc  U  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  a 
dans  un  espace  contigu  à  A.  On  verrait  de  même  qu'il 
ne  peut  pas  y  être  plus  petit  que  a,  c.  q.  f.  d. 

Corollaire  I.  -7-  Si  Tespace  qui  contient  les  masses 
renferme  uii  espace  vide,  et  que  le  potentiel,  dans  une 
partie  de  cet  espace,  ait  une  valeur  constante,  cette  va- 
leur conviendra  à  tout  rcspacc  vide. 

Corollaire  11,  —  Si  le  potentiel  de  masses  contenues 
dans  un  espace  fini  a  une  valeur  constante  dans  une  par- 
tie quelconque  de  Tcspace  extérieur,  cette  valeur  con- 
viendra à  tout  Tcspace  extérieur. 

On  voit  du  reste  que  celte  valeur  constante  du  poten- 
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de)  ne  peut  être  que  zéroi  car  il  est  évident  que  pour  un 
point  trës-éloigné  des  masses  agissantes,  le  potentiel  doit 
devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

241.  Soient  ^S  Télémeiit  d'une  surface  S  enveloppe 
d'un  espace  fini,  P  Taction  exercée  suivant  une  direction 
normale  à  Télémcnt  JS  par  des  masses  distribuées  d'une 
tnanière  quelconque,  la  force  P  étant  regardée  comme 
positive  ou  négative  suivant  qu'elle  est  dirigée  en  dedans 
ou  en  dehors,  et  proposons-nous  d'évaluer  l'intégrale 

1  P^/S  étendue  à  la  surface  entière. 

Considérons  un  élément  de  masse  ^M  séparé  de  l'élé- 
ment superGciel  ^S  par  la  distance  r,  et  désignons  par  i 
Tangle  qu'une  normale  intérieure  menée  sur  l'élé- 
ment £/S,  fait  avec  la  dislance  r  comptée  dans  la  direc- 
tion /2M;  la  partie  de  Tintégrale  I  P^S  provenant  de  la 
nasse  dyi  sera 

dVL 


f^"'- 


Pour  effectuer  cette  dernière  intégration,  concevons  la 
masse  dM  placée  au  centre  d'une  surface  sphérique  dont 
[e  rayon  soit  égal  à  l'unité,  et  qui  soit  partagée  en  élé- 
ments ds  par  de  petits  cônes  ayant  leur  sommet  au  centre 
de  cette  surface  sphérique.  Si  Fou  prolonge  suffisamment 
an  de  ces  cônes  élémentaires,  il  peut  arriver  qu'il  ren-  ' 
contre  plusieurs  fois  la  surface  S,  dans  laquelle  il  découpe 

chaque  fois  un  élément  dS  =  ifc  ^5  :    on   prend  le 

signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  l'angle  /  est  aigu  ou 
obtus,  c'est-à-dire  suivant  que  le  cône  sort  de  l'espace 
enfermé  par  la  surface  S  ou  y  pénètre.  Il  faut  distinguer 
trois  cas  : 
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1°  La  masse  dM.  est  exlériewe*  —  En  afFectant  d'un 
indice   i,  2,   3,...   les  quantités  r,  /,  dS  relatives  aa 
point  où  le  cône  élémentaire  partant  de  dM.  et  suffisam- 
ment prolongé  rencontre  la  surface  S  la  première,  la  se^ 
conde,  la  troisième  fois,  etc.,  on  a 

et  comme  le  cône  rencontre  la  surface  S  un  nombre 

de  fois,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  éléments- — 

correspondant  à  l'élément  sphérique  ds  est  nulle.  11       ^^ 

est  de  même  pour  ce  qui  concerne  tout  autre  élément  ^5 

On  a  donc 

"  ces  / 


ir 


/ 


r» 


£/S  =  o 


pour  tout  point  extérieur. 

a**  La  masse  dM  est  inférieure.   —  En  adoptant  les 
notations  du  cas  précédent,  on  a 

as  =3   H ;—  «S,  = j-  (ibi ^=  H r—  r/Sj  =  .  . . , 

'*!  '^2  ^3 

et  comme  le  cône  rencontre  la  surface  S  un  nombre  înw 

COS  f 

pair  de  fois,  il  sVnsuit  que  la  somme  des  cle'mcnts  — j-d 

correspondant  à  rélémcnt  sphérique  ds  est  égale  à  cr  ^^ 
dernier  élément.  La  môme  chose  ayant  lieu  pour  toi^-  ' 
autre  élément  r/S,  on  aura 


Tintégration  devant  sélendre  à  toute  la  surface  sphé- 
rique. Il  en  résulte  qu'on  a  pour  un  point  intérieur 

cosi 


r 


/' 


(is  =  4^» 
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3°  Zm  masse  dM  est  pincée  sur  la  surface  S.  —  Con- 
evoQS  un  plan  tangent  à  la  surface  S  mené  par  r/M.  Pour 
*s  parties  de  S  situées  à  l'extérieur  du  plan  tangent,  on 
*ouve,  comme  dans  le  premier  cas, 


/ 


dS=zo. 


'our  les  parties  de  S  situées  à  Tintérieur  du  plan  tan- 
ent,  ou  trouve,  comme  dans  le  second  cas, 


/^  -  =/•"■ 


nais  cette  dernière  intégrale  ne  doit  évidemment  s*éten- 
Ire,  dans  le  cas  actuel,  qu'à  la  moitié  de  la  surface  sphé* 
'ique.  On  aura  donc 


/ 


COSf 


—  fis  =1  lit. 


our  un  point  situé  sur  la  surface  S  elle-même.  Cette 
ernière  conclusion  cependant  u*est  rigoureuse  qu'au- 
int  que  la  surface  a  une  courbure  continue  au  point  que 
oo  considère.  Si  cette  continuité  n'a  pas  lieu,  si  le  point 
si  situé  sur  une  arête  ou  dans  un  angle,  il  faut  rempla- 
er  a  TT  par  Taire  d'une  portion  de  surface  sphérique  ayant 
our  rayon  Tunité,  pour  centre  le  point  en  question, 
lortion  découpée  par  le  côni;  formé  de  toutes  les  tan- 
entes  à  la  surface  en  ce  point.  Mais  ces  exceptions, 
[ui  n'ont  jamais  lieu  dans  une  portion  finie  de  surface, 
estent  sans  influence  sur  la  proposition  que  nous  allons 
ftablir. 

En  résumé,  l'intégrale  1  PrfS,  étendue  à  la  surface 

intière,  sera  égaleà  4îrM-+-  2  7rM,,  M  désignant  la  somme 
les  niasses  placées  dans  l'intérieur  de  la  surface,  et  Mj  la 
omme  de  celles  qui  sont  distribuées  sur  la  surface  même. 
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Dans  le  cas  où  il  n'y  a  que  des  masses  extérieures, 

l'intégrale  I  P  JS  est  nulle.  Or,  si  Ton  appelle  n  une 

portion  indéterminée  de  la  normale  intérieure  élevée  sur 
l'élément  ^S,  on  a 

pour  ;i  =  o  ;  on  a  donc  aussi 


s 


rf«''s=°' 


pour  des  masses  extérieures. 

Admettons  que  les  masses  attirantes  soient  toutes  en 
dehors  de  l'espace  V  enfermé  par  la  surface  S,  et  cher- 
chons la  valeur  de  T intégrale    i  k*  d\j  étendue   à  tout 

l'espace  Y,  k  étant  la  force  totale  agissant  eu  un  poiDU 
de  d\.  On  a  d'abord 


et 


d^V       d^V       d'V 

O  = H -f- 

dx'        rtf/'  dz* 


L'identité 


dx  \dx  )  dx^ 


donne,  en  intégrant  le  long  d'une  droite  parallèle  à  Taxe 
des  X  et  comprise  dans  l'intérieur  de  V, 

/[(sy-s]- 

=  -(«^).-("S).-("a-;- 
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lu  —  )  >  (u  -j- )  f  ( U  -j- )  »  •  •  •  >  désignant  les  valeurs 

de  U-^— aux  points  où  la  droite  menée  dans  la  direc- 
tion des  X  positives  et  suffisamment  prolongée  perce  la 
surface  S  la  première,  la  seconde,  la  troisième  fois,  etc. 
Désignons  par  «i,  a^,  «s,...  les  angles  que  les  normales 
intérieures  élevées  en  ces  points  de  la  surface  S  font 
avec  Taxe  des  x,  et  par  rfSi,  rfSi,  é/Sj,...  les  éléments 
superficiels  correspondants,  on  aura 

dy  dz=:  cosa,  </S,  r=  —  cosaj c/S,  =  cosa,  «/S, , . . . , 

d  par  conséquent 

///[(S)'-S)]-— //"S--». 

intégrale  triple  s'étendant  à  tout  l'espace  V,  et  l'inté- 

dx 
>fale  double  à  toute  la  surface  de  V.  Or,  cosa  =  -r-»   " 

an 

Uint  la  normale  intérieure  élevée  sur  ^^S.  Nous  trouvons 

Onc  la  première  des  trois  équations  suivantes,  et,  par 

^alogic,  les  deux  autres  : 

/[{S)'-S]''v=-/''SS-. 

En  ajoutant  et  en  observant  que 

dH  dx       dVi  dy       d\3  dz       rfU 
dx  dn        dy   dn        dz  dn       dn 


5y2  STATIQUE. 

on  trouve  fînalemcnt  cette  formule  importaule 


/'•"=-/"  S"»- 


Si  U  conserve  une  valeur  donstante  A  sur  toute  la 
surface  de  V,  on  aura  donc  (n?  240) 

d'où  résulte  /r  =  o  pour  tous  les  points  de  l'espace  V,  et 

(iV  dV  ilV 

;7;=o,     —=o,     —=o. 

Le  potentiel  U  sera  donc  constant  dans  tout  Tespace  V, 
et  comme  il  varie  d^une  manière  continue,  il  aura  en 
chaque  point  de  cet  espace  la  même  valeur  qu'à  la  sur- 
face. Par  suite,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  IV.  —  Si  le  potentiel  U  d^un  système  de 
masses f  toutes  extérieures  à  un  espace  V,  a  une  valeur 
constante  en  tout  point  de  la  surface  S  de  V,  cciie 
valeur  reste  la  même  pour  tous  les  points  de  r espace  V 
lui-mcme. 

Il  y  aura  ainsi  dans  tout  l'espace  une  destruction  totale 
des  forces. 

Ce  théorème  subsiste  encore  lorsque  les  masses  sont 
toutes  ou  eu  partie  distribuées  sur  la  surface  même  de  V. 
Admettons,  en  effet,  que  le  potentiel  U  conserve  sur 
toute  la  surface  de  V  la  valeur  constante  U  =  A,  mais 
qu'il  prenne  en  un  certain  point  intérieur  O  une  valeur 
différente  B,  et  soit  C  une  quantité  comprise  entre  A  et 
B.  Puisque  U  est  une  fonction  continue,  il  ne  peut  passer 
de  la  valeur  B  à  la  valeur  A  sans  passer  par  la  valeur  iu- 
termcdiaire  C.  Donc,  si  l'on  mène  du  point  O  des  lignes 
droites  dans  toutes  les  directions,  il  y  aura  sur  chacune 
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ie  ces  droites,  entre  le  point  0  et  la  surface,  un  point  O' 
pour  lequel  la  valeur  du  potentiel  sera  C.  L'ensemble  de 
tous  les  points  O' formera  une  surface  fermée  sur  laquelle 
le  potentiel  U  a  la  valeur  constante  C*,  il  faudrait  donc, 
d'après  le  théorème  déjà  établi,  qu'il  eut  en  tous  les 
points  de  l'espace  intérieur  la  même  valeur  C.  Mais  nous 
avons  admis,  au  contraire,  pour  le  point  O  une  valeur  B 
différente  de  C;  Thypothèse  que  le  potentiel  puisse  avoir 
en  O  une  valeur  difféi*ente  de  la  valeur  constante  A,  qu'il 
a  sur  la  surface  de  V,  conduit  donc  à  une  contradiction 
nauifcste  et  doit  être  rejetée. 

242.  Considérons  des  masses  situées  dans  l'intérieur 
l'un  espace  fermé  et  distribuées  sur  la  surface  S  de  V, 
^t  admettons  que  le  potentiel  U  de  ces  masses  conserve 
me  valeur  constante  A  sur  les  points  de  la  surface  S  :  je 
lis  qu'en  chaque  point  O  de  l'espace  iniini  extérieur  la 
valeur  du  potentiel  sera  comprise  entre  les  limites  zéro 
et  A,  sauf  à  coïncider  avec  l'une  de  ces  deux  limites. 

En  effet,  admettons  que  le  potentiel  puisse  avoir  en  O 
une  valeur  B,  non  comprise  entre  les  limites  zéro  et  A,  et 
désignons  par  C  une  quantité  arbitraire  comprise  à  la  fois 
entre  6  et  zéro^  et  entre  B  et  A.  Menons  par  le  point  O 
des  lignes  droites  dans  toutes  les  directions  :  il  y  aura  sur 
chacune  de  ces  droites  un  point  O^ pour  lequel  la  valeur  du 
potentiel  sera  C.  En  effet,  si  cette  droite  rencontre  la  sur- 
Tace  S,  pour  laquelle  U  =  A,  en  un  point  Q,  il  faut  qu'eu 
an  certain  point  de  la  droite  OQ  compris  entre  O  et  Q  le 
jotentiel  prenne  la  valeur  C.  Si,  au  contraire,  la  droite 
16  rencontre  pas  la  siirface  S,  il  faut  qu'en  prenant  sur 
luette  droite  des  points  très-éloignés  de  CX,  le  potentiel 
tende  vers  zéro,  et  qu  il  existe  par  conséquent  quelque 
point  sur  la  surface  pour  lequel  U  =  C  :  l'ensemble  de 
tous  les  points  O'  formera  une  surface  fermée  tout  exté- 
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rieure  k  Fespace  V,  et  sur  laquelle  par  conséquent  le 
potentiel  est  constamment  égal  à  C*,  il  faudrait  donc  qu'il 
eût  la  même  valeur  au  point  O,  ce  qui  est  contraire  i 
l'hypothèse. 

Il  en  résulte  eu  particulier  que  si  la  valeur  du  poten- 
tiel est  constamment  nulle  sur  la  surface  S,  elle  leri 
nulle  dans  tout  Tespace  extérieur. 

Mais  si  la  valeur  constante  A  dn{>otentiel  sur  lasor^ 
face  S  est  différente  de  zéro,  sa  valeur  dans  l'espace  ex- 
térieur ne  sera  égale  ni  à  A  ni  à  zéro,  à  aucune  distance 
finie  des  masses  agissantes.  En  effet,  soitB  la  valeur  de  U 
en  un  point  extérieur  O,  et  décrivons  du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  R  plus  petit  que  la  plus  courte 
distance  de  O  i   S,  une  surface  sphérique,  Tint^le 

Ur/S,  étendue  à  toute  cette  surface,  sera  4^R'B,el 


/ 


/' 


l'on  aura  par  suite 

'(U  — B)rfS  =  o. 

En  supposant  6  =  o,  on  aurait  donc 


/> 


et  comme  U  ne  peut  pas  changer  de  signe^  puisque  nous 
savons  déjà  qu'il  est  compris  entre  zéro  et  A,  il  en  résul- 
terait U  =  o  sur  toute  la  surface  sphérique.  D*autrepart, 
en  supposant  B  =  A,  on  verrait  par  la  même  raison  que  D 
ne  peut  excéder  les  limites  zéro  et  A^  on  serait  forcé 
d^admettre  U  =  A  sur  toute  la  surface  sphérique;  et  Ton 
en  conclurait  d'abord  que  U  serait  aussi  égal  à  zéro  ouà  Â 
dans  tout  Tintérieur  de  la  sphère,  et  ensuite  qu'il  en  se- 
rait de  même  dans  tout  l'espace  extérieur  à  Y.  Or,  dans 
des  points  très-éloignés,  le  potentiel  ne  peut  pas  avoir  la 
valeur  A,  puisqu'il  tend  vers  zéro,  et  que  A  est  diSi- 


/ 


rat  de  métm^  Dm»  le  ^wÔBue  ie  U  suîacie  &  )r  pMiM^ 
àA  ne  peat  p»  bob  |k»  ^4iv  ■«!«  fviiaçR  il  a  sur  U  nr« 

eoDtinoe. 

DoDC^  â  A  crt  diflerent  3e  arro,  la  ^^k«r  dm  |Mef)licl 
lerm  dans  toot  epaoe  estêrieiir  ccMmpcw  entre  Dtfv>  et  A 
sans  coînddcr  aTec  anrane  de  ces  Kmites. 

Si  la  aomow  de  tonies  les  masses  est  nnlle^  la  Talenr 
constante  A  dn  potentiel  est  néocssairaneni  nalle« 

Concerons  en  eAet  nne  surface  sphêriqne  renfermini 
la  surface  S  et  par  coDséqoent  anssi  tontes  les  ma^ssars^  et 
KMt  ds  im  âément  de  cette  sorface  sphérique;  Tintègrale 

Vds  étendue  à  toute  la  surface  de  la  spb^arf  s<sra 

DuUe  (n®240);  or  le  potentiel  U,  étant  compris  entre 
léro  et  A,  oe  peut  pas  changer  de  signe.  On  aura  doue 
D=osur  toute  la  surface  sphérique.  MaisU  ne  pourrait 
itteindre  la  valeur  nulle  qu*a  une  distance  inttnie  ftes 
masses,  si  la  constante  A  était  différente  de  téi>d  ;  on  aura 
donc  nécessairement  A  =  o.  c.  q.  p.  n. 

Toutes  ces  conclusions  subsistent  encore  quand  S  est 
une  surface  non  fermée  et  qu^il  nVxiste  de  masses  que 
5ar  cette  surface.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  d'espaet^  \  ^ 
H  tout  point  qui  n'appartient  pas  à  la  surface  ap|varlient 
i  l'espace  infini  extérieur.  Si  le  potentiel  a  en  tout  point 
le  la  surface  une  valeur  constante  A  différente  de  téro^ 
I  aura  en  dehors  une  valeur  plus  petite  el  de  nu^me  sigtie. 

Ces  conclusions  restent  encore  les  mêmes  quand  une 
lartie  des  masses  est  attractive,  une  autre  répulsive^  A 
a  condition  de  donner  à  ces  masses  dans  lo  calcul  do« 
ignés  contraires.  Cela  posé,  la  distribution  d^inc  masse 
lans  un  espace  ou  sur  une  surface  est  dite  homogènf*^ 
orsque  tous  les  éléments  de  la  masse  ont  le  mènio  signe; 
hétérogène^  lorsqu'une  partie  des  masses  est  positivO| 
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Fautrc  négative  :  il  faut  absolumenl  tenir  compte  de  cette 
distinction  dans  les  théorèmes  que  nous  allons  établir. 

243.  Une  masse  M,  que  nous  ]>ouvons  regarder  comme 
positive,  étant  distribuée  d'une  manière  homogène  sur 
une  surface  S,  il  est  évident  que  la  valeur  de  son  poten- 
tiel U  en  chaque  point  de  la  surface  est  plus  grande  que 

--9  R  étant  la  plus  grande  distance  de  deux  points  de  la 

surface.  Soit  u  une  fonction  ayant  en  chaque  point  delà 
surface  une  vaL'ur  déterminée,  finie  et  continue,  plus 
petite  que  la  constante  Mq,  on  aura  constamment 

U  —  2W>  ~  —  21/,, 

et  par  suite,  si  Ton  multiplie  par  mdS^  m  étant  la  masse, 
et  quW  iniègre  sur  toute  la  surface  S, 

d*oii  Ton  conclura  qu'il  existe  un  mode  de  distribution 
homogène  de  la  masse  M  pour  laquelle  l'intégrale 


Li=:     U\] 


u)nidS 


a  une  valeur  minimum. 

Pour  délcrniiner  ce  minimum,  concevons  que  dans 
Télémcnl  ^S  la  niasse  mdS  soit  remplacée  par  (m-t-f^j^S, 
en  sorte  que  fxdS  représente  un  petit  accroissement  po- 
sitif ou  négatif  du  produit  mr/S,  assujetti  à  la  condition 

que   1  |:xrfS  =  o,  et  quo  w  -f-  a  ]>  o,  puisque  sans  cela  la 

distribution  de  la  masse  ne  serait  plus  homogène.  Ou  aura 
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r  du  n'étant  autre  cliosc  que  le  potentiel  de  toutes  les 
isses  fx//S,  on  a 

par  conséquent 

ti  aura  donc 

to=2  /(U— ii)fti/S. 

Pour  satisfaire  à  la  condition  du  minimum,  qui  exige 
le  la  variation  i£l  ne  puisse  pas  devenir  négative,  il 
ut  d'abord  que  U  —  u  =  W  soit  une  quantité  cou- 
ante  Â  dans  toute  la  partie  pleine  de  la  surface.  Car, 

dans  cette  partie  W  était  variable,  tantôt  plus  grand, 
ntôt  plus  petit  que  A,  il  suffirait  de  faire  fi  négative 
ins  la  partie  où  W]>A,  positive  dans  la  partie  où 
/*  <^  A,  nulle  dans  les  antres  parties,  pour  fendre  néga- 

ve  l'intégrale  I  (W — A)fA//S=  I  W/ir/S,  et  par  con- 

quent  aussi  la  variation  oil.  Pour  rexislence  du  mini- 
um, il  faut  en  second  lieu  que  W  ne  soit  plus  petit 
le  A  dans  aucune  partie  vùie  de  la  surface.  En  eilet, 
W  était  plus  petit  que  A  dans  une  partie  vide,  et  qu  on 
•uvrit  cette  partie  de  masses  positives  ii/iS  enlevées  à  la 

irlie    pleine,    l'intégrale    i  (W — A)(xrfS  deviendrait 

idemment  négative,  puisqu'on  aurait  pour  la  partie 
eîne  W — A=  o,  pour  la  partie  vide  où  W  était  plus 
îtitque  A,  W  —  A<^  05  en  même  temps  que  fA]>o,  et 
>ur  la  partie  vide  où  W  était  plus  grand  que  A,  u  =  o. 
Donc  il  existe  un  mode  de  distribution  d'une  masse  M 
1.  37 
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sur  la  surface  S,  pour  laquelle  Tintégrale 


az=  r(U  —  2ii)rfS 


a  la  plus  petite  valeur  possible^  et  lorsque  ce  mode  de 
distribution  a  lieu,  la  difTérence  U  —  u  =  W  a  une  va- 
leur constante  dans  toutes  les  parties  de  la  surface  occu- 
pées par  la  matière,  et  une  valeur  plus  grande  que  cette 
constante,  ou  au  moins  égale  dans  toutes  les  parties  de  la 
surface  qui  ne  contiennent  pas  de  matière. 

En  appliquant  ces  résultats  au  cas  particulier  où  11=0, 
on  voit  que  dans  la  distribution  homogène  correspondante 

au  minimum  de  jUmrlS^  U  a  une  valeur  constante  A 

sur  la  partie  pleine  de  la  surface  et  une  valeur  plus  grande 
que  A  ou  égale  à  A  sur  la  partie  vide.  Mais  (n^  240) 
il  faut  au  contraire  que  U  soit  plus  petit  que  A  pour  i^ 
partie  vide;   car  on  peut  regarder   les  parties  plein^^ 
comme  appartenant  à  une  surface  non  fermée,  et  la  pa.^^ 
tie  vide  comme  appartenant  à  l'espace  extérieur.  Pov^r 
faire  disparaître  cette  contradiction  évidente,  on  est  foroé 
d'admettre  des  deux  choses  Tune  :  ou  qu'il  n^eiiisle  au- 
cune partie  vide,  ou  bien  que  la  valeur  constante  A  du 
potentiel  sur  la  partie  pleine  est  nulle.  La  seconde  faj- 
pothèse  n'est  pas  admissible;  car  si  U  était  nul  sur  fa 
partie  pleine  de  la  surface  il  serait  nécessairement  nul 
dans  tout  Tespace,  et  il  n'y  aurait  plus  ni  attraction  ni 
répulsion,  ce  qui  est  impossible,  la  masse  M  étant  dis- 
tribuée d'une  manière  homogène  sur  la  surface  S.  La 
première  hypothèse  est  donc  seule  vraie,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Une  masse  M  étant  distribuée  sur 
une  sut Jace  fermée  S  d^une  manière  homogène  et  telle, 
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'lie  r intégrale  j  VmdS  soit  un  minimum,  aucune  partie 

le  la  surface  ne  peut  rester  vide  et  le  potentiel  a  sur  la 
urface  entière  une  valeur  constante, 

244.  Ce  qui  précède  suffit  pour  démontrer  qu'il  existe 
oujours  un  mode  de  dislributiou  homogène  ou  liétéro- 
;ène  d'une  masse  donnée  M  sur  une  surface  fermée  S, 
K>ur  lequel  U  —  u  a  une  valeur  constante  dans  tous  les 
x>ints  de  la  surface,  U  étant  le  potentiel  et  u  une  fonc- 
ion  quelconque  finie  et  continue. 

Considérons  d'abord  trois  distributions  dillérentes,  et 
lésignons  la  densité  m  et  le  potentiel  U  dans  chacune 
Telles  de  la  manière  suivante  : 

3°     m  =  f*i       U  =  «. 

La  première  est   une   distribution    homogène  de  la 

masse  M,  et  correspond  au  minimum  de  /  l]mdS    . 

La  deuxième  est  également  homogène  et  se  rapporte 
i  la  même  masse  M^  mais  elle  correspond  au  minimum 
de  Tintégrale 

(U  — 2««)m</S, 


/' 


e  étant  un  coefficient  constant  arbitraire. 

La  troisième  est  liée  aux  deux  premières  par  la  rela- 
tion 

m  —  m, 

c'est  donc  une  distribution  hétérogène  de  la  masse  to- 

uleM. 
D'après  ce  qui  a  été  déjà  démontré,  Uo  est  constant  dans 

37. 
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loule  réLciuluc  do  la  surface;  Ui  —  su  est  eonsunt  dans 
la  partie  où  a  lieu  la  seconde  distribution,  et  dans  cette 
môme  partie  U  —  u  est  nécessairement  constant,  puisque 

U,  -  U. 


u  = 


f 

Suivant  la  valeur  de  e,  la  seconde  distribution  couvrira 
la  surface  entière,  ou  en  laissera  une  partie  vide.  Mais 
celte  seconde  distribution  dcvenanl  identique  à  la  pre- 
mière quand  s  =  o,  il  en  résulte  que  pour  £  iniininient 
petit  aucune  poriion^/2/e  de  la  surface  ne  peut  rester 
vide.  Donc,  si  nous  prenons,  dans  le  troisième  mode  de 
distribution,  u  ('gai  à  la  limite  vei*s  laquelle  converge  le 

rapport  — ' -y  quand  s  décroît  indéfiniment,  U  —  u 

aura  en  tous  les  points  de  la  surface  une  valeur  constante. 

Imaginons  maintenant  un  quatrième  mode  de  distri- 
bution dans  lc(|ucl  on  ait  m  =///p-f-^,  la  masse  distri- 
buée sera  M,  le  potentiel  U  =  Uo-l-«,  et  la  diU'éi^emc 
U  —  u  aura  sur  toute  la  surface  une  valeur  constante. 

Ajoutons  qu'il  n'existe  j:our  la  masse  M  qu*un  seu 
mode  de  distribution  pour  le(|uel  U  —  u  soit  une  quan 
tité  conslante  sur  toute  Tétcnduc  de  la  surface.  En  effet        , 
si  deux  distributions  donnaient  ce  résultat,  m  et  U  étai^   t 
désignés  dans  la  prcmirie  par  nii  et  Ui,  dans  la  seconcL.  « 
par///,  et  Uj,  le  potentiel  d'une  troisième  distribuiini.» , 
dan»  laquelle  on  auiait  ni  =  ///,  —  ///,,  serait  Ui  —  H  ». 
u  aurait  donc   au.^si   une  valeur  constante  sur  toute   su 
surface,   et  comme   la    masse   entière  est   nulle,    cevtv 
valeur    constante    serait  aussi    nulle    (240).   Ainsi,    le 
potentiel  U|  —  Ui  de  la   troisième  dislributien,  nul  !>ur 
toute  la  surface  S,  serait  aussi  nul  non-seulement  dans 
tout  Tespace  extéi^ieur   (2i0),    mais   encore  dans  tout 
l'espace  intérieur*,  d\'ù  il  résulte  (jue  sa  dérivée  par  rap* 
port  à  une  droite  quelconciue  serait  aussi  constamiuent 
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nulle.  Or,  nous  avons  vu  (238)  que  ]X»ur  une  masse  dis- 
iribuée  sur  unesuiface,  la  dérivée  du  j)Olenliel  relative- 
ment à  une  normale  prend,  au  point  où  la  normale  tra- 
vei'se  la  surface,  deux  valeui's  diderant  entre  elles  dr 
4it/ii,  m  étant  la  densité  au  point  dont  il  s'agit;  et  pour 
que  ces  valeurs  puissent  être  nulles  Tune  et  Tautre,  il 
faut  évidemment  que  la  densité  soit  nulle;  on  aurait 
donc, dans  le  cas  actuel,  Wi  —  Wj  =  o,cVsl-à-dire  cpie  les 
deux  premières  distributions  seraient  identiques. 

Soient  maintenant  U  le  potentiel  d*une  niasse  M  située 
dans  l'intérieur  de  Tespacc  V,  et  u  le  potentiel  d'une 
masse  égale  à  M  distribuée  sur  la  surface  S  de  V,  de  ma- 
nière que  U  —  u  soit  constant.  L-  —  u  étant  le  potentiel 
de  la  masse  totale  M  —  M  =  o,  il  résulte  du  n^  2 il  que 
la  valeur  constante  de  U  —  n  est  o,  et  ou^on  aura  par 
suite  U  =  M  non-seulemenl  sur  toule  la  surface  d^*  l', 
mais  encore  dans  tout  l'espace  extérieur.  jNous  pouvons 
donc  des  à  présent  énoncer  ce  lliéorèni»»  exirememeni 
important  : 

Théorème  VI.  —  Di'S  masses  otlracUyes  ou  rcpulsi'i'cs 
ctaîit  Histrihuces  (Vune  manièic  quelconque,  (lans  l'inlv- 
rieur  (V une  surface  JWmce.  S,  il  existe  toujours  une  dis- 
tribution de  la  mente  masse  totale  sur  la  surface  S,  cyï- 
pnblc  de  produira  en  un  /foint  quelconque  de  la  surface 
ou  de  l* espace  extérieur  le  même  effet  que  la  distribution 
donnée. 

Si  les  masses  se  lrou\ aient  en  dehors  de  l'espace  V 
enfermé  par  la  surface  S,  reflTel  de  leuis  altraclions  ou 
répulsions  sur  un  point  intérieur  |)ourrait  de  même  être 
produit  par  une  masse  distribuée  sur  la  surface.  Kn 
cdet,  soient  //  le  potentiel  des  masses  exléiieures  donnt'es, 
et  U  celui  d'une  masse  quelconque  M'  répandue  sur  la 
surface  S:  il  exîsîe  louiours  \\\\  moîle  de  distribution  de 
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la  masse  M' pour  lequel  U  —  ia  est  consUni  sar  toute  la 
surface,  et  par  conséquent  aussi  dans  tout  Tespace  inté- 
rieur. Dans  ce  mode  de  distribution  les  dérivées  de  u  et 
de  U,  et  par  conséquent  les  effets  produits  par  la  masse 
extérieure  et  par  la  masse  distribuée  sur  la  surface  se- 
ront les  mêmes. 

Le  calcul  de  la  distribution  superficielle  2,  équivalente 
aune  distribution  intérieure  donnéeD,  rencontre  le  plus 
souvent  des  obstacles  insurmontables. Cependant  il  existe 
un  cas  qui  ne  présente  aucune  difficulté  :  c^est  celui  où  u 
est  constant,  et  où  par  conséquent  la  surface  S  est  une 
surface  d'équilibre  pour  la  distribution  D. 

Considérons,  en  clTct,  un  point  O  de  la  surface  S,  éle- 
vons en  ce  point  une  normale  n  que  nous  regarderons 
comme  positive  vers  rinlérieur  et  comme  négative  vers 
Textérieur*,  soient  m  la  densité  et  C  la  valeur  de  la  déri- 
vée -r-  au  point  O.  La  dérivée  --—  a  deux  valeurs  diffé- 
da  ^  dn 

rentes  en  O  :  celle  qui  se  rapporte  à  T espace  extérieur  est 
égale  à  C  par  la  raison  que  U  =  u  dans  tout  l'espace  ex- 
térieur; celle  qui  se  rapporte  à  l'espace  intérieur  es 
nulle  par  la  raison  que  U  est  constant  à  la  surface  e 
dans  tout  l'espace  intérieur.  Mais  la  première  valeur  de* 
vaut  surpasser  àe  ^iim  la  seconde,  on  aura 

Q 

^Tm=:C     ou     /W  =  7 — • 

Il  est  évident  que  C  n'est  autre  chose  que  la  résultante 
des  masses  de  la  distribution  D. 
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Application  de  la  théorie  du  potentiel  à  rétablissement  dos  lois  dc<  phé- 
nomènes dn  magnétisme  terrestre.  —  Calcul  du  potentiel  et  des  compo- 
santes des  forces  magnétiques  du  globe.  —  Théorèmes  généraux  qui 
simplifient  considérablement  la  solution  dn  problème.  —  Expression  de 
ces  mêmes  composantes  en  coordonnées  polairt^s.  —  Développement  en 
série  de  la  Taleur  dn  potentiel.  —  Nouvelle  expression  en  séries  du 
potentiel  et  des  composâmes  de  la  force  magnétique.  —  Application  au 
cas  des  phénomènes  célestes  oà  le  point  attirant  est  trèfr-éloigné.  —  Di- 
gression sur  quelques  fonctions  que  Ton  rencontre  dans  la  théorie  de 
Tattraction.  —  Propriétés  des  fonctions  Xn>  —  On  en  déduit  celles  dos 
fonctions  Pn  et  Vn.  —  Méthode  de  Dirichlet  pour  le  développement  de 
certaines  fonctions  en  séries  de  fonctions  Vn.  — Application  de  la  théorie 
des  fonctions  Xn  et  Yn  au  calcul  du  potentiel  relatii  à  Tattraction  des 
sphéroïdes. 


245.  Éclaircissons  ce  qui  précède  par  un  expose  suc- 
cinct de  Tapplication  importante  que  M.  Gauss  a  faite  de 
la  théorie  du  potentiel  aux  pliénomènes  du  niagnélismc 
terrestre.  Cette  application  repose  sur  cette  hypothèse 
fondamentale  que  Faclion  magnétique  du  globe  est  la 
résultante  de  toutes  les  parties  magnétiques  renfei*mées 
dans  sa  masse;  qu*un  aimant  naturel  est  un  corps  dans 
lequel  les  deux  fluides  magnétiques  sont  séparés;  que 
les  attractions  et  les  répulsions  magnétiques  s'exercent 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  On  arrive- 
rait du  reste  aux  mêmes  résultats  analytiques  si  l'on  sub- 
stituait à  cette  hypothèse  celle  d'Ampère,  qui  explique  le 
magnétisme  par  des  courants  électriques. 

Quand  il  s'agit  de  mesurer  l'intensité  du  fluide  ma- 
gnétique, nous  prenons  pour  unilé  positive  la  quantité 
de  fluide  nord  qui  exerce  une  attraction  égale  à  l'unité 
sur   l'unité  de  fluide  sud  placée  à  Tunité  de  distance. 
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L'action  exercée  en  un  point  quelconque  de  l'espace 
par  une  portion  de  fluide  magnétique  située  où  Ton 
voudra,  sera  toujours  pour  nous  l'action  que  cette  por- 
tion de  fluide  exercerait  sur  Puni  té  de  fluide  nord  si- 
tuée au  point  dont  il  s^agit.  Des  lors  une  masse  £/fi  àv 
fluide  exercera  n  la  distance  p  une  action  mesurée  par 

Texpression  —^^  cette  action  sera  d'ailleurs  répulsive  ou 

attractive  suivant  que  la  masse  du  sera  positive  ou  né- 
gative. Appelons  {ij  h,  c  les  coordonnées  rectangulaires 
de  dfx  et  x,  7',  z  celles  du  point  sur  lequel  raction 
s^exerce,  les  composantes  de  celte  action  seront 

(x  —  ^/)rfft        (r — ô*)//pt        (5  —  ^J'^f* 
,      _: , , 

P  P  P 

et  ces  trois  quantités  sont  évidemment  les  dérivées  par^ 

tielles  de  la  fonction ^>  r  étant  la  distance  des  deu^ 

r 

points  attire  et  attirant  donnée  par  Téquatioii 

r'  --  {x  —  a)-  -f-  0'  —  ^)'  -h  (3  —  c]K 

I^s  autres  éléments  de  fluide  magnétique  produiront  d.^ 
actions  semblables. 
Donc,  si  l'on  fait 

''fi- 


es 


„  =  -/: 


l'intégrale  élanlélcudue  à  lous  les  éléments  magncliqur> 

du  globe,   les  composantes  de  la  force  magnétique   au 
point  jr,  7^5  z  seront 

rfU  ,IV  ,w 

A  =  -y-  9         1   =  - —  î  /j  =.  —7-  » 

ax  a  r  az 

son  intensité  totale  sera 


Viw?)  +  (7;)  -^U)^ 
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et  sa  projection  sur  une  droite  ou  sur  la  tangente  à  une 
courbe  quelconque  dont  {Is  est  un  élément  sera  —  • 

La  ligne  a  la  surface  de  la  terre  sur  tous  les  points  de 
laquelle  le  potentiel  U  conserve  une  même  valeur  Uo  sé- 
pare en  général  les  points  de  cette  surface  pour  lesquels 
U  est  plus  grand  que  Uo  des  points  où  U  est  plus  petit 
que  Uo.  La  composante  horizontale  de  la  force  magnétique 
en  chaque  point  de  celte  ligne  lui  est  évidemment  per- 
pendiculaire et  dirigée  du  côté  des  plus  grandes  valeurs 
deU. 

Si  ds  représente  une  ligne  inlniimcnt  petite,  prise  dans 
celte  direction  normale,  et  si  Uo-i-  ^/Uo  est  la  valeur  de  h 

correspondante  à  l'extrémité  de  celle  petite  ligne,  — r-^ 

Sera  rinlensîté  de  la  force  ina[;nétîque  horizontale  en  ce 
lieu.  De  plus,  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  U  est 
Ooiistammcnt  égal  à  U©  -h  (IVo  forme  une  seconde  ligne 
infiniment  rapprochée  de  la  première^  et  dans  toute  la 
l^ranche  comprise  entre  les  deux  lignes,  Tintensité  hori- 
zontale est  en  raison  inverse  de  son  épaisseur.  En  don- 
:iiant  èuccessivement  à  U  des  accroissements  inlinimenl 
petits  mais  égaux,  depuis  la  plus  petite  valeur  de  U  jus- 
qu'à la  plus  grande,  on  partagera  la  surface  entière  Je  la 
terre   en    un   nombre   infini  ment  grand  de  zones  trèi- 
minces.  Sur  les  lignes  de  séparation  de   ces  zones    la 
force  magnétique  horizontale  sera  partout   noimale,  et 
son  intensité  variera  en  raison  in\ersc  de  la  largeur  des 
zones.  Ce  système  de  lignes  constitue  les  parallèles  ma* 
^ncliqucs,  et  leurs  irajecloires  ortliogonales  sont  les  mé- 
Hdiens  magnétiques.   Aux  valeurs  extrêmes  maxinuini 
et  minimum  de  la  fonclion  U  correspondent  deux  points 
cireonsciits  par  les  zones,  et  pour  lesquels  la  composante 
liorizontale  de  la  force  magnétique  est  nulle;  de  sorte 
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qu'en  ces  points  la  force  magnétique  est  nécessairement 
verticale.  Ces  points  sont  précisément  les  p6les  magné- 
tiques de  la  terre. 

Sur  la  surface  de  la  terre  U  se  réduit  à  une  fonction  de 
deux  variables,  pour  lesquelles  nous  choisirons  la  colati- 
tude  6  et  la  longitude  ^  mesurée  à  Test  d'un  premier  mé- 
ridien quelconque.  Pour  simplifier,  nous  regarderons  la 
terre  comme  une  sphère,  et  nous  désignerons  par  R  son 
rayon.  Cela  posé,  Télément  du  méridien  sera  R/29,  et 
l'élément  du  cercle  parallèle  RsinOr/^.  Si  Ton  décom- 
pose la  force  horizontale  en  deux  autres,  dont  l'une  X  soit 
dirigée  suivant  le  méridien,  et  l'autre  Y  lui  soit  perpendi- 
culaire, et  si  Ton  regarde  comme  positive  la  composante  X 
lorsqu'elle  est  dirigée  vers  le  nord,  la  composante  Y  lors- 
qu'elle est  dirigée  vers  l'ouest,  on  aura 

A  =  —  -^r — rr>       X  =  — 


KciB  RsinOr/41 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  de  X  en  fonction  de  0  et  <^fc 
on  en  déduirait  immédiatement,  et  à  pnori\  la  vale^j^ 
de  Y.  En  effet,  intégrons  l'expression  X  etO  en  regardant  ^ 
comme  constant,  et  posons 

16 


d'où 


cette  valeur,  substituée  dans   Téquation   X  =  —  ^-ry 

donne 

€/(U-4-RT) 

—^ =  o; 

U  4-  RT  sera  donc  une  quantité  indépendante  de  0,  qui 
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;rvera  ptr  conséquent  U  même  valeur  sur  toute 

idoe  d^un  même  méridien,  on  qui  même  sera  tout  à 

onstante,  puisque  tous  les  méridiens  ont  deux  points 

nnns. 

i  appelant  U„  la  valeur  de  U  au  pôle  nord,  on  aura 

U-hRT  =  U„ 


r  conséquent 


tat  qu'on  peut  encore  exprimer  par  la  formule 


=  —   f 


d^        ' 


li  se  résume  dans  ce  théorème  remarquable  : 

léOHEME  I. — Quand  on  connaît  pour  toute  la  surface 
:  terre  fa  composante  nord  de  la  force  magnétique, 
3ut  en  conclure  immédiatement  la  composante  ouest 
i  même  force. 

théorème  inverse  est  vrai,  mais  avec  une  modifica- 

Supposons,  en  eflet,  que  Ton  connaisse  la  valeur 

raie  de  Y  exprimée  en  fonction  de  6  et  de  ^ ,  et  dé- 

ins  par  u  Tintégrale  I  sinô  Y^f^,  dans  laquelle  on 

de  9  comme  constant,  on  trouvera 

^(U-hRi«) 
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La  fonction  U  +  R''*  ot  par  suite  aussi  la  quantité 

^(U-f-R/Q  _  du  _ 
VÎdl        ~"  i/Ô 

seront  donc  indépeudanl(*s  de  ^\  c'esl-à-dirc  qu*on  aura 

f  (d)   ciant  une   fonction   inconnue  de  la    seconde  va* 
rîable  6.  Maïs  cette  fonction  sera  déterminée  dès  que  Ton 
connaîtra,  en  outre  de  la  valeur  générale  de  Y,  la  valcui 
de  X  le  long  d'un  méridien,  ou  plus  généralement  le  Ion 
d'une  ligne  quelconque  joignant  les  deux  pôles  de 
terre.   Ces  considérations  nous  conduisent  à  un  seco 
théorème  non  moins  im|)orlant  que  le  premier  : 

TnÉoniiME  II.  —  Si  Ton  connaît  la  composante  ou  ^, 
de  la  force  niagnctlqiic  sur  toute  la  surface  de  la  tcr^^\f 
cl  la  composante  nord  de.  cette  même  force  le  long  d^m^ju- 
ligne  quelconque  allant  du  pôle  nord  au  pôle  sud,    en 
pou/Ta  déterminer  immédiatement  celte  dernière  com- 
posante pour  toute  la  surface  de  la  terre, 

24G.  Si  Ton  voulait  étendre  la  roclierclic  à  la  force 
niagnélîquc  totale^  et  tenir  compte  de  la  composante  ver- 
ticale, il  faudrait  considérer  U  comme  fonction  de  trois 
coordonnées,  qui  peuvent  cire  :  i"  la  distance  rdu  poini 
que  Ton  considère  au  ccjitrc  de  la  terre  j  2°  Tangle  (; 
compris  entre  le  rayon  /•  cl  la  moitié  nord  de  Taxe  du 
monde  ^  3°  Tanglc  i^  que  iail  avec  un  méridien  fixe  le 
j)Ian  passant  par  les  pôles  et  par  le  rayon  /•  :  les  irob 
«oordonnées  /*,  6,  à  déterminent  la  position  du  point  0. 
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OÙ  s'exerce  la  force  raagnéliquo.  Soirnl  r©,  9^,,  ^q  les 
coordoiinées  correspondantes  li'un  élément  f/yi  du  fluide 
magnétique^  p  la  distance  de  cet  élément  au  point  0,  et 
7  Fangle  formé  entre  les  rayons  vecteurs  r  et  r^ ,  on  aura 

cosy  =  ces  9  CCS  Oo  -f  sinOsinO«cos(*{^  —  -{;#), 

p  =z  V^r*  —  2rr,  ces  y  -h  r  J . 

Le  potentiel  U  =  —  /  peut  être  développé  en  une 
série  convergente  suivant  les  puissances  descendantes 
Je  r.  Faisons,  pour  abréger,  —  =  a  5  nous  aurons 

p  =  r ^l  —  la  ces 7  -h  a', 


l)         --X,-l-X,a-f-X,a»-|-...-f-X«a"-f-..., 

y  I —  Nacosy  -+-  a' 


»u 


X,  --  I ,     X,  —  CCS  7,     X,  =  -  cos'7  ■+■  -  » 

2  2 

'l,  en  général, 

^        1 .3.5.  .  .2// —  I  r      .  n(n—i) 

X,  =1 ^ cos*7 7^ \  cos"-»7 

1 .2.3. .  ./î      L  2(2/1  —  i)  ' 

/i  (/i  -  i)  (/»  -  2)  (/i  -  3)  -| 

-4-  —  -y— cos'-  *7  — . . .  I 

2.4.(^/1  —  Ol^'*  —  '^')  J 

Dans  les  valeuis  des  coefficients  X»,  les  puissances  de 
:osy  peuvent  être  remplacées  par  des  cosinus  des  mul- 
iples  de  Tare  y.  Pour  arriver  promptement  à  ce  résultat, 
e  plus    simple   est   de    substituer  à   cosy  Texpressiou 
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équivalente-  \e^         -f-  ©""^^""'j  dans  le  radical 

(i  —  'aacoS7  -I-  «')    ' 
avant  d'en  eflectucr  le  développement.  On  trouve  alors 

1 —  2aC0S7  -f-  a'.=  l  —  a  (c^^"    -I-  <r""*^^"~'j  -»-  a* 

=  (l-a^^)(,-«*-'*^), 

et  pour  obtenir  le  développement  du  radical,  on  n'a  qu'à 
multiplier  Tun  par  l'autre  les  développements  des  puis- 

sances  (i  —  ae^^^j  ,  (i — ae""^  y  et  à  con- 
vertir ensuite  les  exponentielles  en  cosinus.  Sans  effectuer 
ce  calcul  très-simple,  on  voit  déjà  que  le  coefficient  de  a" 
présentera  la  forme 

(3)   X„  =  AoCos/i7  -4-A,cos(/i  — 2)7  -1-  A|C0s(/7  —  4)7'^-» 

les  facteurs  Ao*  A|,  At,*  •  •  étant  tous  des  nombres  po- 
sitifs. 

Dans  le  cas  de  y  =  o,  la  valeur  de  X„  devient 

A»  -f-  Al  -f-  Al  -h . .  . , 

et  le  développement  (1)  se  réduit  à 


I  —  a 


=  I  -f-  a  H-  a'  -I-  ...  H-  a" 


On  aura  donc,  dans  ce  cas  particulier,  X„  =a  i ,  et  partant, 
en  général, 

Ao  "T*  A|  "^  As  ~T~  •  •   •  ^^^  1  y 

d'où  Ton  conclura  que  pour  une  valeur  quelconque  dey^ 
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la  valeur  de  X„  sera  plus  petite  que  Tunité,  ou  tout  au 
plus  égale  à  Tunité.  Donc  la  série  (i)  sera  convergente 
pour  toute  valeur  de  a  comprise  entre  —  i  et  -h  i . 

Multipliant  chaque  terme  de  la  série  (i)  par ^  et 

intégrant,  on  trouve  le  potentiel  développé^en  une  série 
convergente  de  la  forme 

F=KT)-'(7)"--(7)"-.(^y  — . 

dans  laquelle  R  étant  le  rayon  de  la  terre,  les  coefficients 
oot  les  valeurs  suitanles  : 

A  cause  de  Xo  =  i ,  le  premier  de  ces  coefficients  se  réduit 

à  Po  =  —  I  Jfx.  Or,  rintégrale  /  dii  est  nulle,  puisque 

la  quantité  totale  du  fluide  positif  est  nécessairement 
égale  à  celle  du  fluide  négatif.  On  aura  donc 

P.  =  o 

Nous  pouvons  remarquer  dès  à  présent  qu*en  vertu  de 
la  formule  (a)  et  de  la  valeur  de  cosy,  X„  et  par  consé- 
quent P„  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  du 
f^ièmt  degré  des  trois  quantités 

cos  0,     sin  0  cos  ^9     sin  0  sin  4>. 
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247.  Une  des  propriétés  principales  de  la  foncUonlJ 
esl,  nous  le  savons,  de  satisfaire  à  Téquation 

//'U       «nu       d'I]  _ 

pour  chaque  point  situé  en  dehors  des  masses  agissantes', 
etcelte  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment  du  choix 
qu'on  a  fait  des  axes  coordonnés  rectangulaires.  Il  s'agit 
maintenant  de  transformer  cette  équation  eu  coordon- 
nées polaires.  Supposons  que  Taxe  des  z  coïncidant  avec 
Taxe  du  monde,  les  axes  des  x  et  des  jr  soient  situés 
dans  le  plan  de  Téquatenr  et  dirigés  le  premier  vers  un 
point  dont  la  longitude  soit  zéro,  le  second  vers  un  point 
dont  la  longitude  soit  90  degrés^  on  aura 

.r  =zr5inOcos>}», 
y  =  rsinô  sin>}>, 
z  -  :  r  cos  0, 

et,  en  ditrérenliant, 

(ix  z=i  siri  0  cos  -^  Ur  -^-  r  cos  ô  cos  -^  el^  —  /•  sin  0  sin  4»  '^^i 
ftj  ^i  sin  0  sin  ^  dr  -\-  rcos  9  sin  ^^^  du  -h  r  sin  0  cos>}»  //^, 

f/z  zzz  cos  0  dr  —  r  sin  0  dO, 

Résolvant  par  rapport  à  dr^  d9^  d^^  il  vient 

dr  =  sin  9  cos  \J;  du:  -f-  sin  9  sin  ^[/  d/  -h  cos  9  dz^ 
rdO  =::  cos  9  cos  ^  dx  -I-  cos  9  sin  'if  djr  —  sin  9  dz, 
r  sin  u  d-^  z=i  —     sin  \|/  dx  -h  cos  >|*  dy. 

Ou  aura  donc,  entre  les  dérivées  partielles  de  x,  /,  2 
prises  par  rapport  à  /•,  0,  ^|;,  et  les  dérivées  partielles 
de  r,  0,  ^  prises  par  rapport  à  jr,  j",  z,  les  relations  sui- 
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vantes  : 


dr        dx 
dx""  dr' 

du         \    dx 
dx~^  r"  dB' 

d-^              \        tlx  ^ 
dx  ""r^sin'ô  d^^ 

dr        dy 
dy'^  dr' 

dB         1    dy 
dy        r'  do' 

d^             t        dy 
dy        r»  sin»  0  d^  ' 

dr        az 
dz  ~^  dr' 

dQ         1    dz 

dz  ""  r»  d^' 

d^             I         </z 
dz        r'  sin'  0^/4' 

Cela  posé,  on  trouve 

£/»U             €/»U 

dx         I     ^'U 

. 1 

-  dr        r'  dxd 

f    dx             I          £/»U    £ir 

1 

dx^         dxdt 

9  d9    '   r'sin'e  ^x</i|»  ^^|/' 

€f'U             l/'U 

dy         I     i/»U 

dy             1          rf»U    r/j 

cfy'         dydr  dr        r^  dydB  dQ  r'sin'n  dyd^  d^ 

d^\]  _  d^V   dz^         i_   d^U   dz  1          d*V    dz^ 

dz*         dz  dr  dr        r'  dzdB  dB  r'sia'ii  dzd^  d^ 

t,  en  ajoutant, 

l^V      d'U       d^V  _ 

_^UJ_/^Urf^^        ç/Urf»^  d\]d^z\ 

dr^         \dx   dr'         dy  dr'  dz  dr* J 


i     rd*v 

r'  sin^  u  L  ^^' 


J'U        /^  d*x        d\]  d}y       d^  r/^z\  1 


O 


**,  on  a 


£^a^  ~"        ^ dr' 

d*x                dx 
d^'                 dr  ' 

d*y             ^  dy 
du'             ^  dr' 

d*y             jly 
dY  ~"        ^ dr' 

d'z               dz 
du'  "       ^  dr' 

d'z 

dY  -  ^' 

I.  38 


[ 
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et  par  conséquent 

dV  d^x       JU  d^x       dV  dH 


dx    dr^         dy     dr^         dz   dr^ 

dV  d^x       du  d^Y       dV  dH  dV 


dx   dB'         dy    d^^         dz  t/ô»  dr 

d\}  d'x        dV  (Py        dVdH__  dV  dU dz 

"dx  d^'^'dy    J^  "*"  dz   df^'^'^^'dr  '^^'dïlr 


d\}  fdV  dV  smu\ 

—  r  —: h  r  cos  «  |  — r-  COS  u | 

du       r    } 


dr  \  dr 


=  —  r  sm^ô  —, sin  ô  cos  ô  —--• 

dr  dB 

Substituant,  il  vient  donc 

„,       d^V        X    d'V  I        ^'U        2  rfU       colOé/U 

dr^        r-    dO'        r^sin^ô   d-^         r   dr  r'     rfô 

et  Téquation  W  =  o  se  réduit  à 

rdKrV        d^V  dV  î        rf'U 


dr^  dQ*  dO         sin'0    d^' 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  r,  on  trouve,  en  subslituanl  à  U  sa  valeur  (4),  q'i^ 
chacun  des  coefficients  Pi,  P,,  Pj, . .  .  doit  satisfaire  à 
une  équation  aux  dérivées  partielles  dont  la  forme  géné- 
rale est 

^  '  dO'  dO         sin^Ô   d^^ 

On  peut  déduire  de  celte  équation,  jointe  à  la  remarque 
que  nous  avons  déjà  faite  sur  la  nature  des  coefficients 
Po,  Pi,  Pj,...,  la  valeur  générale  de  P„.  En  effet,  si  l'on 
représente  par  P„^„,  la  fonction  suivante  de  ô 

in  —  ni][n  —  w  -h  i ) 
cosô""*"  — — cosô"-^-' 


2  [ifl  —  I  ) 

sinJ" 


(n  —  /;/]  [n  —  m  —  i  )  in —  /;/  —  '?.)[n  —  m  —  3\ 
+  ' 7- — ^^— ^T ^\- -I  cos  ô«-«-*  - .. 
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P„  sera  donné  par  Téquation 

P-  =  gn,.^n..  -h  {g«,i  COS;|/  -f-  K,i  Sin-j/)  P„,, 

(^«,i.cos/i-}-+-^i,,i,sin/i>}»)  P„,„, 

dans  laquelle  g„,o,  ^n,iv5  gn,ni  ^'n,iv.>  A„,„  seront  des 
coefficients  numériques. 

Décomposofis  la  force  magnélique  correspondante  au 
point  O  en  trois  autres  forces  rectangulaires  X,  Y,  Z, 
dont  la  première  et  la  seconde,  situées  dans  un  plan  tan- 
gent à  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  r,  soient  dirigées, 
la  première  X  parallèlement  au  méridien,  la  seconde  Y 
parallèlement  à  l'équateur^  la  troisième  Z  vers  le  centre 
de  la  terre,  les  valeurs  de  ces  trois  composantes  seront 

A.  — 7-  1        X  —  —  — : — - — —  j        £j  —  —  — — -  • 

rdQ  rsinBd'^  dr 

ou,  en  mettant  pour  U  sa  valeur  développée  en  série  de 
fonctions  P„, 


X  m 

/^   \   r/0     '     r    d{^     '     r'    dO 


.  .  .  j  ) 
R'      /./P.        R  rfP,        R'rfP3  \ 

R»  /'    _         3RP,       4R'P;,  \ 

En  faisant  r  =  R,  on  trouve,  pour  un  point  situé  sur  la 
surface  de  la  terre, 

d\\        dP.       r/R 


X:=:-'    •■'  ^'  ''' 


dO  dO  dB 

~    sino\d^  "^  d'}^  "*"  d^  -^--y 

Z3=— 2P,+  3P, -4-4?, -4- 

Pour  déterminer  U,  et  par  conscqucni  pour  résoudre 
complètement  le  problème  du  magnétisme  terrestre,  il 

38. 
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suffit)  comme  uous  Tavons  dit,  de  connaître  la  valeur 
de  X  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  la  terre,  ou 
bien  la  valeur  de  Y  pour  tous  ces  points  avec  la  valeur 
de  X  le  long  d'une  ligne  quelconque  passant  parles  deux 
pôles.  La  dernière  des  équations  précédentes  prouve 
qu*on  pourrait  encore  fonder  la  théorie  complète  du  ma- 
gnétisme terrestre  sur  la  seule  connaissance  de  la  compo- 
sante verticale  Z  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  la 
terre,  puisqu'elle  conduirait  aux  valeurs  générales  de 
Pj,  Pf,  Psv»'  ^^  par  conséquent  à  la  détermination  com- 
plète de  la  fonction  U.  Il  nous  sufGt  d'avoir  donné  ces 
indications  générales  sur  le  travail  important  de  Gauss, 
et  nous  ne  croyons  pas  nécessaire  de  nous  occuper  ici  des 
calculs  numériques  par  lesquels  le  grand  géomètre  alle- 
mand a  déduit  la  valeur  de  la  fonction  U  d'une  multitude 
d'observations  faites  sur  différents  points  du  globe. 

• 

248.  Supposons  que  le  corps  attiré  soit  très-éloigné  di 
point  attirant,  et  voyous  comment  celte  condition  d'i 
éloignemcnt  considérable  rend  plus  facile  le  calcul  di 

Tattraction.   Le  problème  que  nous   abordons  présent ^ 

beaucoup  d'intérêt,  parce  que  la  distance  très-grande  e^^^ 
précisément  le  cas  des  phénomènes  célestes. 

Soient  : 

///  la  masse  *,  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  cor-wjs 


attirant; 


;•',  6',  ^^  les  coordonnées  polaires  de  ce  point; 

lÀ  la  niasse;  x,  }*,  z  les  cooidonnécs  du  point  attire  ,* 

/•,  6,  y  les  cooidoiiiiées  polaires  de  ce  point; 

A  le  coefiicient  de  l'attraction;  ciiiiu  soit  Ap  =  1. 

Le  potentiel  U  sera  donné  par  la  formule 

u  ---.  ^/»  [(.r  -  X)'  -.-  (r  -  y)'  +  (=  -  zY? 

1 
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Si  Ton  a  toujours 

x<j?.    y<r>   *<»> 

U  pourra  se  développer  en  série,  ainsi  qu'il  suit  : 

-  i^l^'"  i^' ^  y' -^  ^'^] 

Si  Ton  place  l'origine  au  centre  de  gravité,  si  l'on  prend 
pour  axes  les  axes  principaux  d^iiiertie  du  corps  attirant) 
si  enfin  on  désigne  par  A,  B,  G  les  moments  principaux 
d'inertie  relatifs  aux  axes  choisis,  la  formule  précédente 
se  réduit  à 

-4-(C  —  B)  (x'  -h  z>)  -+-  (A  —  C)  (j:^  4-  *»)]-+-  .... 

Souvent  les  termes  que  nous  venons  d'écrire  suflisent, 
mais,  si  Ton  veut,  on  peut  pousser  le  calcOl  plus  loin. 
On  trouve  alors   une  série  ordonnée  par   rapport   aux 

puissances  de  -9  dans  laquelle  on  désigne  le  coeflicient 

de  —:^  par  Y„.  L'élude  des  fonctions  Y„  est  précisé- 
ment l'objet  de  cette  digression.  Maïs  nous  avons  be- 
soin, pour  établir  leurs  propriétés,  déconsidérer  d'abord 
une  espèce  de  fonctions  plus  simples  auxquelles  Legendre 
a  donné  le  nom  de  X„. 

La  fonction  X„  est  le  coefficient  de  a"  dans  le  dévelop- 
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pement  de  l'eicpression 

(l  —  lax-hix^)   ', 

OÙ  Ton  suppose  que  x  satisfait  à  cette  condition 

—  I  <x<-f-i, 

et  que  Ion  conçoit  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  a.  Ce  développement  peut  être  effectué 
d'un  grand  nombre  de  manières^  mais  voici  le  moyen  le 
plus  simple  d'arriver  à  mettre  en  évidence  la  loi  de  for- 
mation des  coefGcîcnts. 

L'intégrale  de  (i  —  nxx  +  a^)   ^clx^  prise  par  rapport 
à  j:,  est 

—  (î  —  OOLX  -h  a-y 

'        '     CODSt. 


Si  l'on  prend  la  constante  égale  à  ->  cette  intégrale  devient 

1  —  (l  —  2ax  -h  a')* 
a 

et  l'on  reconnaît  imniodialenicnl  que  celte  quantité  es/ 
racine  de  l'équation  du  second  degré 

a 3-  —  2S  —  (a  —  2j:)=:  o 

que  Ton  pourra  résoudre,  si  ol  très-petit,  par  la  série  de 
Lagrange.  Mise  en  effet  sous  la  forme 

a  . 

z  —  X [z^  —  I j  =z  o, 

cette  équation  donne 

j 

1  —  (l  —  2a^ -4-  a^)-  ,     a    I 

i —  z^  X  H •-  (or-  —  i)  -4-.  .  . 

a  2    I  '  ' 

-f-  — î D"-'(X^— I)'•^-...• 
2*•  I  .  2  .  .  .  /I 
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Nous  mettons  le  sîinie  —  devan i  le  radical  (  i  —  2  a .r  -h  a*  )  * 
parce  que  la  formule  de  Lagrao^e  donne  toujours  la 
racine  <piî  pour  flr=o  se  réduit  à  x.  Ajoutons  que  le 
développement  trouvé  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  a  dont  le  module  est  moindre  que  i,  puisipie  pour  ces 
modules  de  a  la  racine  que  1  on  a  di*\eîoppée  est  svnec- 
tique.  En  dillerentiant  la  formule  que  nous  venons  de 
trouver,  nous  obtenons  la  suivante  : 


On  a  donc,  en  apj>ekni  X©,  X,,  Xj,...  X„  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  x  dans  ce  développement* 

I  I  D'  '  r- i> 

(i;   X,  =  i,     X,— -D^j  — 1  ,...,     \,=^-----— — -.... 

2  2"  I  .2.  i.  .  ./J 

Les  fonctions  X„  jouissent  de  piopiîclés  analytiques  lrè>- 
remanjuables.  Par  exemple,  l'équation  X,,  =  o  a  toutes 
ses  racines  léclKs  et  srparic>  jar  les  racines  de  Tcipia- 
tîon  \a-.i  =  ^^-i  c*omuie  on  le  pr<.?uvi*  par  une  appliralion 
facile  du  théorème  de  Rolle.  ou  par  la  méthode  de  Sturnu 
en  irmarquant  que  trois  fonctions  consécuti\es  ont  enlix* 
elles  la  relation 

(2)  (n  _i)XiH.i  —  {2/1 -h  l)X.X-h/îX_,  =::0. 

La  fonction  X„  satisfait  en  outre  à  léquation   dilléit^n- 
tielle 

(3)  Dri-x^)^"l  H-/i(«-f-i^X,  =  o. 

Notis  verrons  un  peu  plus  loin  comment  on  a  été  conduit 
directement  aux  équations  (i)  et  (2). 
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Proposons-nous  actuellement  d^évaluer  l'intégrale 

Tx,  Pdx, 

P  désignant  un  polynôme  quelconque  :  Tintégratiou  fit 
parties  donne 

\^Pdx=  I  -.  — i— Lpdx 

J    2*    I  .  2  .  3  ...  « 

«      I     r     ,       V  .      X  ^p 

2"   I.2.3.../I  L  ^  ^  '    dx 

Si  Ion  prend  pour  limites  —  i  et  -h  i,  on  a 

/■*"'                         II  r^^  </"P 

X,Pr/xrzr±- i /  (x'-i/li.^; 

.,  2"   I.2.3.../Ï  J__,       ^  Wx«       ' 

et  si  le  degré  de  P  est  inférieur  à  //, 

(4  )  I         X„  P  dx  =  G,     /i  >  degré  de  P. 

On  aura  donc,  en  remplaçant  P  par  X„,, 

/-f-i 
X;„X„r/j:m0,      pour      rfi^n. 

Si  le  degré  de  P  est  /«,  la  formule  (a)  donne 

f  X„Pf/j:  =  ± 1  (j:' — I /.A.  i.2...«.Jx. 

J-,  2M.2...//J_, 

A  étant  le  cocflicient  de  a"  dans  P,  ou 


(*) 


/  XnPdx=:dz-l  (x^—   l)V/.r; 
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)r  on  a 

/o  «/o    ^  •/o 

=  -'-    C\x'-  \Ydx-  Ç    {x^-xY-'dx; 


ïoix  Ton  lîre 

En  faisant  /z  =  i,  a,  3,.-->  ^i?  et  multipliant  membre  à 
membre  les  formules  ainsi  obtenues  on  a,  toutes  réduc- 
tions faites, 

J^*       .         ,    ,          ,       in        in  —  1   m  —  4       ^ 
(x' —  i)"rfx=r± • K'"-z^ 
Q                                   2/I-I-I    m — 1    m  —  6       à 


/  (x' — \Y(l'X-=z±- 1 .-- -...-.2 


m       m  —  2        2 

2/1  -h  I     2«  —  I  3 


le  signe  -h  correspondant  au  cas  où  n  est  pair.  La  for- 
mule (i)  donne  alors,  en  observant  que  le  signe  -+-  y 
correspond  aussi  au  cas  où  n  est  pair, 

r^  /""^'vD^  ^  14.6,.  m 

'     ''  J_,  2"-'     3.5.7.  .  .(2/1  -f-l) 

21,  en  faisant  P  =  X„ , 


/_; 


-+-'  2 


XJ|fi^  = 


2//  -I-  I 

2i9.   Si  dans  Texprcssion 

I 
^i  —  2ax  -+-  a* 
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on  change  a  en  e^^""' ,  elle  prend  la  forme 

<p        / .    y 

CCS  ■= v  —  t  sin  - 

— r====== — »     si      ces  y  ]>•  X, 

y  2  (ces  ^  —  jc) 

.      9  , 9 

sm  -  -4-  V' — I  CCS- 

—  9     si      cos  ç  <I  x. 

Va  (x  —  cos^) 

D'un  autre  côu*,  on  a,  pour  des  valeurs  de  a  moindres 
que  I, 


..  --  -^=^  =  Xo  4-  X,  X  (cos  (f  -h  y- —  I  sin  9) 

-f- X„  x"  (  cos /i  ^  H- V^ — isin/if)    — 

En  multipliant  les   deux   membres  de  cette  égalité  pa   *■ 
cos  n(f  et  en  iiilrgrant  de  o  à  tt,  on  trouve 

(,)  »      r"       'h<^r^         __==a'X,. 

Celte  égalilé  ayant  liru  cjut'l  que  soit  a,  pourvu  qu'il  soit 
plus  petit  que  i,  aura  encore  lieu  pour  a  =  î,  et  par 
conséquent,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 

fiff  cos  —  cos  //y  /       cl(f  sm  —  cos  n y 

-_.=-L=  +  -  /    - l .-x„, 

V'2(cos^  — j:)        ^^y       V2(j:  — cosy) 

y  désignant,  pour  abréger.  Tare  dont  le  cosinus  est  x- 
On  trouve  d'une  manieie  analogue 

/sin-sin/î»r/a>  /     cos- sinwçr/© 

v'2(cos<p— x)       ^J.^      v^2(x  — cos?} 
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Ces  conclusions  supposent  que  le  premier  membre  de  la 
formule  (r)  est  fonction  continue  de  a.  Celle  condiliou 
sera  satisfaite  si  Télémenlqui  devient  iutîiiî  pour  a  =  i 
fournil  des  intégrales  singulières  nulles;  or,  c'est  ce  qui 
a  lieu  effectivement.  On  a,  en  effet, 


/ 


açcos  —  cos  /ï? 

2  ' 


Jy_,V2;cosy  — j 


'y_^V^2(cos^  — x)  J-,_,V2(cosy  — x) 

0  désignant  une  moyenne  cuire  les  valeurs  (juc  prend 


? 
cos  -  cos  n  ® 

2  ^ 


sm  ^ 


pour  y  =  y  et  «Y  =  7  —  e  ;  el,  en  intégrant, 


«y  cos  —  cos  n ^ 

—  rr^  <=»  ly/'t  ^fr>«i  « — a:)]  r^  O. 

^^-.,V^2(cOSy— X)  / 

Les  formules  (8)  et  (9)  peuveiil  donc  èire  considérées 
-^rnme  rigoureusement  établies. 

2oO.  Revenons  maintenant  aux  fonctions  Y„.  D'après 
^Ur  déBnitiou  munie,  nous  avons 

.Xo)  U  = l----+----h...-f-  — — -  -h . . . 


^t  aussi 


dans  laquelle  r  et  r'  sont  les  dislances  à  l'origine  de  la 
molécule  attirée  et  de  la  molécule  attirante,  et  y  désigne 
r  angle  des  droites  ;•  et  r' . 
En  sorte  que  Ton  a 

cos  y  =  cos  0  cos  0'  -f-  sin  0  sin  O'cos  (•>[;  —  ^j*'  ), 
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OU  simplement 

COS  7  =r  fifi'  -f-  V^{l--P')(l  — fl'*)  COS  (4»  —  ^!»'), 

en  posant,  pour  abréger, 

p  =  ces  ô,     p'  =  cos  O*. 
Mais  Téquation 

d^V       d'V       d^V 

1 H =  O. 

dx^  dy^  dz^  ' 

à  laquelle  satisfait  le  potentiel,  devient,  en  prenant  d 
coordonnées  polaires, 

(12)      r — \ — iH h  D      (i— uM-—    r= 

Si  Ton  remplace  U  par  sa  valeur  lirée  de  (10),  on  obti^^^. 
dra  une  équation  qui  devra  subsister  quel  que  soit  r^     ç^ 
dans  laquelle,  par  conséquent,  les  coefficien  ts  des  divex^^^s 

puissances  de  -  seront  identiquement  nuls,  ce  qui  four- 

nit  la  relation 

(.3)     „(''  +  .)Y„-H^,î^  +  D„[(,-,')Ç]=o. 

La  fonclîoii  Y„  se  déduit  de  la  fonction  X„  en  chan- 
geant d'abord  dans  celle-ci  x  en 


I 


V 


PP'  ^-  V^(«  -  P^) (^  -  ?-")  COS  (>!/  -  f  ). 

On  obtient  alors  une  fonction  que  Ton  peut  désigner 
par  P„  et  qui  rentre  dans  la  classe  des  fonctions  Y„; 
car  toute  fonction  Y„  est  une  somme  de  fonctions  P„. 
L'équation  (i3)  a  souvent  été  prise  pour  définition  de  la 
fonction  Y„,  avec  cette  condition  que  Y„  soit  une  fonction 

entière  de  Vi — /x*cos  ['i^  —  ^')  et  de  [l. 
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L'équalioQ  (i3)  renferme  réqualioii  (a),  carX„  est  un 
cas  particulier  de  Y„  obtenu  en  supposaul  le  corps  atti- 
rant réduil  à  un  point  et  la  quantité 


\^(i  -  f*')  (  I  -  p";  cos  (+  -  -y  )  -+-  pp' 

r<yuite  à  ^  =  X. 

251.  Voici  comment  on  peut  étendre  aux  fonctions  Y„ 
un  grand  nombre  des  propriétés  des  fonctions  X„. 
Partons  de  la  formule 

'4)  /         X«X,^^z=o. 

-«liangeoiis  x  en  cos  y ,  on  a 


f  P'   P'  si 

t/o 


sin  7  ^y  T.-  o , 

"^  et  P^  désignant  ce  que  deviennent  X,„  et  X„  par  le 
-liangrment  de  x  en  cos  y.  On  peut  encore  écrire  celte 
tfjruiule  comme  il  suit  : 


p'   p*  sin  7  (iy  d^  =  o. 


et  sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  que  le 
premier  membre,  somme  des  éléments  d'une  surface 
sphérique  multipliés  par  P'^^l^^,  est  néressairement  nul. 
Ccmùuic  premier  membre,  par  une  transformation  facile 
des  coordonnées,  devient 

(t5)  /  ""  r    '^P,P„sine'r/e'^f  =  o, 

in  désignant  par  P,„  cl  P„  ce  que  deviennent  P,„  et  F„  ou, 
fci  Ton  veut,  X,„  et  X„ ,  quand  on  a  posé 

.r  z=z  cos  7  =z  cos  G  cos  9'  -4-  sin  Q  sin  Ô'  cos  {-^  —  Y). 
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Mais,  diaprés  la  manière  dont  nous  avons  déflni  la  fonc- 
tion Y„,  OQ  devra  avoir  aussi 

(i6)  f"  f    ""Y.Y.sinO'r/ô'r/f  =  o, 

sans  que  les  fondions  Y^,  Y„  aient  besoin  de  provenir 
d'un   même  développement.  La  formule   (16)   subsista 
donc  encore  si  Ton  remplace  Y„  par  P„,  pourvu  toute 
fois  que  m  ne  soit  pas  égale  à  ri.  Traitée  de  la  mèn^^ 
manière  que  (4)  l'équation  (6)  donne 


(17)         —    f"  f   ''p«.P„sine'r/G'r/f  = 


in  -h  i 


Si  Ton  pose 

/(x)  HZ  A«  X«  -f-  A,  X,  -+- . . .  -4-  A«  Xu  -4- . . . , 

on  pourra  déterminer  les  coefficients  A^,  Ai,.  . .,  A„  en 
multipliant  par  X„  et  en  intégi^ant  de  —  1  à  -+-1.  Les 
relations  (4)  et  (6)  donnent  ainsi 

j  \„/{.T)elx= — A„, 

d'où 

A„= /         X„/;x)^/x. 

Donc,  toutes  les  fois  qu'une  fonction  J  [x)  sera  dévelop- 
pablc  en  série  de  fonctions  X„,  un  aura  eulie  les  limiics 
—  I  et  H-  I  de  x 


,■»  -+-i 


/(.r)=:lXo  /  Xa/(x>/j:-h... 

^'^^     ^  I-^''x   r\r     i 
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Dans  le  cas  particulier  où/(t)  =  (i  —  aax  -I-  a')"',  la 
comparaison  des  développomenls  (i)  et  (3),  qui  doivent 
être  identiques,  conduit  à  Téqualion 


,2/1-4-1  r-^*  _ 


-  2  ax  -4-  a* 

La  formule  (i4)  donne  en  outre,  pour  x  =  i. 

/(l)=^f      'x«/(x)r/x-H... 

H I  A„/vXj  r/x-f  .  .  ., 

OU,  si  Ton  remplace  x  par  cosy,  et  qu'on  désigne  par  P„ 
ce  que  devient  X„, 

/(0  =  ^   /      P'^/icosvJsinv^/y-f-... 

f     'l      / 

^^ J       ^„/(^OSy)siByiiy-h.... 

2o2.  On  peut  établir  celte  dernière  formule  d'une 
manière  à  la  fois  plus  directe  et  plus  rigoureuse.  En 
effet,  posons 


n 


_-■»  2  «  H-  1 
S„=: 


^^'\     'J       p;/(cos7)bin7r/7, 


n 


V,=2^    /      KJsmtdy. 


«  o 

0 

n 


^S\=^^»j''p'„/smyd',. 


6o8 


STATIQUB^ 


Remplaçons,  dans  V„,  P^,  par  la  valeur  de  X„  lîrëe  de  (7) 
en  y  faisant  x  =  cos  y,  il  vient 


V.  =  i2:/         /      /sinv 

•  V  r  r 


cos  —  f  d^ 


\/2(COSf  —  cos  7) 


cos  n^  d'i 


.    I 

sin  -  cp  cos  n  9 
2  ^  ^ 


=.  ^?  ^7> 


V^2(coS7  —  ros^) 

à  la  coudilion  que  sous  le  signe  ^  on  réduise  le  terme 
qui  correspond  à  /i  =.  o  à  sa  moitié,  ce  qui  donne,  eu 
effectuant  la  sommation  \^, 


V„  = 


/sin7< 


I 
cos  -cp 
2  ^ 


.     2/î  -4- 1 
sm «p 


v/2(cosa)~cos7)        3i„  1 

2  ^ 


(/'/^S 


sm  -  (f 
/sin  7-   


.     2/1  -4-1 

sm  f 


V^2  (cos  7  —  cos^) 


d^di^ 


sm  -  9 
2  * 


o         ^7 

rinlégratioii  par  rapport  à  y  devant  précéder  celle  qui  est 
relative  à  y  y  mais  on  a  en  général 


Jo  Jo 


<f{^yX)^X 


=£'"'1 


d  r%  a 


et,  en  appliquant  cette  formule  à  révaluation  des  inté- 
grales qui  entrent  dans  V,,,  ou  aura 


w 


•  -   .     2  //  -h  I 
sm «p 


sm 


CT 


(?)^?» 
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irmiile  dans  laquelle  on  a  posé,  pour  abréger, 


^1  (cosç  —  COS7) 
^  /sin  7  liy 


y2(cos7  —  cos  <f) 


f(^)  sera  donc  fini  si  f(cosy)  est  fini,  parce  que  Télé- 
Dent  infini  dans  ces  intégrales  ne  fournit  pas  d^intégrale 
iDgulicre  finie.  Cela  posé,  si  dans  la  formule  (d)  on 
ait  /i  =  00  ,  Tintégrale  du  second  membre  pourra  se  sub- 
liviser  en  une  infinité  d* autres  ayant  pour  limites  succes- 

2n"  2it  iir  4^  6^ 

ii?es  G  et ? et > et >•••  > 

2/i-f-i    2/i-hi       2/2-hi    2/1 -4- 1       2/1 -h  I 

t  toutes  ces  intégrales  seront  sensiblement  nulles,  la  pre- 
mière exceptée.  En  effet,  si  M  désigne  le  maximum,  m  le 

tiinimum  de  -^  dans  Tîntervalle  correspondant  à  une 

sin- 

2 

ntégrale  partielle,  la  valeur  de  cotte  intégrale  partielle 

•   ts  '          ,   (M—  /lî)      4^^        I  j 

cra  inférieure  à  • •  La  somme  de  toutes 

W  2/ï  -t-i 

res  intégrales  est  donc  infiniment  petite,  et  la  formule  (d) 
ie  réduit  à 


sin 

— ^— 

.    I 

sin  -  cp 


•  désignant  un  infiniment  petit.  Par  cela  même,  on  peut 
'Qtnplacer  sin  -ç  par  -  <p,  et  écrire 


/*  .    2«  -4-1 
sin-^y 


V„=-ct(o) 


I. 


39 


6lO  STATIQUE. 

Rien  n'empêche  actuellement  de  supposer  e  =  tt,  car  on 
ne  fait  qu'ajouter  des  éléments  qui  se  détruisent  mutael- 
lement.  On  aura  donc,  en  changeant  de  yariable,  et  en 


2/1  -f-  I 

posant y  =  w, 


I             r     sin  « 
V„=  -0(0)  I        tfw. 


d*où  l'on  conclut 


lim  V,  =  -  0(0) 
2     ^   ' 


et  enfin 


liiiiV„  =  -   I      /(cos7)cot-7rf7. 
^  •/o  ^ 


On  transformera  W„  comme  V„  en  faisant  usage  de /a 
formule  (8)  et  de  Tidentité 


sin  çH- 2  sin  2  ^ -h . . . -♦-  /i  sin /i  9  = 


->,a 


C0S7 


OOS/lf 


=  — D. 


2/1  -f- 1 

sm y 


2  sin  —  ep 
2  ^ 


On  trouvera  ainsi 


Wn=  — 


27r 


y  (ces  7)  sin7" 


sm- 

2 


^2  (ces y  —  COS7) 


/(coS7)sin7— - 


ces- 

2 


y2(cos7  —  coS(j>)    ^ 


.    2/14-1 

sin- î 

sm-o 
2 


.  2/1 4-1 
sin ^T 

D  ~ — ^f^ 


.    1 
sin-? 
2 
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c'est-à-dire 

sm y 

n((p)Dp dff, 

sin- 

en  posant 

y(cos7^sin7rf7 


n(t)  =  sinî  r 


—  ces  -    / 
Vo 


^       V^2(COSiï»— COS7) 

?  r?/(cos«p) 8107^/7 

o 


^2(C057 — COSy) 

En  intégrant  par  parties  on  trouve 


W„=-—     /       Dpn 


■  .     2/H-  I 
810 f 

(?) T ^f9 

T 

SID  - 
2 


limW„=  — iDç,=on(t), 


et  la  question  est  ramenée  à  prendre  la  dérivée  de  n(cp). 
Cette  fois  les  règles  de  la  diflérentiation  sous  le  signe 

I  ne  sont  plus  applicables,  parce  que  les  intégrales  dont 

la  somme  est  II  (^ )  ont  leurs  éléments  extrêmes  infinis. 
On  aura 

D  -0    f^^^^^^y^^^^y^y  —      Hm  '    r*/(cos7)  810  7^7 

Jç,       ^2(C0S(Ï>  — COS7)  ^Jo  Va(l— COS7) 

on  trouverait  de  même 

r«'  /(ces y)  8107^/7 

Dp=o  I      -r- ==—  — /(O- 

Jo     V2(cos7- cosiï») 

39. 


6t»  efo«caWéei,Ue.t  facile  d  ^Uï 

Ce.  dérivées  «ne  fo«  ^    ^,-./wl' 

UtnS.  =  »'™^"  ^  .  ..rée  comme  de-  .  ^  i, 

,  XX  oeui  donc  être  J«>°;  '\,  v   eUedevieni 


tnoB' 


/(o)  =  ait  Jo 


^X^^'J»    '^°  .  «tve  valeur  bien 

.        une  foncùon  ayant  un 

F  (e,  +)  ^^^î^rpo-^  ^«  '%":^ude  etU  U- 

dont  le  rayon  -^  -  ^J^^e,  le  P-^;;;;  „dante  au  pMe 

tnde  d'un  ^o^^^^^,,  de  ^  i^' J\Xdu  s-°"^  "'"^ 
équaùon  sera  a    a    ^,^„,égra\c  double  ^  ^^,    le- 

nord  de  U  spbeie ,  V  ^.^^  ,^o«iau  ^^^^^^ 

•!«  ^  ^^'  ^^  Te;  coordonnées,  ^«^  ^«  ^^^^foUation,  le  FJ 
transforme  les  c°  ^^^^     uc  ^J»^  ^ion  générale 

,nier  membre  a 
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de  rélément  diflerentiel  du  second  membre  peut  s'écrire 

P„  désignant  ce  que  devient  X„  quand 

ar  =  cosdcosO'  -4-sinO  sinO'  cos(4'  —  +'). 

Si  donc  F(0,  ^)  est  une  fonction  ayant  en  chaque  point 
de  la  sphère  de  rayon  i  une  valeur  bien  déterminée,  on 
aura 

(20)     F(e,+)=2^^/''/'''P-/(®'>^'')«nÔ'rfô'rff. 

Cette  formule,  due  à  Laplace  et  à  Poisson,  joue  un  rôle 
très-important  en  mécanique  et  en  physique  mathéma- 
tique, comme  nous  aurons  Toccasion  de  le  faire  voir.  La 
démonstration  rigoureuse  que  nous  avons  présentée  est 
due  à  Dirichlet. 

On  appelle  sphéroïde  un  corps  irrégulier  formé  d'un 
noyau  sphérique  recouvert  d'une  croûte  d'épaisseur  va- 
riable, positive  ou  négative,  mais  petite  par  rapport  au 
rayon  du  noyau. 

Soient  a  le  rayon  du  noyau  sphérique,  p  la  masse  spé- 
ciGque  du  sphéroïde,  a (^'  l 'épaisseur  de  la  croûte  au  point 
dont  la  colatitude  et  la  longitude  sont  6'  et  ^^;  a  dési- 
gnera un  coefGcient  très-petit  mais  constant. 

Soient  r,  0,  ^  les  coordonnées  polaires  d'un  point  at- 
tiré par  le  sphéroïde;  le  potentiel  U,,  relatif  à  la  croûte, 
est  donné  par  la  formule 


{') 


r"    r"    Ç' sin 9' rffl' rfJ.' 


ù  désignant  la  distance  de  Télcment  attirant  au  point 
attiré,  et  le  produit  de  la  masse  du  point  attiré  par  le 
coefiîcient  de  l'attraction  étant  pris  pour  Tunité. 


6l4  STATIQUE. 

Si  Ton  pose 

C0S7  =  cos  Ô  cos  Ô'  -h  sin  6  sin  ô'  cos  (tp  —  y), 
on  a 

(/)  A=ari-2^C057-f.~j    f 

OU 

(/'  )  A  =  r  (  I  —  2  -  C057  -4-  —  ]    • 

La  formule  [f)  servira  dans  le  cas  d'un  point  extérieur 
k  la  croûte  quand  r^a;  la  formule  (/*')  dans  le  cas 
d'un  point  intérieur,  quand  r<!^a. 

Dans  le  premier  cas,  la  formule  (e)  devient 

U.=  î!^   C""  C  ''pÇ' (p.-hP.^-hP,^.--]smOrfô'i/f. 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  (18),  ^^  étant  une  fonction 
de  0'  et  ^'  déterminée  en  chaque  point  de  la  sphère,  peut 
se  développer  en  une  série  dont  les  termes  sont  une 
somme  de  fonctions  Y„  ;  on  aura  donc 

U,=^  r  C  '  p(Yo4-Y....)  (po-f-P,^  -h  ...\  sinÔ'rfÔ'£/y, 

ou,  en  vertu  de  Téquation  (16)  et  de  la  remarque  faite  à 
son  sujet, 

(g)    "^'^^  r  f  ''p(YoPç-4-Y,Pi^-f-..Asinô'£/0'£/f 

Or,  si  Ton  applique  à  la  fonction  Y„  la  formule  (20),  on 
trouve 

Y.=  î^^  P  r'''Y,P„sinô'rfô'rff. 
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La  formule  {g)  donne  alors,  en  supposant  p  constant. 


(ai 


Dans  le  cas  d'un  point  intérieur,  on  trouverait 

(22)       U,  =  ^it(xap  f  Y.-h  ^  Y,  -h  ^3  Y,  -+- . . .  j . 

Si  l'on  désigne  ensuite  par  Ut  le  potentiel  relatif  au  noyau 
du  sphéroïde,  le  potentiel  total  du  sphéroïde  sera 

Les  fonctions  X„  et  Y„  trouveront  aussi  leur  application 
dans  la  dynamique  analytique. 


6l6  8TATIQUB. 


VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

Mécanique  moléculaire.  —  Élasticité  des  corps  solides.  —  Presuoni  oi 
tensions  intérieures.  —  Leurs  relations  entre  elles  et  avec  les  forces  ac- 
célératrices. —  Dilatations  et  glissements  dans  les  corps.  —  Leurs  reb* 
tions  pour  les  divers  sens  (*). 


253.  actions  moléculaires.  Pressions.  —  L'élasticité 
des  corps  solides  et  même  des  fluides,  ou  leur  retour  i 
leur  premier  état  après  des  compressions,  extensions  on 
déformations,  leurs  résistances  diverses,  leurs  vibrations, 
la  transmission  en  un  lieu  de  l'espace,  par  leur  in  terme* 
diaire,  des  efforts  et  des  ébranlements  exercés  ou  excités 
dans  un  autre  lieu,  et,  on  peut  le  dire,  toutes  leurs  pro- 
priétés mécaniques,  prouvent  que  les  molécules  ou  les 
dernières  particules  qui  les  composent  exercent  les  unes 


C^)  Nous  devons  la  rédaction  de  cette  Leçon  et  de  la  suivante  à  M.  de 
Saint-Venant.  11  en  a  puisé  la  matière  non-seulement  aux  deuxième,  troi- 
sième et  quatrième  années  (1827-1829)  des  Exercices  de  Mathématiques^ 
mais  enèore  dans  les  autres  œuvres  de  notre  illustre  maître,  et  aussi  dans 
des  Mémoires  qui  ont  eu  surtout  ses  travaux  pour  point  de  départ,  qu'il 
a  approuvés,  ou  dont  les  résultats  sont  une  conséquence  naturelle  des 
principes  posés  par  lui. 

Ces  Leçons  comprennent  la  statique  de  Télasticité  dans  ce  quelles  de 
plus  général.  !Nous  ne  rapportons  pas  les  applications  que  Cauchy  en  a 
faites  (  Exercices,  troisième  et  quatrième  années  )  à  la  théorie  de  la  fleiioD, 
et  surtout  à  celle  de  la  torsion  pour  laquelle  il  a  ouvert  une  voie  noo- 
velle,  parce  qu'il  a  adoi)té  (  Comptrs  rendus  des  séances  de  P Académie  df* 
Sciences,  20  février  i85î,  t.  XXXVIII,  p.  Sag)  une  autre  manière  de  les 
trailer,  due  à  M.  de  Saint-Venant,  et  qui  donne  des  résultats  sensible- 
meut  diflcrents,  confirmés  jjar  diverses  expériences,  ainsi  que  par  des 
recherches  analytiques  entreprises  par  M.  Kirchhoff,  l'éminent  professeur 
de  Ileidclbcrg  {Ueber  die  Gleichgewicht  und  Bcwegung  eines  elastisches 
Stabes,  t.  LVl,  du  Journal  de  Crelle,  p.  229). 
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sur  les  autres  des  actions  qui  sont  répulsives  et  indéfini- 
ment croissantes  pour  les  distances  moindres  (ce  qui 
remplace  Vimpénéirabihté  des  anciens),  qui  deviennent 
attractives  pour  des  dislances  plus  grandes,  mais  qui 
n^ont  plus  qtiune  intensité  relativ^ement  insensible  dès 
que  ces  distances  acquièrent  une  grandeur  sensible  (*). 

Cette  Leçon  et  la  suivante  ont  pour  objet  les  eflets  de 
ces  forces,  principalement  en  ce  qui  regarde  Télasticité 
des  solides. 

Il  n^est  pas  nécessaire  de  faire  des  suppositions  sur 
leurs  intensités  individuelles.  11  suffit  de  considérer  les 
résultantes  qui  peuvent  être  produites  parla  composition 
ensemble  d'un  très-grand  nombre  d^entre  elles. 

Définition,  —  Nous  appellerons  donc  pression  sur  un 
des  deux  côtés  d^une  petite  face  plane  imaginée  à  Tinté- 
rieur  d'un  corps  solide  ou  fluide,  ou  à  la  limite  de  sépara- 
tion de- ce  corps,  la  résultante  de  toutes  les  actions  des  mo- 
lécules situées  de  ce  côté  sur  les  molécules  du  côté  opposé, 
et  dont  les  directions  traversent  cette  face,  toutes  ces 
forces  étant  supposées  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  même  point  pour  en  opérer  la  composition. 

Dans  les  Mémoires  de  Cauchy  et  de  tous  les  autres  au- 


('*')  Si  l*on  répugne  à  admettre  que  ces  forces  chanjjcnt  ainsi  de 
signe  ou  de  sens  pour  une  grandeur  déterminée  de  la  distance  moléculaire 
dont  elles  sont  fonctions  continues,  et  surtout  que,  lorsqu'elles  sont  de- 
renues  attractives,  elles  croissent  d'abord  avec  la  distance  où  elles  s'exer- 
cent pour  décroître  ensuite,  passé  une  certaine  autre  grandeur  de  cette 
distance,  on  peut  très-bien,  avec  Poisson,  M.  Poncelet,  etc.,  8U'|>po8er 
que  l'action  moléculaire  est  une  diflTèrence  de  deux  actions,  l'une  at- 
tractive, l'autre  répulsive,  toutes  deux  décroissantes  quand  la  distance 
Droit.  L'une  de  ces  forces  (on  ne  sait  laquelle  des  deux)  peut  être  inhé- 
rente à  la  roatiùrc  pondérable,  et  l'autre  due  à  une  inlluence  étrangère, 
telle  que  celle  d'un  fluide  impondérable.  Mais  nous  regarderons  l'action 
résultante  comme  un  fait,  sans  avoir  besoin  de  prendre  en  considération 
explications. 


6l8  STATIQUE. 

teurs  (excepté  dans  le  deuxième  Mémoire  de  Poisson,  du 
12  octobre  1829,  au  XX*  Cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique,  p.  6,  3o,  5g) j  le  signe  +  est  attribué 
aux  forces  attractives,  et  le  signe  —  aux  forces  répukives. 
La  pression  est  donc  regardée  comme  positive  lorsqu'elle 
se  dirige  de  la  face  vers  le  côté  où  on  la  prend,  ou  lors- 
qu'elle constitue,  k  proprement  parler,  une  tension  ou 
traction;  et  on  la  prend  négativement  lorsque,  comme 
dans  les  fluides,  elle  est  répulsive  ou  dirigée  vers  la  face. 

254.  Conséquences  de  cette  définition  de  la  pression. 
—  1°  Les  pressions  exercées  sur  les  deux  côtés  d'une 
même  face  sont  exactement  égales  et  opposées. 

2^  La  résultante  des  pressions  qui  s'exercent  sur  les 
diverses  faces  d'un  élément  solide  abcd  {Jig*  54)»  prises 
toutes  du  côté  extérieur,  ou  prises  toutes  du  côté  intérieur, 
est  identiquement  la  même  que  la  résultante  des  actions 
exercées  sur  les  molécules  m,  m  du  dedans  de  Télément 
par  les  molécules  m',  m"^ ...  du  dehors,  ou  sur  celles-ci 
par  celles-là.  Eu  cflTet,  si  en  raison  de  la  petitesse  de  Télé- 
ment,  ou  des  arêtes  vives  de  son  enveloppe  polyédrique, 
les  pressions  comprennent,  en  outre,  des  actions  sensibles 
de  molécules  extérieures  sur  d'autres  molécules  exté- 
rieures, suivant  des  lignes  w'm",  m' m"  qui  traversent 
deux  faces  ab^  cd  ou  &c,  cd^  ces  actions  étrangères,  qui 
entrent  à  la  fois  dans  les  pressions  sur  l'une  et  l'autre 
face,  se  détruisent  deux  à  deux  comme  égales  et  con- 
traires quand  on  les  compose  pour  obtenir  la  résultante 
générale  des  pressions  sur  toutes  les  faces,  en  sorte  qu'il 
ne  reste,  comme  nous  le  disions,  que  les  actions  des  mo- 
lécules du  dehors  sur  celles  de  l'intérieur  de  l'élément, 
ou  réciproquement  (*). 

(*)  C*est  ce  qui  n^a  point  lieu  si  l'on  prend  une  autre  dé6nition  delà 
pression,  adoptée  d*abord  par  Cauchy  (  Exercices  de  Mathématiques,  troi' 
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3^  Il  résulte  aussi,  de  ce  qu'à  travers  ks  plus  peiitcs 
Faces  perceptibles  il  s^exerce  un  nombre  eictrêmement  con- 
ndërable  d'actions  moléculaires,  que  l'on  peut  regarder, 


iime  année,  p.  ai5)  ainsi  que  par  d*autres auteurs,  mais  à  laquelle  il  a  re- 
loneé  pour  préférer  définitivemen  t  celle  que  nous  venons  de  donner  (Com^fei 
•endiu  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  iZ  juin  et  14  juillet  i845, 
•  XX,  p.  1765,  et  t.  XXI,  p.  125)-  En  effet,  la  première  définition,  aban- 
bnnée  par  Cauchy,  consistait  à  regarder  la  pression  sur  une  petite  face 
N>mme  la  résultante  des  actions  exercées  sur  les  molécules  d'un  cylindre 
odéfini  élevé  sur  cette  face  comme  base,  par  toutes  les  molécules  situées 
lu  côté  opposé  du  plan  de  cette  même  face.  Or,  il  est  facile  de  voir  (Note 
in  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  3o  décembre  i843,  ou  au  n^  624 
In  jonnial  de  /  'Institut^  et  aussi  Comptes  rendus  des  séances  de  l 'Académie  des 
kiemees,  7  juillet  i845,  t.  XXI,  p.  2i)q}io  cette  définition  introduit  dans  la 
ésnltante  générale  des  pressions  un  certain  nombre  d'actions  étrangères  à 
elles  des  molécules  du  dehors  sur  les  molécules  du  dedans  ou  récipro- 
iiement,  et  qu^elle  fait  faire  double  emploi  à  un  certain  nombre  des 
étions  en  jeu,  tout  en  en  omettant  plusieurs  autres;  enfin  que,  par  cette 
lème  définition,  les  deux  résultantes  des  pressions  sur  les  côtés  opposés 
«s  diverses  faces  ne  sont  point  égales,  inconvénients  qui  se  sont  plusieurs 
>U  présentés  à  Poisson  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  XX*  Cahier, 
rt.  49  ^  ^3,  et  Mémoires  de  l'institut,  t.  XVIII,  p.  56).  Par  exemple,  si 
'élément  est  un  parallélipipède  rectangle,  il  est  facile  de  voir  que,  dans 
I  résultante  des  pressions  sur  les  côtés  extérieurs  des  faces,  les  actions 
las  bait  angles  trièdres  trirectangles  extérieurs  a,  b,  c,  J,...  sur  Télément 
eront  comptées  trois  fois,  que  celles  des  onglets  dièdres,  répondant  à 
hacune  des  douze  arêtes  ab,  bCf...  seront  comptées  deux  fois,  et  il  y  aura 
ie  plus  les  actions  des  angles  sur  les  onglets  qui  ne  seront  pas  détruites; 
fifin  que  dans  la  résultante  des  pressions  sur  les  côtés  intérieurs  des 
sèmes  faces,  il  y  aura  omission  complète  des  actions  de  l'élément  sur  les 
mit  angles  trièdres  et  sur  les  douze  angles  dièdres.  Tous  ces  inconvé- 
liants  disparaissent  complètement  avec  la  définition  que  nous  adoptons. 

Au  reste,  M.  Poisson  a  montré  en  1831  {Journal de  l'École  Polytechnique, 
LIX*  Cahier,  p.  373)  que  les  deux  définitions  analogues,  relatives  au 
'ttx  de  chaleur^  donnent  dans  les  calculs  les  mêmes  résultats  quand  on 
^ige  certains  ordres  de  quantités. 

Nous  ne  parlons  pas  d'une  autre  définition  donnée  en  premier  lieu  par 
laucby,  consistant  à  regarder  la  pression  sur  une  face  comme  la  force 
ue  cette  face  supporterait  si  elle  devenai* .  'gtde  ^  force  qui  revient  à  celle 
u'il  faudrait  appliquer  pour  maintenir  en  équilibre  la  partie  du  corps 
Ituée  d^un  côté  de  la  face  si  Ton  venait  à  anéantir  la  partie  de  l'autre 
>té.  M.  Lamé  a  très-bien  montré  (Leçons  sur  l'Élasticité  des  solides,  §  5) 
ne  cette  sorte  de  définition,  en  apparence  plus  simple  que  celle  qui 
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dans  un  rnèmi;  corps,  les  pressions  comme  proportion- 
nelles aux  superficies  des  petites  faces  où  elles  s'ezercenl, 
quand  ces  faces,  supposées  circulaires  pour  fixer  les  idées, 
font  partie  d'un  même  plan  et  sont  concentriques;  et 
cette  proportionnalité  peut  être  considérée  comme  ayaot 
également  lieu  pour  des  faces  d^une  autre  forme  et  même 
dissemblables,  si  elles  ont  leurs  centres  de  gravité  au  même 
point,  parce  que  les  inégalités  de  part  et  d*autre  se  com- 
pensent avec  toute  l'approximation  que  comportent  ces 
sortes  d'évaluation.  Il  en  résulte  également  qu'on  peat 
regarder  les  pressions  par  unité  superficielle  comme  va- 
riant d'une  manière  continue  avec  la  position  de  ce  centre 
de  gravité,  lorsque  les  faces  sont  prises  sur  un  même  plan 
ou  sur  des  plans  parallèles  et  très-voisins. 

255.  Obliquité  des  pressions  sur  les  faces.  Compo- 
santes normales.  Composantes  tangentielles.  Leurs  re- 
lations  en  un  même  point,  —  On  sait  que  dans  les  fluides 
en  repos  (et  c'est  même  en  quelque  sorte  la  définition  de 
la  fluidité)  les  pressions  sont  normales  aux  faces  sur  les- 
quelles elles  s'exercent,  d'où  l'on  déduit  facilement, 
comme  M.  Cauchy  (*),  leur  égalité  en  tous  sens.  Cette 
normalité  cl  celte  égaille  n'exislcnt  déjà  plus  dans  les 
fluides  en  mouvement,  et  la  pression  a,  dans  un  sens  tan- 


fait  consister  la  pression  en  une  résultante  d'actions  moléculaires,  ne 
donne  aucune  idée  exacte,  et  que  sa  simplicité  n'est  même  qu'une  pure 
illusion.  Elle  pouvait  6tre  admise  au  temps  où  Ton  croyait  (et  on  ne  l'a 
jamais  cru  généralement)  à  la  continuité  de  la  matière  et  à  Taction  au 
contact  seulement.  Mais  Taction  sur  une  surface  n*a  plus  de  signification 
depuis  qu'on  sait  que  les  forces  s'exercent  à  distance,  et  que,  par  consé- 
quent (continue  M.  La;rc\  les  forces  répulsives  et  attractiTts  émanent 
non-seulement  de  la  première  couche  intiuiment  mince,  mais  aussi  des 
couches  plus  éloignées,  jusqu'à  la  distance  où  leur  intensité  cesse  d'avoir 
une  grandeur  sensible. 
C*)  Exercices,  deuxième  annéc^  p.  23. 
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^tîel  on  parallèle  aux  faces,  une  petite  composante 
ippelëe  quelquefois  le  frottement  des  fluides. 

Dans  les  solides  qui  ont  été  dcformës,  même  légère- 
ment, les  pressions  sont  généralement  obliques  aux  faces^ 
tX  leuis  composantes  tangeutielles  ont  des  intensités  com- 
parables aux  composantes  normales. 

Mais  les  pressions  sur  les  diverses  faces  ayant  leur 
(rentre  en  un  même  point  ne  sont  pas  indépendantes 
les  unes  des  autres,  et  il  existe  entre  elles  des  rela- 
tions renfermées  dans  les  deux  théorèmes  suivants  de 
M.  Cauchj  : 

256.  Théorème  I  (dit  des  projections  de  plans  de  pres- 
sions^ ou  du  tétraèdre  des  pressions).  —  La  pression  qui 
inexercé  sur  une  petite  Jace  plane  imaginée  dans  Vinté- 
rieur  d^un  corps  solide  ou  fluide  en  repos  ou  en  mouise- 
nient  est  la  résultante  des  pressions  supportées  par  ses 
trois  projections  droites  ou  obliques  sur  trois  plans  quel-- 
conques  passant  par  son  centre  de  gravité. 

Pour  le  prouver,  posons  la  condition  de  l'équilibre  de 
translation  d'un  très-petit  élément  ayant  la  forme  d'un 
tétraèdre,  en  supposant  d'abord  que  les  molécules  qu'il 
comprend  sont  en  repos  et  n'éprouvent  d'actions  que  de  la 
part  des  molécules  environnantes.  L'équilibre  de  ces  ac- 
tions est  le  même,  nous  l'avons  vu  (254),  que  celui  des 
pressions  s'exerça nt  sur  les  côtés  extérieurs  des  quatre  faces 
A,  B,  C,  D  du  tétraèdre  (Jig»  55).  Il  exige  que  la  pression 
agissant  ainsi  sur  l'une  d'elles,  A,  par  exemple,  ait  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  résultante  des  pressions  sur  B,  C,  D 
prises  en  sens  opposé  ou  intérieurement.  Or,  le  côlé  exté- 
rieur de  la  face  A  a  les  côtés  intérieurs  des  faces  B,  C,  D 
pour  projections  rectangulaires  ou  obliques  sur  leurs  plans 
'especiifs;  et,  à  cause  de  Textrême  petitesse  qu'on  peut 
lupposer  aux  dimensions  de  l'élément,  et  de  la  conti- 
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nuité  (iSi)  des  variations  d'intensité  de  la  pression  ta 
passant  d'un  centre  de  pression  à  d'autres  très-proches, 
on  peut,  à  cela  près  de  quantités  d'ordre  supérieur  et 
négligeable,  remplacer  les  pressions  sur  A,  B,  C,  D  par 
les  pressions  sur  quatre  faces  parallèles  et  de  même  super- 
ficie ayant  un  centre  de  gravité  commun  et  placé  au  centre 
de  gravité  du  volume  de  Télément.  Donc  la  pression  sup- 
portée par  une  petite  face  est  bien  la  résultante  des  pres- 
sions que  supportent  ses  projections  sur  trois  plans  menés 
arbitrairement  par  son  centre  de  gravité. 

Il  n'y  a  rien  à  changer  à  celte  conclusion  si  l'on  tieot 
compte  des  forces  non  réciproques  ou  à  centre  d'action 
éloigné,  telles  que  la  pesanteur,  qui  peuvent  solliciter  en 
même  temps  les  molécules  du  corps.  Ces  forces,  qui  agis- 
sent proportionnellement  à  la  masse  et  par  conséquent  au 
volume,  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  pour  un  corps 
de  dimensions  finies  et  perceptibles,  que  les  pressions 
qui  agissent  proportionnellement  à  la  surface  ^  elles  sont 
donc,  pour  un  clément  excessivement  petit,  des  quantités 
du  troisième  ordre  négligeables  à  côté  des  pressions  très- 
petites  du  second  ordre,  et  il  n'est  pas  besoin  d'en  tenir 
compte  dans  l'équation  d'équilibre  de  translation  du 
tétraèdre. 

On  peut  dire  la  même  chose  de  la  force  d^ inertie, 
produit  de  masse  et  d'accélération,  qu'il  faut  ajouter  en 
posant  les  équations  quand  les  molécules  se  meuvent.  Le 
théorème  I  est  donc  vrai  pour  les  masses  solides  ou 
fluides  auimées  d'un  mouvement  intérieur,  comme  pour 
les  masses  en  repos,  ainsi  que  Cauchy  l'a  reconnu  dès 
l'abord  (*). 


(')  Dans  un  Mémoire  présenté  le  i4  avril  i834,  et  aussi  dans  une  note 
delà  page  5^5  (§  i6  du  3®  Appendice)  de  la  nouvelle  édition  des  Leçons 
de  Navier,  nous  avons  fait  voir  que  le  thoréme  I  de  Cauchy  pouvait  élre 
démontré  en  ne  négligeant  ^ue  des  (quantités  très-peti tes  d'ordre  supérieur  de 
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2S7.  Théorème  II  (dit  de  réciprocité  des  composantes 
transversales  de  pression).  —  Lorsque  deux  petites  faces 
planes  imaginées  à  V intérieur  d^un  corps  ont  la  même 
superficie  et  le  même  centre,  la  pression  sur  la  p rentière j 
décomposée  ou  projetée  dans  une  direction  normale  à 
la  seconde,  est  égale  à  la  pression  sur  la  seconde  dé" 
composée  ou  projetée  dans  une  direction  normale  à  la 
première. 

Pour  le  démontrer,  considérons  un  élément  en  forme  de 
prisme  droit  à  base  losange.  Soient  A,  A'  (Jtg-  56)  deux 
des  faces  latérales  répondant  à  deux  côtés  opposés  de  cette 
base,  B,  B'  les  deux  autres  faces,  aussi  égales  et  opposées. 
Les  pressions  sur  les  six  petites  faces  peuvent  être  regar- 
dées comme  appliquées  à  leurs  centres  de  figure  respec- 

deux  uniiés  à  celui  des  pressions  en  jeu.  Pour  cela,  il  suffit  de  considérer 
simultanément  un  deuxième  tétraèdre  dont  on  détermine  les  sommets  en 
prolongeant  de  longueurs  égales  les  lignes  de  jonction  des  sommets  du 
premier  avec  son  centre  de  graTité,  en  sorte  que  les  deux  tétraèdres  sy- 
métriques et  opposés  aient  même  centre,  mémo  volume,  et  des  faces 
égales  et  parallèles  chacune  à  chacune.  L'équilibre  exige  qu'on  ait  zéro 
pour  la  résultante  des  pressions  sur  chacun  d'eux  ;  on  a  donc  aussi  zéro  en 
composant  les  pressions  sur  Tun  avec  les  pressions  sur  l'autre  prises  dans 
un  sens  opposé.  Or,  dans  cette  composition,  les  pressions  sur  les  faces 
égales  et  parallèles  s'ajoutent,  tandis  que  les  forces  accélératrices  et  les 
inerties  disparaissent  comme  ayant,  avec  des  sens  contraires,  les  mômes 
intensités  totales  pour  les  deux  tétraèdres,  à  cela  près  de  quantités  d'ordre 
de  petitesse  4  ^^  au-dessus.  En  divisant  par  a,  on  peut  remplacer,  avec 
la  même  approximation,  chaque  demi-somme  de  pression  sur  deux  faces 
égales  appartenant  aux  deux  tétraèdres,  par  la  pression  sur  une  face  pa- 
rallèle et  de  même  surface  ayant  son  centre  au  centre  commun.  Il  en 
résulte  que  le  théorème  1  est  établi  ainsi  avec  une  exactitude  qui  ne  laisse 
rien  à  désirer. 

Nous  avons  donné  aussi  des  démonstrations  do  ce  théorème  et  du  sui- 
vant (Mémoire  sur  la  torsion,  aux  Savants  ÉirangerSy  t.  XIV,  art.  lo,  et 
sur  la  flexion,  Journal  de  M.  Liouville,  i856,  p.  89)  indépendantes  de  la 
considération  de  l'équilibre  d'un  clément  solide,  et  fondées  seulement  sur 
celle  des  actions  moléculaires  s'exerçant  à  tmvers  les  faces,  et  dont  les 
pressions  sont  des  résultantes. 
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tifs,  et  Téquilibre  de  translation  du  prisme,  sur  lequel 
on  suppose  d^abord  qu^aucune  autre  force  n'agisse,  exige 
que  les  pressions  sur  les  faces  opposées  soient  deux  à  deux 
égales  et  parallèles.  Mais  exprimons  Téquibre  de  rotation 
autour  d^un  axe  passant  par  les  centres  O,  O  des  deux 
bases  ;  et,  pour  cela,  décomposons  les  pressions  qui 
s^ exercent  sur  les  quatre  faces  latérales  A  et  A',  B  et  B'  : 
1^  suivant  des  parallèles  à  cet  axe  00;  o?  suivant  les 
médianes  ou  lignes  de  jonction  AA',  BB'  des  centres  A 
et  A',  B  et  B'  dos  faces;  3°  suivant  les  perpendiculaires 
A  a,  h!a\  Bi,  Wb*  menées  à  ces  mêmes  médianes  paral- 
lèlement aux  plans  des  bases  O,  O.  Les  premières  com- 
posantes ne  donnent  aucun  moment  autour  de  Taxe  00, 
puisqu'elles  lui  sont  parallèles;  les  secondes  n'en  don- 
nent pas  non  plus  puisqu'elles  le  coupent,  et  il  en  est  de 
même  des  pressions  sur  les  deux  bases,  s'exerçant  à  leurs 
centres  O,  0.  Restent  les  quatre  composantes  A  a,  AV, 
Bi,  Wy  dont  chacune  est  perpendiculaire  k  la  face  ad- 
jacente à  celle  où  elle  s'exerce.  Celles  A  a,  A! a'  sont 
égales  et  tendent  à  faire  tourner  l'élément  dans  le  même 
sens,  en  sorte  que  leur  moment  total  est  double  de  celui 
de  la  première  A/i;  le  moment  total  des  deux  centres 
est  double  de  cielui  de  B6;  leurs  bras  de  levier  OA,  OB 
sont  égaux. 

Donc,  pour  l'équilibre,  il  faut  que  la  composante  Aa, 
perpendiculaire  à  la  face  B,  de  la  pression  sur  la  face  A, 
soit  égale  à  la  composante  Bi,  perpendiculaire  à  A,  delà 
pression  sur  B,  ce  qui  est  le  ihcorème  énoncé. 

Ce  second  théorème  de  Cauchy  est  également  vrai 
lorsque  la  matière  de  rélémcnl,  soumise  aux  pressions 
émanant  de  la  matière  environnante,  Test  aussi  à  des 
forces  telles  que  la  pesanteur,  ou  telles  que  Vinertie^  ce 
qui  comprend  les  c^  du  mouvement;  car  ces  autres 
forces,  dont  la  somme  totale  est  très-petite  du  troisième 


THÉORIE    GÉnÉRALE   DE   L  ÉLASTICITÉ.  6^5 

Ire,  comme  le  volume  de  Télément,  et  dont  les  deux 
nies  sensiblement  égales  tendent  à  le  faire  tourner  au- 
ir  de  son  axe  dans  dm\  sens  opposés,  ne  donnent, 
iltipliées  par  leurs  bras  de  levier  moyen  sensiblement 
aux  et  du  premier  ordre,  et  ajoutées,  qu'un  moment 
tal  du  cinquième  ordre,  négligeable  devant  celui  des 
essions  qui  est  du  troisième. 

Nous  allons  tirer  de  ces  deux  théorèmes  divers  co- 
llaires. 

258.  Expressions  rfes  composantes,  suiv^ant  trois  axes 
ordonnés  rectangulaires  des  j*,  )',  z,  de  la  pression 
r  une  petite  face  quelconque  en  fonction  des  six  corn-' 
usantes  des  pressions  supportées  au  même  point  par 
inité  superficielle  de  trois  petites  faces  perpendicu- 
ires  aux  mêmes  axes. 

Soient  : 

p  la  pression  sur  Tunité  de  superficie  de  la  -face  don- 
née; 

n  la  direction  d^une  normale  qu'on  élève  à  son  plan, 
du  côté  où  la  pression  se  prend, 

et 

P,x,    pxjy    Pxi'y      Pfs,    Pjjy    Pjx\      //„,    /?y,    />„ 

8  composantes  supposées  connues,  parallèlement  aux  x, 
IX /,  aux  2,  des  pressions  exercées  sur  Tuni  té  superficielle 
îs  faces  normales,  respectivement,  à  ces  coordonnées 
clangles,  la  première  sous^lettre  désignant  toujours  la 
ice  par  sa  normale,  et  la  seconde  le  sens  de  décom- 
Mtion  (*).  On  a,  d'après  le  théorème  II  de  Cauchy 
jo  257 j  ^  les  égalités  suivantes  deux  à  deux  entre  les 


(*)  Cette  noUtion  lucide,  qni  nous  a  été  conseillée  en  1837  ptr 
oriolis,  a  été  adoptée  finalement  par  Cauchy  (Comptes  rendus  des  séances 
■  l'Académie  des  Sciences,  QO  férrier  i854,  t.  XXXVIII,  p.  337).  Nous 

L  4o 
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composantes  tangentî elles 

{')  Pj-  =  Pj^f      P»=P»,      P.j=Pjxy 

ce  qui  rédail  à  six  distincies,  savoir  :  trois  normales, 
trois  tangentielles,  les  neuf  composantes  censées  conanci 
et  données. 

Et  l'on  a,  d'après  le  théorème  I  (ii*'  SS6),  pour  la 
trois  composantes  dont  on  désirait  l'expression  et  qne 
nous  désignerons  comme  les  autres  an  moyen  de  deci 
indices  ou  sous-lettres, 


(") 


=  />„cos(n, 4:)  -l-;*,,cos(n,j)-(-/i„«>s(ii,i), 

,,=/»COS{/J,/) 

=/'^cos(n,  *) -•-/Vr  cos(ii,  j')  H- /».,  co»(d,  »), 

„  =  />COS  (/),») 

~/'«cos{n,  j:) -4- />,,«»( n,^}  +  /j„co«(D,  *); 


car  chaque  unité  superGcielle  de  la  petite  facedonnée  kUs 
projections  cos(d,j:),  cos  (n,_^),  cos(n,  z\  surdesplm 
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perpendiculaires  aux  x,  y^  z  menés  par  son  centre,  et 
par  conséquent  la  première  des  trois  équations  exprime 
que  la  pression  p  décomposée  ou  estimée  suivant  les  x 
est  égale  à  la  somme  des  pressions  dont  elle  est  résul- 
tante, décomposées  toutes  trois  dans  le  même  sens  x  que 
désignent  les  deuxièmes  sous-lettres  de  p^x)  Pjxs  p%x*  I^^s 
deux  antres  équations  sont  obtenues  de  même  en  décom- 
posant ces  quatre  forces  parallèlement  aux  /  et  parallèle- 
ment aux  2  (*) 

259.  Composante,  suivant  une  direction  que/conque  5, 
de  la  même  pression  sur  la  petite  face  dont  n  est  la 


hofr.  Nous  croyons  celle  de  Coriolis  eDOore  préférable»  parce  qu'elle  s'é-^- 
tend  à  une  composante  comme  celle  que  nous  appellerons  ci-aprrs 
fns*  ^u^^^°^  ^^'^  ligne  absolument  quelconque  i,  de  la  pression  sur  une 
face  dont  la  normale  a  une  direction  aussi  absolument  quelconque  n. 

{*)  C'est  sous  la  forme  des  équations  (a)  que  Caucby  a  énoncé  son 
théorème  I  dans  la  deuxième  année  (1827)  des  Exercices  [p.  Ifi,  équa- 
tion (ao)],  après  l'avoir  appliqué  dès  1833  dans  un  Mémoire  lu  le3o  sep- 
temBre  à  l'Académie,  et  dont  un  extrait  se  trouve  imprimé  au  Bulletin 
de  la  Société  Philomathique  (janvier  18)3 )  sous  "ce  titre  :  Sur  t'étfuilibre 
et  le  mouvement  des  corps  solides  ou  Jluides,  élastiques  ou  non  élastiques. 
C*e8t  donc  à  tort  que  quelques  auteurs  en  ont  attribué  la  découverte  à 
Poisson,  qui  n'en  a  parlé  pour  la  première  fois  que  dans  son  Mémoire  du 
i4  avril  1828,  où  il  ne  l'énonce  de  même  que  d'une  manière  analytique 
(t.  VIII  des  Mémoires  de  l'Institut,  équations  du  haut  de  la  page  384); 
seulement  il  le  démontre,  ou  arrive  aux  trois  équations,  d'une  manière 
simple  et  directe,  sans  les  calculs  qui  fournissent  du  même  coup  à  Caucby 
le  théorème  II,  déjà  trouvé  et  appliqué  par  lui,  aussi  dès  i8a?,  et  dont 
Poisson  a  reconnu,  en  183g  (13  octobre,  Mémoire  inséré  au  XX*  Cahier 
du  Journal  de  V École  Polj technique ^  art.  38,  p.  83),  la  grande  généralité 
d'abord  méconnue  (t.  VIII  des  Mémoire  de  l'Institut).  L*énoncé  que  nous 
avons  donné  en  langage  ordinaire  de  ce  théorème  I,  rendu  ainsi  plus 
général  en  ce  qu'il  s'étend  aux  projections  obliques,  ressort  facilement  des 
considérations  présentées  par  l'un  comme  par  l'autre  de  ces  deux  illustres 
savants.  Et,  quant  au  théorème  II,  nous  [avons  cru  devoir  le  démontrer 
et  l'énoncer  pour  le  cas  de  deux  faces  faisant  un  angle  quelconque,  gé- 
néralisation que  Cauchy  y  a  apportée  dans  la  quatrième  année  (1839^ 
des  Exercices,  p.  4'  • 
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normale.  —  Soit,  toujours  suivant  la  notation  du  n^258, 

la  composante  suivant  une  direction  arbitraire,  dë^ignée 
par  la  lettre  5,  de  la  pression  p  supportée  par  Tunitë 
superficielle  de  la  face  dont  n  désigne,  en  direction,  la 
normale. 

On  aura  celte  composante  ou  projection  de  la  pres- 
sion p  sur  la  ligne  5, -en  y  projetant  la  ligne  bri- 
sée Pnx  +  Pny  +  Pnz  fonuéc  avcc  Ics  trois  composantes 
mises  bout  à  bout,  de  la  mèmeibrce  suivant  les  x,  les  } . 
les  z\  d'où 

(3)        /?ni=/'ii»C0S(l,  J:)4-/?,^COS(x,^-)-4-/^n.COS{5,  X). 

Eln  y  substituant  (a),  et  appelant  généralement,  pour 
abréger,  comme  nous  ferons  toujours  dans  la  suite, 

Île  cosÎDut  de  Taiigle  de  deux  droites  quelconques  dont  î  et  y 
désignent  les  directions, 

ou  obtient  l'expression  générale 

(Pti$  =/^«xCn',C„  -f  PjjCnj^sy'^pgtCntCtt 
-^  Pyx{Cnx^»: -^  C„,C,^)  H" y?,,  ( Cp ,  C« -+- €„ , C„ ) 
~\~  Pxy  iCn*Cj,j  -f-  C„j  C,x  )• 

Par  exemple,  si  l'on  veut  avoir  la  composante  de  pres- 
sion normalement  à  la  face,  on  n'a  qu'à  mettre  n  au  lieu 
de  5,  ce  qui  réduit  cette  expression  à  la  forme 

(5)         I  /^«»  =^^"^'»'  "^^-^^".^  -^PzicU  H-  a/?/«Cii/Cni 


260.  Formules  des  changements  de  plans  de  pression, 
—  En  fiiettant  successivement  à  la  place  de  n  et  de  5  les 
directions 


x',  y,  z' 


de  trois  droites  ou  nouveaux  axes  coordonnés,  rectan- 
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gulaires  ou  obliques^  on  obtient  les  formules  suivantes 
des  pressions  sur  F  uni  lé  superûciellc  (le  trois  plans  per^ 
pendiculaires  à  ces  droites^  décomposées  ou  projetées 
successivement  suivant  les  mêmes  droites,  en  fonction 
des  six  composantes  de  pression  sur  les  plans  coordonnés 
primitifs  et  suivant  les  directions  x^y^  z  rectangulaires, 

-4-  a/;„c,yCx^  -f-  i^p,jCtJCjjy 

pyji=p„çly  -f-  Pj^CJy  -hp$sCly  -h  2pjsCjyCz/ 

-+-  2/>„Cy/C,/  -f-  ^Px/f'x/C^/f 
p^^z=zp^,cl.'  -^p^x^l'j  H-  Pu^U'  -t-  ^'Pr-Sj^Ci^f 

-h  2/;„C,^Cx,'  4-  ^Pxx^xi'Cji'y 
/V*'  ==  Pst^x/C^:f  -h  PjjCj/C^i'  -f-  PziCxjiCiJ 

(6)     I  -^/'/«(c^c,,/  H-  Cy,/c,/)  -<-  /^«(Cy/c,,/  4-  c„'C,/) 

Pifa^  '=Pxx^x^^xxf  -+-  PxjCji'^jxf  -^  P,sCi,fC,x' 

-f-  /v» (O^i"'»'  -+-  «V^ c,,')  -4-  ywwfcj^Cxy  -f-  c,yc„/) 

Pxf^l  "=  Pxx^x^^xf  -\'  Pfj^jJ^jj'  -f-  Ptx^iJ^zj' 

•^ Pjx{^ji»^if  -4-  <>/Cry)  -f-/?,x(c,yr^-<-  C,/Cx,/) 

Si  les  trois  droites  x' ^  y\  z\  perpendiculaires  aux  nou- 
veaux plans,  ne  sont  point  perpendiculaires  entre  elles, 
On  a  toujours,  et  conformément  au  théorème  II  de 
Cauchy, 

mais  ces  composantes  transv^ersides  ou  non  normales  ne 
sont  pas  alors  tangentîelles  aux  trois  faces»  obliques 
elles-mêmes  les  unes  aux  autres. 

Des  équations  (6)  on  déduit,  entre  autres  consé({uences, 
(|uand  les  axes  nouveaux  sont  rectangulaires  comme  les 
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anciens, 


ou  que  la  somme  des  composantes  normales  de  pression 
sur  trois  plans  rectangulaires  est  constante  en  un  même 
point. 

Et  que  si  Taxe  nouveau  des  z'  se  confond  avec  Taxe 
ancien  des  z,  ou  si  (fig.  5^) 

Cff'  =  I ,      €„/  =:  O,      C^,'  =:  O,      €«/  =  O,      C,/  =  O, 

c,,'  =  c^S     Cy^  =:  —  Cj^  =  sin  (jr,  x'), 


on  a 


d'où 


p^Êy  =  -f-^ — ^-^  sin  2  (x,  x'  )  -f-  /?^  cos  1  (  X,  x*), 


Prr  —  Pxx 

p^y  z=z  -: —   si  Taiigle  (x,  x')  e«t  demi-droit; 


2 

c*cst-à-dire  que  la  composante  tangentielle  de  pression 
sur  un  plan  bissecteur  de  Tangle  droit  de  deux  autres 
est  ^^gale,  quand  on  la  prend  dans  un  sens  perpendicu- 
laire c\  rintersectîoii  commune,  à  la  demi-différence  des 
composantes  normales  de  pression  sur  ceux-ci. 

261.  Pressions  principales  et  ellipsoïdes  des  pres- 
sions, —  Si  sur  la  normale  Mn,  de  directioa  appelée  n, 
à  la  petite  face  quelconque  sur  laquelle  la  pression  p 
s'exerce  (u"*  238 et  259),  on  porte,  à  partir  de  son  pied  M, 
qui  est  le  centre  de  la  face  ou  le  point  ayant  a\  r,  * 
pour  coordonnées,  une  longueur 

M  W  ::^  /•  =  i  /  dl selon  que  /?nn  ^^  positif  ou  ot^alif, 

V  Pun 

et  si  Ton  appelle 

les  cooixloiinées  de  rexliéniité  m  de  r  rapportée  à  des 
axes  Mx,  My,  Mz  parallèles  aux  j:,   i  ,  z  et  menés  par  le 
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même  poiot  M,  on  a  pour  les  cosinus  des  angles  de  la 
normale  avec  les  coordonnées  les  valeurs 


r 


z 


n,  =  -  =  Z  /± 
r 


Pnn- 


En  les  substituant  dans  Téquation  (5)  qui  donne  celle  de 
la  composante  normale  /ig^  de  la  pression  p^  et  en  divi- 
sant par  ±  Pqb  ,  ou  la  change  en  * 

(7)    />xxX*-+-/3>7y»-+-/?„Z»-4-2/?^,yz-f-2/?„ZXH-2/7jrrXy  =  ±l. 

Celle-ci  représente  une  ou  deux  surfaces  du  second  degré 
dont  le  centre  est  au  point  M(j:,  j,  z),  pour  lequel  x=o, 
y  =:  o,  z  =  o.  On  n^a  qu^une  surface  si,  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  des  coordonnées  z,  y,  z  de  Textrémité 
du  rayon  r,  le  premier  membre  reste  ou  constamment 
positif  ou  constamment  négatif,  et  c^est  alors  nécessaire- 
ment un  ellipsoïde  puisque  les  rayons  vecteurs  r  en  tous 
sens  doivent  être  réels.  On  a  deux  surfaces  si  pour  cer- 
tains systèmes  ce  premier  membre  devient  + 1  et  pour 
d^autres  — 1  ;  elles  ne  peuvent  être  deux  ellipsoïdes  puis- 
que dans  chaque  direction  le  rayon  vecteur  a  une  valeur 
unique;  ce  sont  donc  deux  hyperboloïdes,  nécessairement 
conjugués  Tun  à  Pautre  ou  ayant  le  même  cône  asymp- 
toiique,  car  en  faisant  z  =  o  par  exemple,  on  obtient 

pour  équation  des  deux  hyperboles  suivant  lesquelles  ces 
surfaces  sont  coupées  par  le  plan  xy;  et,  en  faisant  x 
infini,  ce  qui  annule  le  second  membre,  on  a  pour  ces 

liyperboles  les  mêmes  valeurs  de  -  ou  les  mêmes  asymp- 
totes. 
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Donc  :  On  a  un  ellipsoïde  pour  la  surface  formée  par 
les  extrémités  des  normales  à  toutes  les  petites  faces 
d'égale  superfcie  se  croisant  en  un  même  point  d*un 
corps  y  en  leur  donnant  à  partir  de  ce  point  iics  lon- 
gueurs égales  ou  proportionnelles  aux  racines  carrées 
des  valeurs  numériques  des  composantes  ^„n ,  suivant 
ces  normales  u,  des  pressions  ou  tensions  p  s^ exerçant 
sur  les  diverses  faces^  lorsque  ces  composantes  p^^  sont 
ou  toutes  positives  ou  toutes  négatives  :  V ellipsoïde  se 
change  en  deux  hjrperboloïdes  conjugués  lorsque  la 
pression  normale  pn^  est  positive  pour  certaines  faces  et 
négative  pour  d^ autres.  Elle  est  nulle  pour  les  faces  qui 
sont  perpendiculaires  aux  génératrices  du  cône  asjnipto- 
tique  commun,  et  Ton  n'a  sur  ces  faces  que  des  pressions 
tangentielles. 

Si  Ton  prend  de  nouveaux  axes  coordonnés  des  x', 
y^y  z\  se  confondant  avec  les  trois  axes  orthogonaux  de 
figure  de  cette  surface  du  second  degré  simple  ou  double, 
l'équalion  (7)  manquera,  comme  on  sait,  des  termes  en 
y'z',  z'x',  x'y',  en  sorte  qu'on  devra  avoir 

/y,/  =^  o,     Pj^j»  =  o,     /?xy  =  o, 

ou  les  composantes  tangentielles  nulles  pour  les  faces 
perpendiculaires  à  x',  à  y',  à  z'.  Les  pressions  sur  ces 
faces  se  réduiront  ainsi  à  leurs  composantes  /Vx'^  pr^r'^ 
p^f^f.  Donc  : 

Théorème.  —  En  tout  point  d\in  corps ,  il  y  a  trois 
faces  perpendiculaires  Vune  à  l  *  autre  sur  lesquelles  les 
pressions  n  agissent  que  nonnalemtfnt.  —  Deux  d'entre 
elles  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  pression  autour 
de  ce  point,  et  la  troisième  offre  un  maximum  parmi 
celles  dont  les  directions  forment  un  certain  plan,  et 
un  minimum  parmi  celles  qui  composent  un  plan  per- 
pendiculaire à  celui-ci. 
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Ces    trois    pressions    ou    tensions    sont    celles    que 
M.  Cauchy,  dès  1822,  a  appelées  principales  (*). 


(*  )  M.  Caachy  obtient  élégamment  les  équations  susceptibles  de  four- 
nir les  grandeurs  et  les  directions  des  trois  pressions  principales,  en 
remarquant  : 

i<*  Que  si  dans  Téquation  (7)  on  met,  à  la  place  da  coordonnées 
I,  y,  z  du  point  quelconque  m  de  la  surface  qu'elle  représente,  celles 
x-fdXt  j-i-dy,  i-t-di  d'un  point  m'  infiniment  voisin,  situé  sur  la 
même  surface,  et  si  Ton  on  retranche  (7)«  ce  qui  revient  à  dilTcrentier 
cette  équation,  et  si  Von  remplace  ensuite  x,  y,  z  par  les  trois  cosinus 
qui  leur  sont  proportionnels,  on  a 

-*- {Pz^'^nx  -^Pyz  'ny  -^ Pzz  ^n s  ) ''^  =  *'» 

ce  qui  prouve  que  la  petite  ligne  allant  directement  de  m  à  m%  où  Ton 
arrive  également  par  le  chemin  polygonal  dx-i-dy  -^  dz,  a  une  projec- 
tion nulle  sur  la  droite  dont  les  angles  avec  x,  y,  g  ont  des  cosinus  propor- 
tionnels aux  trois  trinômes  entre  parenthèses;  que  cette  dernière  droite 
est  par  conséquent  normale  à  la  surface  au  point  m. 

a^  Que  le  rayon  vecteur  Mm,  dont  les  angles  avec  x,  y,  s  ont  pour  cosi- 
nus Cq^.,  c^    .  c^_,  sera  par  conséquent  normal  à  la  surface,  ou  aura  pour 

direcuon  cetltt  de  l'un  de  ses  trois  axes  de  Jigure,  lorsqu*on  aura  régalité 
suivante  entre  les  trois  fractions  qui  y  sont  posées, 

Pxx''nr'^P.ry<^ny-^Pz.r%z  ^  Pyr^^nx-^  Pyy\y -^  Pyz'^nz 

c  c 

nx  ^ny 

Pz.v''ux'^Pyz''uy-*-Pzz''nz 

= r~^ =Pun'^ 

az 

on  les  égale  toutes  trois  à  p     parce  que  Tou  compose  une  quatrièmo 

fraction  de  même  valeur  en  prenant  pour  numérateur  la  somme  de 
leurs  trois  numérateurs,  et  pour  dénominateur  la  somme  de  leurs  trois 
dénominateurs,  après  les  avoir  multipliées  haut  et  bas,  la  première  par 
*^nx*  '*  seconde  par  c^^  ,  la  troisième  par  c^^,  ce  qui  donne  i  pour  déno- 
minateur, et  pour  numérateur  précisément  TcxpresMon  (5)  de  p^^. 
3^  Qu'il  en  résulte  les  trois  équations 

(/'un       Pxx)  ^ux  ~  Pxy  ^oy  "*"  Pzx  ^a  z* 
(  Pnn  -  Pyy  )  ^uy  ^  Pyz  ^'a  z  "+■  P.y  ''ux» 
( /'m.  -Pzz)'^az=  Pzx  <=o x  "^  Pyz  ""ny » 
dont  on  élimine  les  trois  cosinus  en  les  multipliant  ensemble  et  en  roiii« 
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Toutes  les  autres  pressions  ou  tensions  sont  distribuées 
symétriquement  autour  d'elles. 

Scolie,  —  La  même  conclusion  peut  être  tirée  de  la 
considération  d'une  deuxième  surface,  qui  est  toujours  wi 
ellipsoïde^  et  qui  se  construit  en  portant  sur  les  nor- 
males n  aux  petites  faces,  non  plus  les  longueurs  i/  =ji — 9 
mais  des  longueurs 

M/ii  =  i 
P 

égales  (ou  proportionnelles)  aux  inverses  des  intensités 
des  pressions  effectives  ou  non  décomposées  p  (qui  ont  des 
directions  généralement  autres  que  celles  de  ces  normales)  : 
en  effet  en  ajoutant,  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
les  trois  équations  (2)  qui  donnent  les  valeurs  des  com- 
posantes pcos(^,  x),  pcos(/7,  y),  pcos(p,  z),  on  a  p* 
dans  le  premier  membre;  et  si  Ton  représente  encore  par 
X,   y,  z  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  longueur 

plaçant  ensuite,  dans  les  termes  du   second  menabrc  tels  que 

où  une  composante  tan(;entielle  p  entre  au  carré,  la  parenthèse  qui  n'est 
autre  chose  que  l'un  des  seconds  membres  facteurs,  par  le  premier 
membre  correspondant,  ce  qui  donne,  en  divisant  par  <*„ ^  *•„  y  *^'|,  -    cette 

équation  du  troisième  degré  en  p    , 

(f'nn-Pjrj)  {^nn  ^  Pyy)  (^nn  -Pzz)  ^  Pyz  (/'nn  "  f\r.x) 

-flx  [Pnn-Py-y)  "  ''rv  (''nn  -P=z)-  ''Pyz  Pz.vP.ry  =  O  . 

qui  fournira  les  {grandeurs  des  trois  pressions  principales  à  substituer 
à  p  dans  les  trois  équations  précédentes  pour  en  tirer  les  cosinus  don- 
nant leurs  directions. 

M.  Caucby  a  démontré,  dans  un  beau  Mémoire  sur  les  surfaces  do  se- 
cond degré,  qu'on  trouve  à  la  page  i  delà  troisième  année  des  Exercices, 
que  les  équations  de  cette  forme  ont  toujours  leurs  trois  racines  réelles. 
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ainsi  portée  en  sorte  qu'on  ait 

cos{n,x)  =  jz^px,    cos  D,j)=/?y,     cos(n,  i)  =^2, 

P 
on  obtient  Fëquation 

Les  axes  du  deuxième  ellipsoïde  qu'elle  représente  ont 
nécessairement  les  mémos  directions  que  ceux  du  pre- 
mier (*),  car  le  plus  grand  et  le  plus  petit  répondent, 


(*;  M.  Lamé  obtient  ( Leçoiu  sur  t'élasticité^  i85i,  $  ai)  un  troisième 
ellipsoïde  en  portant  les  pressions  p  elles-mêmes,  non  sur  les  normales  n 
BOX  faces  où  elles  s'exercent,  mais  sur  leurs  propres  directions.  Comme 
la  face  =  1  sur  laquelle  />  agit  a  pour  projections  c^^,  c^   ,  c^^  sur  les 

trois  plans  perpendiculaires  aux  x,  aux^,  aux  s,  ^^  Pj.*  fy»  Ps  ^"^  ^^ 
pressions  sur  l'unité  de  ces  trois  derniers  plans,  peêi  résultante,  diaprés  le 
théorème  I (  n»  256),  des  trob  forces />jj. c^^  ,  p  c^  y*  fz^z*  *!"*  *°"*  déné- 
rtlement  obliques  Tune  à  Tautre;  d*où  il  suit  que  si  Ton  appelle  x^,  y,,  i^ 
les  trois  coordonnées  obliques,  par  rapport  à  des  axes  menés  de  M  parallè- 
lement aux  directions  des  trois  forces  f»   ,  p  ^  P.t  ^^  point  m,  extrémité 

i1q  rayon  vecteur  Mm=:p  porté  sur  la  direction  de  ^,  on  a 

*i=/'ji<^nx»     yi=/VV'     *»=''-''nc- 

>onc,commec'  -hc*  . -»-cJ,=  i,  Téquation  do  la  surface  rapportée 
lux  mêmes  coordonnées  obliques  est 


fè)"-fêy*féy= 


I. 


C*est  un  ellipsoïde  ayant  pour  demi-diamètres  conjugues  ces  pressions 
Pjpi  P  f  P^  dont  les  grandeurs  et  les  directions  sont  faciles  à  obtenir,  car 
elles  sont  résultantes  elles-mêmes,  la  première  de  /f^  .,  p  ,  /y  .  ,  la 
deuxième  de  /»  ,  Py^i  Py.f  la  troisième  de  P-^y  Psyy  fzz*  dirigée*  sui- 
vant X,  j^  z. 
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comme  ceux-ci,  à  la  pression  minimum  et  la  pression 
maximum  (*), 

262.  Relations  entre  les  pressions  et  les  forces  accé- 
lératrices non  réciproques  ou  émanant  du  dehors  et 
agissant  sur  tous  les  points  {telles  que  la  pesanteur^  etc.). 
—  Pour  obtenir  ces  relations,  posons  les  équations  de 
Téquilibre  de  translation  d'un  très-petit  élément  du  vo- 
lume du  corps,  de  forme  parai lélipipède  rectangle.  Soient: 
X,  Y,  Z  les  composantes,  parallèlement  aux  axes  des 
x,y,  2,  de  ces  forces  extérieures  ou  non  réciproques, 
dont  la  matière  du  corps  éprouve  Taction,  par  unité 
de  sa  masse ^  au  point  M  dont  les  coordonnées  sont  jr, 
y,  Zy.et  qui  peuvent  varier  avec  ces  coordonnées; 
p  la  densité  du  corps  au  même  point  M  [Jig»  58); 
X,  y,  z  les  petites  dimensions,  parallèles  aux  mêmes 
coordonnées,    de  l'élément   solide  parallélipipède, 
dont  le  point  M  occupe  le  centre; 

Pxxi  Pjj,  Pzxy  Prx=Pzr^  Ptx=  Px*y  Pxj  =  Pjrxy  commc 
ci-dessus,  les  six  composantes  de  pression,  parallèle- 
ment aux  coordonnées,  sur  Tunilé  supeificielle  de 
trois  faces  planes  qui  leur  sont  perpendiculaires,  et 
dont  le  centre  de  gravité  ou  de  superficie  est  au  même 
point  M. 
Les  deux  faces  xy  de  cet  élément,  perpendiculaires 
aux  r,  éprouvent  des  pressions  contraires  qui  sont  Tune 

(*)  Si  l'on  dcmanile  quelles  sont  la  plus  grande  et  la  plus  petite  compo- 

sanle  tangentiellc,  la  réponse  est  fournie  par  l'expression  p ^,  .=  -i-i. i 

de  la  fin  du  n^  260;  car  elle  prouve  qu'elles  ont  lieu  dans  des  directioos 
et  sur  des  faces  bissectrices  de  Tan^le  droit  de  la  pression  principalt^ 
maximum  et  de  la  pression  principale  minimum.  La  plus  petite  de  ces 
composantes  tan[;cntielles  est  ôjale  et  de  signe  contraire  a  la  plus  grande, 
et  est  dirigée  dans  le  prolongement  de  celle-ci.  Sur  toute  face,  il  y  a  une 
direction  suivant  laquelle  la  pression  tangentielie  est  nulle. 
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u  au-dessus,  Tautre  un  peu  au-dessous,  de  celle  qui 
supportée  par  une  face  parallèle  passant  en  M, 
on  dont  les  composanles  suivant  or,  j^^  z  sont  p^, 
f„  par  unité  de  superficie.  La  didérence,  pour  ce 
igarde  la  composante  suivant  a:,  sera  le  coefficient 

entiel  -j^  multiplié  par  la  distance  z  de  ces  faces, 

si  par  leur  superficie  xj.  La  résultante  de  ces  deux 
ères  composantes  de  pression,  qui  sont  prises  sui-. 


r,  est 


'JP± 
dz 


z.xy. 


eux  faces  aussi  opposées  Tune  à  Fautre  yz,  et  les 
faces  également  opposées  zx  fourniraient  de  même, 
si  suivant  les  x,  les  deux  différences  ou  résultantes 

Ues-^-^x.yz  et  -^^y.zx.  On  adonc,  pour  Péqui- 

de  translation  de  Télément  dont  on  s^occupe,  en 
int  la  force  accélératrice  X  multipliée  par  la  masse 
de  cet  élément,  une  équation  dont  on  peut  diviser 
es  termes  par  son  volume  xyz,  et  qui  est  la  première 
*ois  équations  suivantes,  dues  à  Cauchy;  les  deux 
>  s'obtiennent  de  même  en  exprimant  les  conditions 
quilibre  de  translation  dans  le  sens  jr  et  dans  le 


-f-pX  =  o, 


5  : 

ldp„       dpys       dp^ 
dx          dy          dz 

dp*)    ,    dPj7    ,    dPv 
\dx          dy     '     dz 

Idp^i        àpyt       dp^t 
\  dx          dr          dz 

-+-  pY  =  o 


-+-  pZ  =0. 


s  équations  sont  une  généralisation  de  celles  de 
rosiatique.  On  n'a  pas  besoin  de  faire  remarquer 
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qu'en  les  ëtablissant  on  ne  pouyait  pas  négliger  les  forces 
telles  que  joXzjz  comme  très^petUes  du  troisième  ordre, 
ainsi  qu'on  a  fait  au  n^  256 en  démontrant,  par  l'équilibre 
d'un  élément  tétraèdre,  le  théorème  des  projections  de  plans 
de  pression  -,  car  ici  les  pressions,  qui  sont  toujours  du 
second  ordre  comme  les  superficies  des  faces  de  l'élément, 
n'entrent  que  pour  les  différences  de  grandeur  qu'elles 
ont  sur  deux  faces  parallèles,  égales  et  très-procbes  Func 
de  l'autre,  en  sorte  que  tout  était  du  troisième  ordre  dans 
les  équations  avant  leur  division  par  le  volume  xyz  de 
l'élément  dont  elles  expriment  l'équilibre  [*). 

(  *  )  M.  Cauchy  place  le  point  M  {x,  jr,  g)  k  Tun  des  angles  de  TélémeDl 
xyz  {Exercicesy  deuxième  année,  p.  log);  et,  pour  tenir  compte  delà  va- 
riation de  rintensité  des  composantes  p  aux  divers  points  des  petites 
faces,  il  appelle,  en  prenant  M  pour  origine,  i  et  y  les  coordonnées  de 
ces  points  sur  les  faces  opposées  xy  par  exemple,  et  il  exprime  ainsi  les 
sommes  totales  des  composantes  p^^.  de  pression  qui  s*y  exercent  dans  le 
sens  X  : 

Sur  la  première  face 

et,  sur  la  deuxième  face,  ce  que  devient  cette  expression  en  remplaçant 
Pzx  par  —  (  Pzx"i — -~  z-h...  1.  D'où,  sur  les  deux  faces  ensemble, 

une  résultante —j^  xyz  en  ne  ncjjligeanl  que  des  quantités  très-peliiw 

dz 

du  quatrième  ordre. 

Mais  on  trouve  facilement  que  cette  résultante  est  exacte,  à  cela  près 

de  quantités  du  cinquième  ordre,  en  plaçant  le  point  M  au  centre  du  (»' 

rallclipipède,  ou  à  des  distances ,  H — ,. . .  des  diverses  faces.  Aussi, 

en  faisant  un  pareil  choix  de  la  situation  du  point  où  les  pressions  sont 

Pxx*  ^yyt-  •  ->  Dous  avons  pu  tout  à  l'heure  (comme  aux  Mémoire  cités 
sur  la  torsion  et  sur  la  flexion,  et  au  3'  Appendice  des  Notes  sur  Navier) 
nous  dispenser  de  donner  ce  calcul  d'inté{;ralcs. 
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En  tenant  compte  des  inerties,  ou  en  remplaçant  dans 
ces  équations 

,X.,T„Z  ç.,  ,(X-^).  , (y- jJf).  ,(.-$), 

où  t  représente  le  temps,  et  li,  i^,  w  (comme  ci-après)  les 
projections  sur  les  x^  lesj^,  les  z,  du  déplacement  éprouvé 
par  le  point  M,  on  rend  ces  équations  d^équilibre  appli- 
cables aux  cas  où  les  molécules  se  meuvent. 

â63.  Équations  d^équilibre  et  de  mouvement,  indê^ 
finies  et  définies.  —  Les  premières  sont  les  trois  équa- 
tions (9)  que  nous  venons  de  poser,  en  appelant,  comme 
i  Tordinaire,  indéfinies  celles  qui  sont  applicables  indis- 
tinctement à  tous  les  poiiits  d*un  corps  ou  d'un  système. 
Quant  aux  équations  dites  définies  à  satisfaire  aux  limites 
du  corps  ou  de  la  portion  finie  de  corps  que  Ton  consi- 
dère, c'est-à-dire  sur  sa  surface-enveloppe,  soient  : 

o  les  pressions,  censées  données,  en  des  points  [x,  /,  t) 
de  cette  surface,  par  unité  de  sa  superficie; 

n  les  directions  de  la  normale  à  cette  même  surface, 
menées  aux  mêmes  points  du  côté  extérieur  ; 

ces  équations  ne  seront  autre  chose  que  les  équa- 
tions (a)  qui  exprimeront,  en  y  mettant  xs  pour  /9,  l'équi- 
libre des  pressions  extériew^s  xs  avec  les  pressions  inté^ 
Heures  agissant  sur  la  face  opposée  et  parallèle  d'une 
couche  extrêmement  mince  enveloppant  le  corps  de  toutes 
parts  : 

IPxs  cos (n,  x)  -f-/3y, cos(n,  y)  -hpts  cos(n,  «)  =  u  cos (cr,  x) , 
p^cos(n,x)'hpj^cos{n,jr)-hpzjCos(n,z)=:xscos{rs,jr), 
Ps,cos{n,  x)'hpjxCOs(n,jr)  4-/;„cos(n,  z)  =17 cos  (u,  z), 

96A.  Déformations.  Leur  réduction  à  des  dilatations 
et  à  des  glissements.  Leurs  relations  pour  divers  sens. — 
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Étudions  maintenant  les  petites  déformations  qu^un  corps 
solide  éprouve  sous  l'action  des  diverses  forces  qui  le 
sollicitent. 

Soient,  avant  toute  déformation,  ou  avant  les  déplace- 
ments relatifs  des  particules  de  ce  corps,  trois  petites 
lignes  rectangulaires 

Mx,     M^,     Mz, 

menées  dans  son  intérieur  par  un  même  point  M  parallè- 
lement aux  coordonnées  jr,  y,  z\  et  soient 

les  trois  petites  lignes  très-peu  obliques  Tuue  sur  Tautre 
dans  lesquelles  elles  se  sont  changées.  Appelons 

les  dilatations  que  ces  lignes  ont  éprouvées  respective- 
ment, ou  les  proportions  supposées  très-petites  de  leurs 
allongements  positifs  ou  négatifs,  et  faisons 


{*)  Nous  faisons  ici  usage  de  cette  notation,  employée  dans  des  Mé- 
moires ou  ouvrages  que  Cauchy  a  approuvés  (Leçons  lithographiées  faites 
en  i837-i838  h  l'École  des  Ponts  et  Chaussées;  Mémoire  lu  le  3o  octo- 
bre 1843;  Mémoire  sur  la  torsion,  etc.),  et  qu'il  a  finalement  adoptée 
lui-même  à  trés-peu  près  {Comptes  rendus,  lo  février  1864,  t.  XXXVlll, 
p.  329). 

En  1839,  l'illustre  physicien  anglais  G.  Green  [On  thu  laws  of  reflexion 
and  réfraction  oj  light  {CambriJge's  Transactions,  vol.  V,  part.  I,  p.  5]]  a 
cru  devoir  aussi  appliquer  des  dénominations  particulières,  à  cause  du 
rôle  important  qu'elles  jouent,  à  ces  six  petites  quantités  ou  propor- 
tions dont  changent  les  trois  côtés  et  les  trois  angles  d'un  élément  pa- 
rallélipipède;  et  M.  KirchhofT  les  appelle 

'jt  '  ^y*  'z'    ^z*  ^r'  V 

Elles  figurent  dans  les  Mémoires  de  Navier,  Poisson,  Cauchy,  Lamé  et 
Clapeyron  sous  les  désignations  (3G)  ci-après,  mais  qui  ne  sont  applica- 
bles que  lorsque  les  déplacements  absolus  11,  v,  u*  des  points  sont  ti^- 
petits,  ce  qui  n*est  pas  encore  supposé  ici. 
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I  appelons  ^j.,  ^„,  ^,,  les  trois  glisscmenls,  c'est-à-dire 
s  quantités,  aussi  très-peiites,  dont  oat  cheminé  o» 
'isté  les  unes  devant  les  autres,  pour  l'unité  de  leur  dis- 
nce  mutuelle, des  parallèles  soïi  aux  jr,  soit  aux  =  dans 

plan  jMz  devenant^,  M,  î,,  et  des  lignes  placées  de 
£me  dans  les  deux  autres  plans;  glissements  que  mesu- 
:nt  aussi  les  petites  inclinaisons  prises  les  unes  sur  les 
lires  par  les  trois  lignes  Mx,  My,  Mz  primitivement 
M:langulaire*,  ou  les  rétrécissements,  évalués  en  arcs 
'un  rayon  =i,qui  ont  été  éprouvés  par  leurs  trois 
Qgles  droits  supposés  devenus  l^èrement  aigus  quand 
n  prend  positivement  les  quantités  g. 

Ces  trois  dilatations  <)  et  ces  trois  glissements  g^  sensi- 
lement  les  mêmes  dans  toute  une  petite  portion  du 
orps  autour  du  point  M,  donnent  complètement  sa  dé- 
brmalion.  Déterminons,  en  les  supposant  connus,  la 
ilatatioo 

prouvée,  dans  cette  partie  du  corps,  par  toute  petite 
ïgne,  de  direction  donnée  quelconque 


!t  l'inclinaison  qu'elle  a  prise  sur  une  autre  petite  ligne 
le  direction  aussi  quelconque 


Ces  lignes  r,  s  avaient  primitivement  pour  projections 
•ur  les  X,  les/,  les  t  (en  désignant  les  cosinus  comme  au 
.1°  259), 

ri:,,,  rc^j,  rc,,    et     *c„,  sc^,  se,,; 

au,  en  les  supposant  tirées  du  m£me  point  M,  elles  étaient 
diagonales  de  deux  parallétipipddes  rectangles  ayant  res- 
pectirement  ces  produits  pour  cAtés  portés  sur  M  r,  My, 

I.  4> 
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Mz.  En  appelant 

leurs  dilatations,  les  déplacements  les  ont  changées  en 

qui  sont  maintenant  diagonales  des  deux  parallélipîpèdes 
légèrement  oblîquangles  ayant  respectivement  pour  côtés 

rCr,(l4-D*),       '•Cr^(>-*-^/)>       '•Cr*(l-hD,), 

et 

SCssil-^^x),       ^C^lH-D/),       *C„(l-f-D,). 

Or,  lorsqu'on  a  en  général  deux  lignes  dont  chacime 
e%i  résultante  géométrique  de  plusieurs  autres  lignes  (ou 
deux  chemins  directs  dont  chacun  unit  ensemble  les  deux 
mêmes  points  que  deux  chemins  polygonaux  donnés), 
on  sait  que  le  produit  d'une  de  ces  deux  résultantes  par  la 
projection  de  la  seconde  sur  sa  direction  est  égale  k  la 
somme  de  tous  les  produits  des  composantes  de  l'une  par 
les  projections,  sur  leurs  directions,  des  diverses  compo- 
santes de  l'autre  ;  théorème  sou  vent  appliqué  en  Mécanique 
et  qui  ne  difTère  point  de  celui  de  l'égalité  du  travail 
d'une  force  résultante,  pour  un  espace  parcouru  résultant 
de  plusieurs  autres,  à  la  somme  des  travaux  des  forces 
composantes  pour  les  divers  espaces  parcourus  compo- 
sants. 

En  sorte  que  si  R  est  résultante  de  x,  y,  z, . . . ,  et  R'de 
x',  y',  z',...,  on  a 

^     ^  (RR'cos(R,R')=:xx'cos(x,x')  -f-yy'cos(y,y')  -f-. .. 
I  -+-xy'cos(x,y')  -hyx'cos(y,  x')  -4-...(*), 


(*]  Cela  est  facile  à  démontrer  géométriquement;  car  puisque  R'  est  an 
chemin  direct  unissant  les  deux  mêmes  points  que  le  chemin  polygonal 
x'  4-  y  ' + e'  + . . .  )  la  projection  de  R'  sur  R  est  égale  à  la  somme  de  cellci 
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formule  dont  celle  plus  connue  du  carré  de  la  diagonale 
d'un  parallélipipède  se  déduit  comme  cas  particulier  en 
faisant 

R  =  R',     cos(R,R')  =  i,     x=x',     7  =  /,    z  =  x'. 

Appliquons  ce  théorème  général  à  nos  deux  diagonales 
qui  sont  des  résultantes  ayant  les  trois  côtés  de  leurs  pa- 
rallélîpipèdes  pour  composantes,  nous  avons,  en  consi- 
dérant que  g^^n  g^'t  gxr  sont  les  cosinus  des  trois  angles 
formés  par  celles-ci,  divisant  tout  par  r5,et  appelant  r,,  i, 
les  directions  nouvelles  prises  par  r,  5  '■ 

(i-f-?r)(i4-?,)cos{r„x,) 

=  (1  -+-  ^x)'c«c«  4-  (i  -f-d;.)»c^c^-+-  (1  -f-^)=  c„c„ 
(12)  \  -f-(c^c„H-c„c^)(i-f-:^y)(i-f-D,)g;., 

-4-  (c^c„ -h  c„c„)l "  -^  ^1  ); I  -4-  ^*) ^« 

Or  les  quantités  ^  et  g'  étant  supposées  très-petites,  on 
peut,  en  développant,  effacer  leurs  carrés  et  leurs  pro- 
duits, ou  écrire 

(i  -4-  ^r-4-  \)cos  (r„  X,)  —  cos(r,x) 

=  25,C„C«-f- a^^Cr^Cy -h  2D,<V«C« 

^  -f-{CrrC«-4-C«C^)g^,-|-(c„C„-hC„C«"^^ 


Si  Ton  fait  successivement  deux  particnlarisations  : 

dex',  y',  i',.-.;doùR'co»(E,R')  =  x'co»(R,i')-ey'cotCR,  y')-h.... 
Mail,  de  même,  la  projeetion  de  R  sur  z'  par  eiemple  eat  égale  k  I» 
«oomie  des  profectioBt  de  i,  y,  z, . . .  tvr  ï*,  d*oà 

Root(R,  x')  =  iooa(i,  x')-Hy  ooi(y,  x')-H 

Sabstitaant  dans  la  première  équation  nalipliée  par  R,  et  faiaant  dei^ 
sabatitatioiifl  teablablea  poar  Rcot',R,  V),  Re(M(R,  1';,...,  on  a  bien 
la  fom«le  poaée  (11). 

4«. 
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i"  r  et  5  (le  même  direction,  ce  qui  change  le  premier 
membre  en  12  i)^; 

2**  r  et  5  perpendiculaires  Tune  n  Tautrc,  ce  qui  le 
change  en  [i  -H  ^^^r  -h  ^s)  grs  =  gr'  nès-peiil-, 

On  a,  eu  égard  k  ce  que 

o  ^  C,,  C„  -h  Cry  Ctr  -+■  r^i  <•„ , 

les  deux  formules  générales  suivantes  : 

('4)  '. 

(  ~r"  g:s  CfiCrr't'  gxf  ^rx  ^rj  \ 

Igr,  =  2j),Cr,C,,-f-  2^^Cr,C,^  +  2Î),  C;.:C,, 
-»-  5>»  (^r/^'*  H-  ^'«c,^)  -•-  ^=x(Cr, c,,  -h  r,,c,,) 

dont  la  première  donne  la  proportion  de  la  dilatation 
(positive  ou  négative)  éprouvée  par  une  petite  ligne  de 
direction  quelconque  r,  et,  la  seconde,  le  petit  rétrécisse- 
ment éprouvé  par  l'angle  primitivement  droit  de  deux 
lignes  du  reste  quelconques  r,  j,  ou  le  glissement  l'une 
dei*ant  Vautre^  dans  leur  plan^  de  deux  dtx>itcs  parai- 
lèleSy  soit  à  la  première^  soit  à  la  seconde^  en  le  rap- 
portant à  r  unité  de  leur  petit  fi  distancf(*). 

{*)  Elles  auraient  pu  être  démontrées  également  en  cunsidérant  (o- 
qui  86  rapproche  un  peu  plus  de  la  irarcbe  suivie  par  Cauchy  dans  Vnt- 
licle  Dt»  la  condensation  et  de  ta  dilu talion  des  cvrps^  de  la  deuxième  aooio 
des  Exercices)  deux  paralléltpipèdes  primiLivement  obliquanglcs  dont  Ic^ 
(^tés,  faisant  entre  eux  des  angles  dont  les  cosinus  sont  — f  ->  ~f^.  *  —f  . 
deviennent  rectangulaires  et  égaux  à  rr^^,  rr    ,  rc^^,  et  k  ic^,  ic^  ,  tc^.\ 

vAT  si  r,,  .%  sont  les  directions  primitives  des  diagonales,  le  théorème  ei- 
primé  par  (i?)  donne  une  formule  telle  que 

ca\k( r      *    ■  ^     ^  C     r     -HC    C 

COS^#,t  ',;  __  rx    *X         i_         _i_         ^        ry    j;  ri    tf      

[l-^lr)ï^^l>.)  (mDJ'         (,H.JJ(,+  JJ  ■■■"■■■■ 

i{ui  a  les  mêmes  coiiséquences  que  (i3\ 
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Ces  fonnnles  (i4)  et  (i5),  en  mettant  ponr  r  et  5  sur> 


cessivement 


♦  r  • 


supposés  être  les  dii^ections  des  coordonnét«  iiou\rllps. 
itctanguiaires  comme  les  anciennes^  donnent  l«i  sui- 
vantes* qai  serfent  à  déierminer  les  dilatations  el  glîssc- 
menis,  suivant  les  directions  nouvelles  : 

—  ^ïx^.Vxt'  -t-  gx,  C^T*  «•tx'  . 

gzx  Crr'  C^'  -h  grr  ^sf  ^rf  , 

(  |6)  -4-  gr^,  (r,,'C-j'  -r  Cj^:^     -f-  ^:,  C,y  Cxr'  "i"  ^z:^^^') 

-h  ^x»  ■tV-'T^x'  H-  l'xx'f.,.-'.*  , 


(")  Ces  formulei  (11'  trjukfx>nnatJuii  furt  utiiet»  u*^  M»nt  pas  dans  li*% 
Exercices.  Ellefc  oot  éU-  dtiiiiicet»  en  iSJi  }»ar  M.  Lamé  *^Lrçoiu  sur  Vt'lmê" 
ticilé),  ma*.»  pour  le  beul  cai»  do  dx^f^lucementt  irèt^p^ltlt,  en  dlfleirotiaDt 
les  eiprciisious  uouTelle»  de  ceux-ci,  oi>teouei»  par  la  transformation  des 
coordoDoèes.  D  aprck  notre  manit're  de  les  établir,  elles  conTienDeotencon- 
lorsque  les  déplucementb  aUsolu»  ont  des  valeurs  quelconques,  el  que 
même  li«  déplacenieuts  relatifs  de  peints  a  des  distances  sensibles  at- 
teignent, dan^  uu  corps,  U>utes  soKe»  de  grandeurs,  pourru  que  dmns 
chaque  portion  impei  crptihU,  les  cbanjementb  des  distances  moléculaires, 
et,  par  conséquent,  le»  dilatations  et  les  glissements,  restent  très-petits,  cf 
qui  c<>t  eu  général  la  condition  fKtur  que  la  cont  'Xturc  d'un  corps  élas- 
tique ne  s*altère  pus,  et  qu'il  puisse  revenir  de  lui-même  à  sa  forme  pri- 
mitive après  avoir  été  déformé. 
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On  lire  de  ces  formules,  entre  autres  cons^uences, 

ce  qu  W  pouvait  prévoir  à ^non,  car  la  somme  des  petites 
dilatations  linéaires  dans  trois  sens  rectangulaires  quel- 
conques est  égale  i  la  dilatation  cubique  ou  proportion 
de  Taugmentation  de  volume. 

Et  que  si  (comme  à  la  fin  du  n^  260),  on  suppose 
que  Taxe  des  z'  se  confond  avec  Taxe  des  z,  en  sorte  que 

C„/  zr:  I,       Cx,*  =  O  ,       C^-J  =  O,       C^  =  O,       C,y/  =  O , 

c,x'  =  c^/,     Cjs'=  —  Cx/=i  sin(ar,x'), 

on  a 

Ig'xy  =  (^7  — î^*)«n2(x,  x')  -f^jyC0S2(x,ar'), 
ou 
ggfy  =  D^ —  Djr  si  Tangle  (x,  x')  est  demi-droit, 

cVst-à-dire  que  tout  glissement,  sui\Hint  deux  droites 
rectangulaires,  est  égal  à  ta  différence  des  dilatations 
suivront  leurs  bissectrices , 

265.  Dilatations  principales.  Ellipsoïde  des  dilata- 
tions, —  Reprenons  la  formule  (i4), 

^r  ~  '^z^lx  -+-  ^j^lj  H-  ^5  Cj,  -h  g^z  Crj  C„  -\-  g^  C-^Cr,  -h  gsfC^Crj. 

Si  Ton  porte  sur  toutes  les  droites  dont  nous  appelons  r 
les  directions,    tirées    en  tous  sens  d'un  même    point 

M  (x,  j^,  z  ) ,  des  longueurs 


/       I  ^  (  est  positif  ) 

('9) '=\/±j;''«'»"1"«'^'(c8tné8aUfr" ''""''•'*•"'''"•'»*'■ 


fdilaUtioD 
ou  contraction 


et  si  Ton  appelle 

X,     y,     z 

les  coordonnées  Xyj^  z  des  extrémités  de  ces  longueurs, 
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l'origine  étant  transportée  en  M,  on  a 


COS(/-,x)=rc„= =  X  V^±Dm 


c 


rr 


—  y  ^dz^),,    c„  =  z  ^±:Dr, 


d'où,  substituant, 

(21)    \%}  -+-  :^,y*  -h  ^s2»  H-  gy,yz  4-  g'^ zx  H-  gr^ xy  =  db  i . 

£e5  extrémàés  des  ces  lignes  forment  donc  par  leur 
ensemble  (comme  au  n^  261  )  :  i^  iin  ellipsoïde  s^il  y  a  y 
en  tous  sens,  ou  dilatation  ou  condensation  autour  du 
point  M  \  2^  deux  hjperboloïdes  conjugués  s" il  y  a  dila- 
tation dans  certaines  directions  et  condensation  dans 
d'autres  (et  alors  il  n'y  a  ni  condensation  ni  dilatation 
dans  les  directions  des  droites  qui  forment  par  leur  en- 
semble le  cône  asymptotique  commun  ,  que  M.  Lamé 
appelle  le  cône  de  glissement). 

Les  diverses  dilatations  se  distribuent  symétriquement 
autour  des  trois  axes  de  figure  de  cette  surface  du  second 
degré  simple  ou  double.  Et  si  on  la  rapporte  à  trois  nou- 
veaux axes  coordonnés  des  x',  y',  z'  se  confondant  avec 
ceux-ci,  comme  les  termes  en  y'z',  z'x',  x'y' manqueront 
dans  son  équation,  on  aura 

gy^  =  o,     g'.v  —  o,     gg>^=o. 

Donc  : 

Théorème.  —  En  tout  point  d'un  corps  qui  a  subi 
des  déformations,  on  peut  toujours  tirer  trois  droites 
rectangulaires  dans  les  directions  desquelles  il  ny  a  pas 
de  glissements  lorsquon  les  considère  deux  à  deux,  ou 
dont  les  trois  angles  étaient  droits  et  sont  restés  droits 
lors  du  changement  déforme  du  corps. 
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On  appelle  dilatatioQs  (ou  condensations)  principales 
celles  qui  ont  lieu,  suivant  leurs  directions.  Ce  sont  les 
deux  dilatations  offrant  un  maximum  et  un  minimum  ab- 
solu, et  la  dilatation  qui  oiTre  un  maximum  parmi  celles 
dont  les  directions  forment  ensemble  un  certain  plan  et  un 
minimum  parmi  celles  dont  les  directions  forment  ud 
autre  plan  perpendiculaire  au  premier  (  ^ ) . 


(  *)  On  les  obtient  toutes  trois  comme  on  a  obtenu  les  pressions  prio- 
cipales  ;  car  en  désignant  par  r  la  direction  d*une  dilatation  principale 
ou  d*un  des  trois  rayons  vecteurs  normaux  à  la  surface  (ai),  en  sorte  que 
sa  grandeur  sera  appelée  t)^,  et,  en  opérant  comme  on  a  fait  à  la  note  du 

11®  261,  on  trouve  la  triple  égalité 


_  ^«<^rx  -^  >g/«V^^^*^r»  _ 

Q  c 

r  j 

d*où  les  trois  équations 

-i  (^r  -  c^x)  <^rx  =  ^xj  V  "^  ^=x^=  ' 

donnant,  par  leur  multiplication  ensemble  ou  par  l'élimination  des  co- 
sinus, l'équation  du  troisième  degré  suivante  en  ^r  pour  fournir  les  trois 
dilatations  principales  : 


La  recherche  de  la  grandeur  et  de  la  direction  de  la  plus  grande  dila- 
tation peut  ôlrc  utile  pour  établir  les  conditions  de  la  résistance  d'une 
pièce  solide  à  la  rupture  prochaine  ou  éloignée,  quand  la  contexture  de 
sa  matière  est  la  même  en  tous  sens.  On  peut  voir  à  notre  Mémoire  sur 
la  torsion  des  prismes  (Savants  étranffers,  t.  XIV,  a  ri.  2l  cl  I3i)  et  à  no! 
Notes  sur  Nauier,  Appendices,  §  83,  par  quoi  il  faut  la  remplacer  quand 
la  contexture  et  par  suite  la  résistance  varie  dans  les  diverses  direction* 
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Une  autre  surface  du  second  degré  non  moins  inté- 
ressante à  considérer,  et  qui  sera  toujours  un  ellip» 
soïde^  est  celle  dans  laquelle  les  déformations  du  corps 
changent  un  élément  sphcrique  ayant  son  centre  au 
point  M(a:,y,  z). 

Soit  1  la  longueur  primitive  des  rayons  de  cet  élément, 
et  soient,  après  sa  déformation,  x,  y,  z  les  projections, 
sur  les  aices coordonnés  des  .r,  7^,  z,  de  celui  de  ces  rayons 
dont  la  direction  est  appelée  ;*,  et  dont  1  4-(^r  désigne 
ainsi  la  longueur  actuelle.  Le  rayon  primitif  =  i  était 
la  diagonale  du  parallélipipède  obliquangle  dont  les 
c6tés,  devenus  rectangulaires  et  égaux  a  x,  y,  z  dans  le 
sens  des  coordonnées,  avaient  auparavant  des  longueurs 


X  V  z 

,     — ' — _ , _ , 


et  dont  les  trois  angles  adjacents,  qui  sont  devenus  droits 
en  se  rétrécissant  de  g^.,  g^j^^  gj^yt  avaient  pour  cosinus 

On  a  donc,  d'après  la   formule  générale  de   projec- 
tion (11)  pariiculansée  pourR  =  R'  =  i,  cos(R,R')=i, 

x  =  x'= r->  y  =  y  =  ...  (ou  bien,  d'après  l'expres- 
sion connue  du  carré  de  la  diagonale  d'un  parallélipi- 
pède), 


X»  v^  z= 


(l-+-c\)'         (»-^^V)'         («-Hc\)^ 


(i  +  \)(i+.\) 
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La  sphère  se  change  donc  en  un  ellipsoïde  (^),  dont 
les  axes  de  figure  auront  nécessairement  les  mêmes  di- 
rections que  les  axes  de  la  surface  du  second  degré  (211), 
car  ces  trois  directions  seront  encore  celles  des  mazima 
et  minima  absolus  et  relatifs  des. dilatations,  et,  si  on  les 
prend  pour  celles  des  coordonnées,  comme  les  trois  der- 
niers termes  manqueront  dans  le  premier  meaibrede(3i), 
ce  seront  encore  les  directions  pour  lesquelles  il  n*y  a  pu 
de  glissements,  ou  dont  les  trois  angles  droits  restenl 
droits  pendant  que  le  corps  se  déforme. 

Au  reste,  Téquation  (aa)  de  la  deuxième  surface  du 
second  degré,  qu'on  peut  encore  écrire  ainsi  en  négligeant 
les  quantités  du  second  ordre 

(23)  1  (i~^^«)*'^-(«-2^/)y'-^('-^^^)*' 

aurait  pu  être  déduite,  comme  on  a  fait  pour  celle  (ai) 
de  la  première  surface,  de  Téquation  (14) 

relative  à  la  dilatation  dans  le  sens  r\  Car  cette  équation 


(*)  M.  Cauchy,  à  la  page  6j  de  la  deuxième  année  des  Exercices^  et  à 
la  page  aSg  de  la  troisième  année,  obtient  pour  cet  ellipsoïde  une  équa- 
tion qui  rentre  dans  celle  que  venons  de  poser.  Il  y  arrive  par  la  consi- 
dération des  déplacements  absolus  u,  f,  w  de  grandeur  quelconque  chan- 
geant en  X,  jr,  g  les  coordonnées  primitives  x  —  u,  ^  —  c,  s  —  w  des 
points.  Mais,  telle  quMI  la  présente,  elle  ne  se  simplifie  que  lorsque  les 
déplacements  obtenus  deviennent  très-petits,  tandis  que  Téquation  (3}) 
convient  pour  des  déplacements  quelconques  pouvant  comprendre  des 
translations  et  des  rotations  de  toute  grandeur  et  variables  d'une  partie 
à  l'autre  du  corps,  pourvu  qu'elles  ne  produisent  dans  chaque  partie  im- 
perceptible que  des  changements  de  grandeurs  et  d'inclinaisons  mutuelles 
dont  les  proportions  D  et  ^  soient  très-petites. 
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st  la  même  chose  que 

Crx    i"  Cfy  ~T~  C^»  ■■"  ^Vx^rx  "~~  2  0^0,^^  —  2t's  Cn 

X  V  2 

l,  en  Y  faisant  Cr,= r-»     c^,  =  — =-r-»     c^s= — r-r 

t  chassant  les  dénominateurs,  on  a  bien,  dans  le  second 
nembre,  (i  —  aD^)  (i  -H  ^^r)  =  i  • 
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VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

Formules  donnant  les  pressions  dans  les  solides  élastiques  en  foncUoD 
des  dilatations  et  glissements  qu^ont  éprouTéa  leurs  parties.  —  Dépla- 
cements très-petits.  —  Équations  différentielles  de  l'équilibre  d  élasti- 
cité. —  Nombre  des  coefficients.  —  Contextures  symétriques.  —  Casoà 
il  y  avait  des  pressions  antérieurement  aux  déplacements  —  Travail  et 
potentiel  des  actions  moléculaires. 


266.  Lemme.  —  Lorsquun  corps  élastique  a  subi  de 
trèS'petites  déformations  à  partir  de  son  état  dit  natu- 
rel, les  six  composantes  (p,xy  Pr,r9  •  •  •  ^Pxj)f  suit^ant  trois 
droites  rectangulaires^  des  pressions  que  supportent  trois 
petites  faces  menées  par  un  de  ses  points  perpendiculai' 
rement  à  ces  droites^  sont  des  fonctions  linéaires  des 
trois  dilatations  et  des  trois  glissements  (()jj,  ^y^  . .  .>^,»)î 
suivant  les  mêmes  directions. 

Nous  appelons^  en  effet,  état  naturel  d'un  corps  celui 
où  les  espacements  moléctulaires  dont  les  actions  dépen- 
dent (n**  253)  sont  supposés  tels,  dans  les  divers  sens,  quil 
nj^  ait  aucune  pression  à  C intérieur^  c'' est-à-dire  (même 
n"  253,  définition)  quc^  d'un  côté  à  l'autre  de  chaque  pe- 
tite face  les  attractions  et  les  répulsions  aient  une  résul- 
tante nulle  ,•  ce  qui  exige,  d'après  les  équations  d'équi- 
libre (lo)  et  (g),  qu'aucune  pression  exlérieure  n'agisse 
sur  sa  surface  enveloppe,  et  qu'on  abstraie  la  pesanteur 
ou  ton  le  autre  force  émanant  de  points  à  des  distances 
sensibles  des  petites  faces  considérées. 

Si,  par  une  application  de  forces  ou  de  pressions  exté- 
rieures, on  vient  h  déformer  très-peu  le  corps,  ou  à 
changer  légèrement  les  dislances  r  entre  ses  molécules, 
les  résultantes  ou  pressions  intérieures  ne  seront  plus 
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illes;  et  comme  autour  de  chaque  point  (.r,  y^  3),  les 
gmentalions  positives  ou  négatives  r^^  (n^SG4,  expr.  1 4  ) 
«distances  rdt^pendent  des  trois  dilatations  ^x^^y-^^x  (*t 
is  trois  glissements  ^^,,  g^^  g^y  au  même  point,  tes  re- 
liantes d'actions,  ou  (n^'SSS)  les  pressions  développées 
\T  les  déformations,  sont  nécessairement  fonctions  de 
s  six  mêmes  petites  quantités  *^x,  ^^, . . .  tgxj' 
Et  elles  en  sont  fonctions  linéaires  ou  du  premier 
îgré;  car,  comme  les  actions  réciproques  entre  molécules 
<nt  fonctions  continues  de  leurs  distances  mutuelles  /*, 
Jles  que  développent  de  très-petites  augmentations  r^^ 
;8  distances  leur  sont  proportionnelles  ;*  et  les  cliange- 
lents  très-petits  des  inclinaisons  mutuelles  de  ces  ac- 
ons  à  composer  ensemble  pour  avoir  les  pressions  sont 
roportionnelles  aussi  à  des  augmentations  r^^  de  dis- 
uces.  Or  ces  petites  augmentations  positives  ou  néga- 
ves  (14) 

r^r=^  rcrx^s-^rcry^y  ■+■  /•c^^, 

»ut  sommes  de  produits  des  premières  puissances  des  di- 
itations  et  glissements  D,^  par  des  quantités  rcl:,^.,.^ 
?r*^rj  <iuî  ^^  dépendent  que  de  Tétat  antérieur  aux  dé« 
irmations;  et  Ton  pouvait  même  s^en  rendre  compte  sans 
ivoquer  la  formule  (i4)cn  considérant  que  plusieurs 
ilatatioQs  et  glissements  très-petits  dans  des  sensdéter- 
linës  x^y^z  produisent  de  petits  cheminements  mole- 
ilaires  proportionnels  qui  s'additionnent  lorsqu'on  les 
rejette  sur  chaque  distance  r  de  deux  molécules  quel- 
onques. 

Les  composantes  Pxx*Pyj^'*'^P*j  ^^^  pressions  sont 
onc  fonctions  du  premier  degré  des  mêmes  six  quantités 
rès-petites  «^  et  ^  (^  )•  ce  qui  est  le  lemme  énoncé. 

(*  }  Ao  n^  277,  GÎ-aprét,  ce  raisonnement  se  trouvera  converti  en  calcul. 
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267.  Remarque  essentielle  sur  rétablissement  du 
lemme  précédent.  —  Plusieurs  auteurs,  même  éminents, 
ont  cru  pouvoir  dériver  la  linéarité  de  ces  six  fonctions  de 
la  seule  considération  de  Vextréme  petitesse  de  leurs  six 
variables  d,,  d„ . . . ,  g,^,  ou  des  déplacements  moléculaires 
relatifs  dont  ces  variables  dépendent|  en  ai^uantdece 
qu'on  peut,  vu  cette  petitesse,  négliger  leurs  carrés  et 
leurs  produits^  etc.^  déviant  leurs  puissances  i  dans  les 
développements  des  fonctions.  Par  là  ils  ont  cru  pouvoir 
éluder  l'invocation  de  la  grande  loi  physique  des  actions 
à  distance  et  ses  conséquences  nécessaires  en  ce  qui  re- 
garde, comme  nous  verrons  plus  loin,  le  nombre  des 
coefficients  des  formules. 

Mais  un  raisonnement  purement  mathématique  ne 
saurait  rien  apprendre  dans  l'ordre  des  faits  physiques; 
et  celui  que  nous  signalons  pèche  évidemment  par  u 
base;  car  toute  fonction  de  quantités  très-petites  ou  in- 
définiment décroissantes  n^est  pas  nécessairement  du 
premier  degré.  Il  faudrait,  pour  établir  mathématique- 
ment que  les  fonctions  p^^j,^ .  . . ,  p^^  se  réduisent  a  ce 
degré  quand  d„ . .  'jgxy  décroissent  ainsi  indéfiniment, 
prouver  d'abord  que  dans  les  développements  endxy-^'ig'x; 
la  puissance  i  existe,  et  qu'elle  est  là  plus  basse  de  toutes 
celles  dont  leurs  termes  sont  affectés.  Or,  c*est  ce  qui  ne 
peut  être  démontré  qu'en  s'appuyant  empiriquement  sur 
im  nombre  suffisant  de  faits,  ou  en  se  basant  sur  la  grande 
loi  en  question  \  loi  qui  a  été  déduite  elle-même  de  tous  les 
faits  du  Inonde  matériel,  et  admise  par  tous  les  physi- 
ciens depuis  Newton  jusqu'à  Laplace,  et  depuis  Ampère 
et  Fresnel  jusqu'à  Navier  et  Cauchy,  comme  la  concep- 
tion explicative  de  phénomènes  la  plus  justifiée  et  la  plus 
universelle,  et  qui  est  posée  même  maintenant,  dès  ren- 
seignement élémentaire,  comme  base  principale  de  laMé- 
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canique  envisagée  désormais  au  point  de  vue  concret  et 
physique.  La  linéarité  d'une  fonction  d^une  petite  Va- 
riable est  en  eflet  hors  de  contestation,  dès  que  cette  fonc- 
tion rtest  çu*une  différence  de  deux  valeurs  dune  autre 
fonction^  et  sa  variable  la  différence  correspondante  des 
valeurs  de  la  variable  de  celle^ci^  supposée  continue. 
Or^  c'est  précisément  dans  le  cas  présent  ce  qui  résulte 
de  la  loi  que  nous  invoquons  ;  car  elle  apprend  que  les 
forces  développées,  génératrices  des  pressions,  sont  des 
différencesy(r,) — ^/"(/"o)  d'une  fonction  y  (r),  et  que  les 
rapprochements  ou  écartements  moléculaires,  qui  engen- 
dirent  les  dilatations  et  glissements,  sont  les  différences 
correspondantes  r,  ~  Tq  des  valeurs  de  r,  d'où  la  propor- 
tionnalité ou  ta  linéarité,  lorsque  les  ri — ro=:  rD^  sont 
très-petits  (*). 

C'est  ce  qu'a  dû  sous-entendre  Poisson  en  faisant  le 
premier,  dans  un  court  passage  de  son  Mémoire  de 
1839  (**)'!  le  raisonnement  dont  nous  parlons,  et  qui, 
chez  lui,  se  trouvait  comme  justifié  d'avance  par  tout  ce 
qui  précède  dans  le  même  Mémoire,  où  les  divers  cal- 
culs sont  fondés  sur  la  loi  des  actions  fonctions  des  dis- 
tances moléculaires.  Et  n'est-ce  pas,  d'ailleurs,  invoquer 
déjà  tacitement  cette  loi  que  de  regarder  les  pressions 
dans  les  corps  élastiques  comme  dépendant  d'une  manière 
qudconque  de  leurs  déformations,  c'est-à-dire  des  déplace- 
ments  relatifs  de  leurs  points»  ou  des  coefficients  difTéren- 

IÎq]5  — ,-_...,---.  de  leurs  déplacements  absolus  u,  v^  w 

dx   dy         dz  '^ 

[vc^ez  ci-après),  suivant  les  x,  j^,  z? 

Nous  allons  donc  d'abord,  pour  montrer  que  tout,  dans 


(*)  Ceci  M  trouTe  déreloppé  à  l'Appendice  v  de  la  nourelle  édition 
des  Leçoiu  de  Navier, 
(**)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XX*  Cahier,  art.  38,  p.  82. 


656  STATIQUE. 

la  ilitorie  de  rélasticité,  ne  dépend  pas  des  points  encore 
controversés  parmi  les  savants,  démontrer  les  diverses 
formules  de  pression  basées  sur  la  seule  linéarité  et  généra- 
lement admises,  nous  réservant  ultérieurement  (n*^*S77 
à  283)  d'apporter  dans  leur  forme  ou  dans  le  nombre  de 
leurs  coefficients  les  réductions  que  tous  les  Géomètres 
n'acceptent  pas  encore,  mais  qui  sont  inévitablement  en- 
traînées par  la  loi  des  actions  fonctions  des  distances. 

268.    Etablissement  des  formules  des  pressions  en 
fonction  des  dilatations  et  glissements^  en  partant  seu- 
lement du  lemme  qui  précède, 

1^  Solides  isotropes,  —  Commençons,  comme  a  fait 
Caucby,  par  les  corps  isotropes,  nom  qu'il  a  affecté  (*)  à 
ceux  qui  sont  semblables  à  eux-mêmes  dans  quelque  seus 
qu'on  les  tourne ^  ou,  dont  la  matière  offre  partout  et  dans 
toutes  les  directions  la  même  contexture  et  une  égale  ré- 
sistance aux  déplacements  relatifs  de  ses  parties. 

Évidemment,  pour  ces  corps,  les  trois  pressions  prin- 
cipaleSy  autour  desquelles  les  autres  se  distribuent  symé- 
triquement, auront  les  mêmes  directions  que  les  trois 
dilatations  ou  condensations  principales^  autour  des- 
quelles les  autres  dilatations  ou  condensations  se  distri- 
buent de  même.  Les  premières  seront  (lemme  u°  266) 
fonctions  linéaires  des  secondes,  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
glissements  (n^  265)  non  plus  que  de  composantes  tan- 
geniielles  (n^261)  dans  leur  directions*,  en  sorte  que  si 
Ton  appelle 

x\  y'\  z'  ces  trois  directions  rectangulaires, 


(")  M.  Caucby  a  proposé  ce  nom  pour  la  première  fois  aux  Compus 
rendus  de  1839  et  au  tome  l*^*"  (1840)  des  Exercices  d'Anaijse  et  de  Pkj- 
iùfue  mathématique t  page  162.  Plus  tard,  il  a  appliqué  lo  même  nom  d'û^ 
trope»  dans  un  sens  purement  analytique,  aux  fonctions  de  deux  ou  de 
trois  coordonnées  dont  la  forme  est  indépendante  de  la  direction  des  ax&- 
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K  et  K  -f-  A  deux  coeffidenls  uuniéi  iques  dépendant  de 
la  nature  de  la  matière. 

Comme  /^^j^/ doit  être  symétrique  en  «),/  et  D,/,  et  dé- 
pendre de  ces  deux  dilatations  et  de  celle  <),',  de  la  même 
manière  que  les  deux  autres  pressions  dépendent  des  deux 
dilatations  qui  leur  sont  perpendiculaires  et  de  celle  qui 
a  lieu  dans  leur  sens,  on  peut  poser  : 

/yy  =  KcV  •+-  (/  -4-  K)cV  -4-  KcV, 

^  /V.'  =  KcV  -4-  K2>y  -f-  ( /•  -h  K )  D,', 

Pour  en  tirer  les  expressions  des  six  composantes  des 
pressions  non  principales  s'exerçant  sur  d'autres  plans 
quelconques  rectangulaires  pris  pour  coordonnés,  en 
fonction  des  dilatations  et  glissements  dans  les  direc- 
tions X,  j^,  z  de  leurs  intersections^  servons-nous  des  for- 
mules de  transformation  (6)  et  (i6)  avec  x' ^y\  z'  à  la 
place  de  jt,  y^  z  et  réciproquement.  En  faisant  attention 


(*)  Caucby  a^ait  supposé  d'abord,  en  1823  (Société  philomatbiquc, 
i8a3,  Mémoire  cité),  et  encore,  par  manière  dressai  comparatir,  aux 
pages  167-176  de  la  troisième  année  (  183R)  des  Exercices^  chaque  pres- 
sion simplement  proportionnelle  à  la  dilatation  de  même  sens;  mais  à 
cette  hypothèse  non  justifiable,  et  qui  bientôt  ne  le  satisfit  pas,  il  substi- 
tua celle  que  chaque  pression,  p^^  par  exemple,  se  compose  de  deux 

parties  :  l'une  k^x*  proportionnelle  à  la  dilatation  linéaire  de  même  sens; 

l'autre  K(()x'+^/+^s')  proportionnelle  à  la  dilatation  cubique . 

M.  Maxwell  y  a  substitué  la  stppositfon  que  la  somme  des  trois  pres- 
sions est  proportionnelle  à  la  somme  des  trois  dilatations,  et  que  leurs 
différences  deux  à  deux  sont  proportionnelles  aux  difTérenccs  des  dilata- 
tions ayant  mêmes  sens  respectifs  {Transactions  o/Kdinburgh^  t.  XX,  i853). 

Mais  la  rema  rque,  que  nous  avons  empruntée  à  M-  KircbbofT  (  Veber  das 
Gleiehgewcht..,,  ciner  Scheibe,  Journal  deCrelle,  t.  XL,  i85o,  p.  69),  do 
la  nécessité  de  la  symétrie  de  chaque  pression  en  fonction  des  deux  di- 
latations qui  lui  sont  transversales,  nous  a  paru  bien  préférable  à  ces 
hypothèses  arbitraires,  une  fois  admis  que  les  pressions  ne  peuvent  être 
que  fonciioDt  linéaires  des  dilatations. 

I.  4^ 
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que 

nous  aurons  les  expressions 


■x»' 


D,  -h  D^  -4-  Dj  =  Dx'  -I- 1)/  -f-  «)*'. 

D'où,  immédiatement,  la  première  et  la  quatrième  des 
formules  suivantes,  dont  les  quatre  autres  s'obtiennent 
de  même 

p,,=  [A  -f-  K)D,  -f-  K^j^  -h  Ko,, 

p^^=  KD,  -f-  (^  4-K)D;.  -f-  K^,, 

(25)      {  /?„=:Kc\-hK:>^-h(/--hK)D„ 

Pj>  ^^  "  ^' ^f  »     P»*  ^^^  "T  ^5"'* »     P*r  ^^  r  ^^-«r  > 

en  sorte  que  chaque  composante  tangentielle  est  propor- 
tionnelle au  glissement  correspondant  (*)y 

{*)  Comme  Caucby  ne  donne  pas  les  formules  de  transforma- 
tion (i6)  pour  les  dilatations  et  glissements  suivant  divers  axes,  il  em- 
ploie un  moyen  moins  direct  pour  déduire  ces  formules  (aS)  des  for- 
mules (24)  relatives  aux  directions  principales.  Il  est  fondé  (Exercices^ 
troisième   année,    p.     168   et    177)    sur    les   triples  égalités   ci-dessus 

1^^  =  1-11=  :-^=;^„„  et=^,  des  notes  des  n»»  261  et  264,  p.  633, 

648,  qui,  comparées  entre  elles,  en  remplaçant^^j^  par  At)^-+-K  (^^-^^^H-D,) 
conformément  à  (24)1  et  eu  égard  à  la  constance  de  la  somme  c)^_^()y._^dj 
qui  représente^  pour  tous  les  axes,  la  dilatation  cubique,  donnent  trois 
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Nous  verrons  plus  loin  (n***  277, 280,  283)  qu'une  con- 
séquence nécessaire  de  la  loi,  inévitablement  invoquée, 
des  actions  moléculaires,  estTégalité  du  coefficient  de  ()^ 
dans  p,x  au  coefficient  de  gj,r  dans  /?,^,  d'où 

en  sorte  qu'il  faut  réduire  à  un  seul  les  deux  coefticients 
de  ces  formules.  Mais  cette  réduction  se  rattache  au  point 
encore  controversé  (n^  267),  et  nous  ne  la  ferons  pas 
encore  ici. 

269.  2^  Solides  ayant  une  contexture  quelconque  ou 
des  élasticités  inégales  et  disttibuées  comme  on  veut  en 
div^ers  sens  autour  de  chaque  point.  —  La  linéarité^  éta- 
blie au  lemme  n^266,  des  expressions  des  composantes  de 
pression,  donne,  en  désignant  par 
• 

divers  coefGcients  numériques,  dont  les  deux  premières 
sous-lettres  sont  celles  de  la  composante  de  la  pression  à 
laquelle  ils  appartiennent,  et,  les  deux  dernières,  celles 
de  la  dilatation  ou  du  glissement  qu'ils  affectent  (en  dou- 
blant, pour  la  symétrie,  celle  des  dilatations)  les  for- 
mules suivantes,  les  plus  générales  de  celles  du  cas  où  les 


équations  telles  quo 

" ' =  *, 


ou 


.      [;'„-(*-^K)5,-KÎ>,-K.\]c,,. 

+  (;'xr  -  ^  Vrr)  V  -+-  (''"  -  ;  V.-x)  c„  =  o. 

Comme  ces  trois  équations  du  premier  degré  doivent  se  Térilier  pour  trois 
systèmes  de  valeurs  des  cosinus  c,  tous  leurs  coefficients  doivent  ètr« 
nuls,  ce  qui  donne  précisément  les  formules  (aS). 
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pressions   antérieures   aux  déforroalions  ^jg  sont  sup- 
posées nulles  : 

"T-  ^xxzxgtx  "T-  ^jxxy^Sxjrj 

Prr  =  ^/fxx^x  -+■  ^jjjj^r  +  a^«^,  +  ^xiT^gr* 

~T~  ^jrjrsxgtx  ~T~  ^jrrxxS*7^ 
~T~  ^izxtgtt  ~\~  ^isxjgxjry 

Pjt  =  a^sx^^x  -+■  ^/i/x^j  -+-  a^s„D<  -f-  Ax»x$gxx 
p„  z=z  azg„^t  -h  Bst^^^j.  -h  a-,„<),  -f-  ^MTxsgfi 

"T"  ^txtxgxx  ~T~  ^zTxjrgxjry 
"T"  ^x^txgtx  "T"  ^x)-xjrgxjr* 


(96) 


\ 


Î270.  Premièi'e  réduction  du  nombre  des  coefficients. 
Baisonnement  de  G.  Green  prouvant  qu  il  y  o,  entre  eux 
au  moins  quinze  égalités,  —  Nous  verrons  aux  n°*  déjà 
'cités  (277,  280,  283)  qu'il  faut,  comme  conséquence 
de  la  loi  des  actions  fonctions  des  distances  moléculaires, 
réduire  les  //'e/i^e-^/x  coefficients  a  à  quinze  distincts,  ou 
admettre  les  vingt  et  une  égalités  entre  ceux  qui  ont  les 
mêmes  quatre  indices  ou  sous^lettres ^  par  exemple 


^xxjjr  —  a^jxi —  ^lyXf 


Mais  en  attendant,  vu  les  dissentiments  qui  existent 
encore  sur  ce  point  (n*'*267,  269),  nous  allons  donner 
le  raisonnement,  qui  ne  rencontrera  assurément  aucune 
opposition,  par  lequel  George  Green  (*),  et  après  lui 
MM.    Thomson,   Kirchhoff,  etc.,   réduisent  ces  cqeiïï- 


(  "  )  On  the  Laws  of  Rtjlesiony  etc. y  et  On  Viopagation  qf  Li^h  in  ciistal- 
lized  MedtOy  vol.  VU  des  Transactions  oj  Catnbiidge,  part  1  et  part  Iii 
p.  I  et  lai. 
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cientsà  vingt  et  un  au  plus,  eu  prouvant  les  quinze  éga* 
lîtés  deux  à  deux,  telles  que 


^■tx//  —  8/f  XX  >        ^xx/s  —  3/x  IX  » 


de  ceux  dans  lesquels  les  sous-lettres  forment  les  deux 
mêmes  groupes  binaires^  et  qui  no  difTèrent  que  par 
l'ordre  dans  lequel  ces  deux  groupes  sont  placés. 

Soit  un  petit  élément  parallélipipède  primitivement 
rectangle,  et  ayant  ses  côtés  x^  y,  z  parallèles  aux  x^y^  z\ 
les  pressions  agissant  sur  ses  six  faces  produisent,  en 
changeant  légèrement  sa  forme,  un  travail  mécanicjue 
qui  doit  être  fonction  des  changements  de  grandeur  et 
d'inclinaison  mutuelle  des  côtés,  c'est-à-dire  (n?  264)  des 
dilatations  et  glissements  éprouvés.  On  peut  donc  poser, 
en  appelant  T  ce  travail  par  unité  du  volume  xyz  de 
l'élément, 

.(27)  T  =  F{^,,  t\,  c\,  g>,,  g„j  g,^). 

Si  l'on  n'accordait  pas  cela,  observe  Green,  ou  si  l'on 
regardait  le  travail  comme  dépendant  encore  d'autre 
chose  (par  exemple,  de  l'ordre  dans  lequel  les  six  défor- 
mations partielles  <),  g  ont  été  imprimées),  ce  serait  ad- 
mettre qu'en  ramenant  l'élément  d'une  autre  manière 
(ou  dans  un  ordre  non  inverse)  à  sa  forme  primitive,  il 
en  résulterait  un  travail  non  égal  et  contraire,  et  qu'on 
pourrait  par  conséquent,  à  l'aide  d'un  corps  compres- 
sible et  extensible,  créer  de  toutes  pièces  du  travail  sans 
consommation  de  moteur  ou  de  chaleur;  ce  qui  serait  la 
possibilité  du  mouvement  perpétuel  ou  la  négation  du 
principe  des  forces  vives. 

Or,  si  la  dilatation  D.  qu'a  déjà  subie  le  côté  z  par 
exemple,  vient  à  prendre  un  accroissement  intiniment 
petit  d^j.j  les  deux  faces  opposées  xy  s'éloignent  de  zr/D„ 
et  les  composantes  normales  de  pression  />„,  exercées  par 
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la  matière  environnante  sur  Tunitë  de  ces  faces,  produi- 
sent un  travail 

xy/?„.z  </;>,. 

Si,  l'une  des  deux  mêmes  faces  xy  restant  immobile,  le 
glissement  g.,  vient  à  augmenter  de  dg^^  la  composante 
tangentielle  de  pression  p^^  sur  Tunité  de  l'autre  face  xy 
produit  un  travail 

car  zdg^  est  ce  dont  s'accroît  le  cheminement  de  celte 
deuxième  face  devant  Tautre  dans  un  sens  parallèle 
aux  X  ou  à  la  composante  /;.,.  Et  il  est  facile  de  voir 
que  ce  travail  est  le  même  si  les  deux  faces  opposées  xy 
sont  supposées  se  mouvoir  a  la  fois. 

En  évaluant  de  même  le  travail  des  autres  composantes, 
puis  ajoutant  et  divisant  par  le  volume  xyz  de  Télément, 
on  obtient,  pour  Taccroissement  infiniment  petit  total  du 
travail  T,  dû  aux  accroissements  des  trois  dilatations  et 
des  trois  glissements,  rexpression 

\  -f-  Pzx  dgzjc  4-  Pxr  dgxj  (  *  ) . 

Les  six  composantes  de  pression  sont  donc  les  dérivées 
partielles  d'une  même  fonction  (27)  F  par  rapport  aux 
trois  dilatations  et  aux  trois  glissements,  et  on  a 


(^9) 


r/F                     dY  d¥ 

^"=d^/  ^^^-"^'  ^'---d^r 

dF                    dF  dF 

Pri  '■=^  —, ■•  Pzx  ~-   -; '       Pxr  —  -1 

^        dgjz  '           dg,,  '^       dg^ 


Or  il  en  résulte,  en  différentîant  de  nouveau,  les  éga- 


(■  J  On  iroiivera  au  n®  28i  une  autre  démonstration  de  celte  expres- 
sion (aS). 


THÉOBIE   GÉNÉRALB   DB    l'ÉLASTICITÉ.  663 

lîtés 

àpxx  ^Pjy        ^Ptt       dpj^  dpjt        dp^^ 

^— —  „__  ■        9  ■  "~~  — —  ^  •  •  •  )       — ^  '~~  ^—^^  f  •  •  •  • 

d^j.         d^g        dg^t       d^r  dg^        dgyt 

Le  nombre  de  ces  égalités  est  quinze^  comme  celui  des 
combinaisons  deux  à  deux  des  six  composantes  p;  on  a 
donc,  eu  égard  aux  expressions  (a6)  /?xx=  ^xxxx^x+  •  •  • 
de  ces  composantes  de  pression  : 

ou  quinze  égalités,  qui  sont  toutes  celles  des  trente-six 
coefficients  des  formules  (26),  dont  les  indices  sont  com- 
posés des  deux  mêmes  groupes  binaires  de  sous-lettres 
dans  deux  ordres  difTérenls,  ce  qui  en  réduit  le  nombre  à 
vingt  et  un  distincts  (*), 

Si  Von  y  réunit  les  six  autres  égalités  suivantes,  com- 
battues encore  parplusieurs  auteurs,  et  que  nous  démon- 
trerons plus  loin,  par  d'autres  considérations,  devoir 
être  admises  aussi 


(3.) 


^/jr»t  —  ^/sjrxj       ^sxx*  —  ^zxtx  »       ^*xff  —  ^*y*j  > 
^xxjrs  ^^  ^ss  xj  »       a^j  rx  ^^—  ^xxf*  >       ^*'  V  *~"  ^/*  **  ' 


on  a  vingt  et  une  égalités,  ou  la  réduction  des  coefficients 
à  quinze  distincts.  Mais  comme  Tadmission  de  ces  six 
dernières  égalités,  nécessaire  dans  les  applications,  n'est 
point  indispensable  pour  simplifier  des  résultats  pure- 
ment analytiques,  et  pour  arriver  à  diverses  conséquences 
générales,  nous  nous  abtiendrons  d'abord  de  les  employer 
(fin  du  n^  267). 

271 .  Plans  de  symétrie  de  conierture.  —  Le  nombre 
des  coefficients  se  réduit  davantage  dans  des  cas  parti- 

(*)  Cette  réductioD  est  nécesaire  pour  arrÎTer  à  diverses  conséqueDces 
tirées  par  Green,  M.  Stokes,  Rf.  KircbhofT)  de  la  théorie  de  Télasticité,  et 
aussi  pour  dÎTer  résultats  de  Caucby  relatifs  k  la  théorie  de  la  lamière. 
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culiers  relatifs  à  la  contexlure  du  corps,  par  exemple 
lorsque  celle-ci  est  symétrique  par  rapport  à  un  certain 
plan» 

Alors,  comme  Tont  remarqué  Green  en  iSSg  (*),  et 
Cauchy  en  i854  (*^)  par  une  considération  plus  di- 
recte qu*il  n'avait  fait  en  i8a8  (  voyez  n^  282  ci-après), 
si  ce  plan,  mené  par  le  point  M  (r,  ^,  z),  est  perpendi- 
culaire à  la  coordonnée  .r,  les  formules  telles  que  (  ^6), 
donnant  les  forces  en  fonction  des  petits  changements  de 
forme  estimés  suivant  les  trois  coordonnées,  doivent  con- 
server les  mêmes  coefficients  lorsque,  les  axes  des  y  et 
des  z  restant  immobiles,  on  change  celui  des  x  en  son 
prolongement  de  l'autre  côté  du  plan  j^z. 

Or,  alors, 

Pxx9       P//y       Pxi9       PftJ       ^e>        ^r>        *^«  »        gft 

conservent  la  même  grandeur  et  le  même  signe,  tandis 
que 

Ptxi        Pzyy        ^ix>        ^xf 

changent  de  signe  en  conservant  leur  grandeur.  II  faut, 
en  conséquence,  que  les  coefficients  de  g^^  et  g^^  soient 
nuls  dans  /7^^,  pjy-iptxt  Pn.-^  ^^  que  les  coefficients  de  J)„ 
^,,<).  et  gy^  soient  nuls  dans  ptr>  Pxr\  ^^  4"^  ^^^  f^^'*'" 
mules  (26)  se  réduisent  à  la  forme  suivante  (3 p.),  où 
nous  avons  donné  les  mêmes  désignations  aux  coefficienls 
qui  viennent  d'être  démontrés  égaux  ^  nous  avons  même 
représenté  par  les  mêmes  lettres  avec  ou  sans  accents, 
ceux  qui  doivent  être  faits  égaux  d'après  le  principe 
[égalités  complémentaires  (3i)]  démontré  plus  loin 
(n^*277,  280,  283),  mais  que  plusieurs  Géomètres  con - 


(  *)  On  Rrjlexion  and  Refraction  of  Ligfit,  p.  6  et  7. 

(  •*  )  Sur  la  torsion  dcspris/ms  {Comptes  rendus,  t.  WXVUE,  p.  3i9)  . 
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testent,  d'une  réductibilité  plus  grande  de  leur  nombre  : 

Px,  —  ac\  4-  f'^r  4-  e\>,  -f-  hgy,, 
p^^  =  f\\  4-  b.\  -h  d'c\  4-  kg>, , 
Pzi  =  e';>,  4-  d'i\  4-  c^a  4-  Ig-^o 
P/M=  h^x  4-  k;>^  -t-  li),  4-  d^;,, , 

/'xr  =  b'^:,  -h  f  ^^  ; 

formules  qui  sont  à  treize  coefficients,  mais  dont  seule- 
ment neuf  distincts  si  Ton  cflace  les  accents  eu  adoptant 
le  principe  de  la  réductibilit<^  plus  grande. 

Trois  plans  de  symétrie,  —  S'il  y  a  au  même  point  M 
(x,  jj  r)  du  corps  un  second  plan  de  symétrie  ou 
plan  principal  tVélasticité  (^),  ce  plan  étant  supposé 
perpendiculaire  aux  j^,  les  équations  (Sa)  doivent  rester 
les  mêmes  en  changeant  à  la  fois  les  sigues  de  />^., 
P'j'i  S.y-^  S'y'  QeXdi  montre  qu'il  y  a  alors  nécessairement 
un  troisième  plan  de  symétrie  ou  principal  dV^lasticité 
perpendiculaire  aux  z,  et  les  formules  se  réduisent  k 

IPzx  =  a  D,  4-  f 'i\  4-  e'^,  \  [  pj,  =  Agy,, 

p^  =  r  c\  -f.  bc\  4-  d'c\.  I     et     I  Pzx  —  e^:,, 
P'.z    —  e'i),  -h  d?^  4-    C^,    )  (  /'x/  "=  ^gsr 

à  neuf  coefficients,  dont  six  distincts  si  Ton  ne  refuse  pas 
d'admettre  le  principe  en  vertu  duquel  les  accents  peu- 
vent être  ellacés. 

272.  j4xe  de  symétrie  ou  d'élasticité.  —  Si  tout  est 
égal  autour  d'une  droite  menée  par  M,  parallèlement 
aux  X  par  exemple,  on  devra  avoir 

Non  -  seulement  b  =  G,      e  =  f ,      e' m  f ', 
Mais  encore  b  :=^  2  d  4-  d'  ; 


(*)  C.1CCUT,  Comptes  renJuSt  10  février,  t.  XXX. VHI.  p,  Sig. 
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car  les  formules  devront,  comme  Ta  encore  remarqué 
Green  (*)^  conserver  les  mêmes  coefficients  après  quon 
aura  fait  tourner  les  axes  des  j  et  des  z  d^un  angle  infi- 
niment petit  autour  de  Taxe  des  x-^  or,  soient  e  ce  petit 
angle,  et  y',  z^  les  nouvelles  directions  de  j^  et  ^  -,  si  Ton 
fait  dans  les  formules  de  transformation  (6)  et  (i6) 

c,z'  =  r ,     Cx^  =1  o ,     c,^  =  o , 

C,y  =r  O ,       C,y  =  €,       €„/  =  I  , 

on  aura,  en  négligeant  le  carré  de  e, 

Psx  =  Pxx  9      P/y  =  Pxf  -+-  ^Pft  «  >      Psftf  =  Pst  —  */V«  *  > 

Py»'  =  P/>-^[pBs—Pxf)t,       Pifx=Psx—Pxrh      Ps/=Pzx-^Psi^i 

et 

Pour  qu'on  ait 

P/i'  =  ^g/^ 

avec  le  même  coefficient  d  que  dans  Pjt=  dg^^.,  il  faut 
donc  que 

Pjt-^{Pi*—Pxx)t  qui  est  =  dg^, -+-  (b—d')p,  —  ^^)i, 

soit  aussi  z=  d[gy,  -h  2(<),  — c^^)  i] 

OU  qu'on  ait,  entre  les  coefficients,  précisément  la  relation 
énoncée 

br=2d4-d'. 

Et  cette  relation  suffit,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier 
au  moyen  des  formules  particularisées  de  transformation 


{*)  On  Reflexion  and  Re/raction  o/Lighl,  p.  7. 
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qu'on  vient  de  poser,  pour  que  ;?yy,  ;?,v,  p.'x,  Pxy  soient 
aussi  exprimés  en  2),,  <)y,  D./,  gf,/,,  g^y  de  la  même  manière 
et  avec  les  mêmes  coefficients  quep^^,  ^i.^-.'j  le  sont  en 
<^x)  ^j-i"*\  ou  pour  que  Mx,  mené  de  M  parallèlement 
aux  x,  soit  ce  qu'on  appelle  un  axe  d^ élasticité. 
D'où,  pour  les  formules  relatives  à  cette  contexture 

I/?„=aD, -l-e'D^4-e'D,  J  /;>^,=  d.g^,, 

p^  =  e'c^  -f-  (ad  4- d')^^  +  à'\  (     et     |  /?„  =  e.g^,,, 
Pli  =  e'D, -f-d'D^-|-(2d4-  d');),  )  ( /?^  z=  e . g^^r^, , 

à  cinq  ou  à  fro/5  coefficients,  selon  que  Ton  conserve  ou 
qu'on  efface  les  accents  (numéro  précédent). 

273.  Jsotropie,  —  Si,  outre  Taxe  d'élasticité  M x  pa* 
rallèle  aux  x,  il  j  a  au  même  point  M  (x,  y^  z)  un  axe 
4'élasticité  My  parallèle  aux  y^  il  faut  qu'on  ait  encore, 
et  par  les  mêmes  raisons, 

d  =  e,     d'  =  e',     a  =b  =  ad  H- d' =:  2e -h  e'; 

d'où  il  résulte  qu'on  a  aussi,  au  même  point»  un  axe 
d'élasticité  Mz  parallèle  à  là  troisième  coordonnée  z. 

De  plus,  comme  en  changeant  les  axes  M;^,  Mi;  en  deux 
autres  My^  Mz^  sans  changer  x,  les  formules  des  compo- 
santes ont  les  mêmes  coefficients»  on  voit  que  Mjr'  est 
aussi  axe  d^ élasticité.  Il  eu  est,  par  suite,  de  même  de 
toutes  les  droites  tracées  dans  le  plan  passant  par  Mx  et 
par  M^^  c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  tirées  par  M 
sont  des  axes  d'élasticité,  ou  que  le  corps  est  ce  que  nous 
avons  appelé  isotrope  (n°  268). 

Alors,  en  effet,  les  formules  deviennent,  pour  tous  les 
systèmes  possibles  d'axes  rectangulaires  : 

/7„  =  (2e-f-e')^,-+-e'D^-f-e'D,  J  /  /?^,  z=eg,,, 

(35)  {/3>y  =  e'^,-f- (2e  +  e')D^  4-e'D,  >     et     |/;„  =  eg^„, 

^,,  =  e'Dx-*-e'D^4-(2e4-e')D,  )  {p^=eg^. 
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OÙ  e'  devrait,  comme  nous  avons  dit  (  voyez  aussi  plus 
loin  n?*¥n  à  280),  être  fait  égal  à  e,  et  qui  sont,  du 
reste,  lorsqu'on  pose 

e=->t,     e'=:K, 

identiques  avec  celles  (si5)  qui  ont  été  obtenues  en  met- 
tant en  oeuvre  d*une  autre  manière  (n^  268)  le  lemme 
(n^  266),  en  vertu  duquel  les  composantes  de  pression 
Pxxy  •  •  •  1  Pxj  sont  fonctions  linéaires  des  dilatations  et 
glissements  D^, .  . . ,  gj^^. 

274.  Corps  simplement  homogène^  ou  partout  de 
même  contexture^  égale  ou  inégale  dans  les  divers 
sens  autour  de  chaque  point,  —  11  faut  entendre  par 
homogène,  dans  une  acception  mécanique,  un  corps 
dont  la  matière  oppose  en  tous  ses  points  les  mêmes  ré- 
sistances au  déplacement  relatif  de  ses  parties  dans  des 
directions  homologues j  tout  en  n'étant  pas  nécessaire- 
ment isotrope^  ou  pouvant  offrir  des  résistances  d'intensité 
très-différente  dans  les  diverses  directions  autour  de 
chaque  point. 

Si  les  directions  prises  comme  homologues  d'un  point 
à  l'autre  sont  des  directions  parallèles,  on  a  l'homogé- 
néité parallèle  ou  la  plus  ordinaire,  comme  celle  des 
cristaux,  des  corps  fibreux  et  allongés,  etc.  (*). 

Pour  les  corps  qui  en  sont  doués,  les  coeflîcîenls 
ûxxxxj-  •  «5  aarxr  (ïi^  269),  ou  ccux  quî  les  remplacent 
dans  les  cas  particuliers  ci-dessus,  sont  les  mêmes  en  tous 
les  points. 


(*)  Dans  un  Mémoire  sur  les  différents gt.'ni es  d'homogénéité  (Comptas 
rcnduSt  il  mai  18G0,  t.  L,  p.  gSo,  ou  Journal  Je  Ji.  Liouvilley  iSGj),  et  à  la 
pa{je  56o  de  la  nouvelle  édition  de  Navier,  on  a  considéré  aussi  :  2°  Tho- 
mogénéité  semi-polaire  ou  cylindiiquc^  comme  celle  d*unc  ti^o  courbée 
en  cercle  ou  d'une  plaque  ployéc  en  tuyau,  3<^  rhomo{jéncité  polaire  ou 
sphériquc;  et  on  a  montré  qu'il  y  en  a  une  inÛnité  d'autres. 
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275.  Expressions  des  dilatations  et  glissements  au 
mojen  des  déplacements  des  points.  Cas  de  déplace^ 
ments  très-petits.  —  Soient 


W,       i',       «» 


les  projections  sur  les  x,  les  j) ,  les  z  du  déplacement  qu  a 
éprouvé  dans  Tespace  un  point  quelconque  M  du  corps 
considéré,  en  sorte  que  ses  coordonnées  rectangles 

Xj   jr^  z     sont  devenues     jr-f-tt,   ^H-*',    a-l-fv. 

Si  les  coordonnées  d'un  point  très- voisin  M'  étaient 
elles  sont  devenues 

fiti  dv  dw 

X -f- tf -h  Aj^ -h -^A-r,       r -+- «*  4-  -7- ^ -^  »      «4-«'+-7-Ax. 

dx  dx  dx 

Eti  sorte  que,  comme  leur  distance  MM'=  ûx  est  de- 
venue Ax  (1  +<^x))  on  voitqu^une  longueur 

d'une  petite  ligne  primitivement  parallèle  aux  .r,  menée 
du  point  IVl,  a  pour  projections 

du       dv        du* 

I  H ,      —  9      -7-      sur  les  x,      les  v,      les  z, 

dx       dx       dx 

De  même  une  longueur 

d'une  petite  ligne  primitivement  parallèle  aux  j^,  menée 
par  M,  a. maintenant  pour  projections 

du  dv         dw 

-- ,       14--—,      — -      sur  les  f,     les^-,     lesz. 

dy  dr       dy 
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On  a  donc  pour  le  carré  de  la  longueur  de  la  première, 
par  exemple,  de  ces  deux  lignes,  et  pour  le  cosinus  de 
leur  angle  primitivement  droit 


{|-+.c\)>=:r      l-f- 


(  36)  {  tlu       lia  dv  dv  dw  d» 

dx       dy  dx  djr         dx  dy 


1  -h  ^,    I-hDy       14-Î),     I-h()y        IH-D,    l4-?j 

Quand  1/,  1^,  iv,  et  par  conséquent  ^^^  ^^,  g^j  sont  très- 
petits,  on  peut  en  développant  négliger  leurs  carrés  et  pro- 
duits. Il  en  résulte,  en  écrivant  des  résultats  analogues 
pour  les  autres  dilatations  et  glissements  : 

du  dv  div,  dv        dw 

'  dft^       du  du       dv  ,.^ 

276.  Équations  différentielles  indéfinies  et  définies 
poui^ant  fournir  les  déplacements  des  points,  —  Celles 
qu^on  appelle  indéfinies,  qui  conviennent  à  tous  les  points 
du    corps,   s'obtiennent  en- substituant  dans   les  équa- 

lions  (9)  î^'  +  %  +  ^+pX  =  o,    '%  +  ...,  de 

^^'     dx  dy  dz         ^  ^      dx  ' 


(*)  Les  dilatations  et  glissements  peuvent  être  très-petits,  comme  nous 
avons  dit  (n*^  264,  dernière  note),  bien  que  les  déplacements  u,  f,  w  aient 
des  grandeurs  considérables.  Alors  les  expressions  (3G)  de  h-t-^^)'et 
de/?     qu'on  vient  de  trouver  fournissent  les  suivantes 

X      du     \V[duy     /dvy     /</w\n 

du       dv         f  du  du       dv  dv       dwdw\ 

^T^dr'^d^'^  \7ûdp'^didp'^d^'^)* 

données  pour  la  première  fois  au  numéro  du  10  avril  i844  d^*  journal 
l'Institut,  puis  aux  Comptes  rendus,  11  février  1847,  *.  XXIV,  p.  261. 
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l'équilibred^un  élément  parallélipipëde,  les  formules  (a6), 
oa  (3a)  à  (35)  à  la  place  de  p^xt  P^/v?  fxj^  puis  les 
six  formules  (37)  qui  expriment  D^?  •  •  •  )  gxj  en  u,  1^,  w 
dans  le  cas  où  ces  déplacements  sont  très-petits  \  cas  auquel 
on  peut  ordinairement  ramener  les  autres,  où  des  déplace* 
ments  de  toute  grandeur  sont  supposés  ne  changer  que 
dans  une  faible  proportion  les  petites  distances  molécu- 
laires, parce  qu^on  peut  alors,  dans  chaque  petite  partie 
du  corps,  décomposer  les  déplacements  réels  en  déplace- 
ments très-petits,  et  en  translations  et  rotations  qui  ne 
changent  point  les  distances  et  n'engendrent  point  de 
pressions. 

On  obtient  ain&i,  en  se  bornant  au  cas  de  trois  plans 
de  symétrie  on  principaux  d'élasticité,  où  les  formules  de 
pressions  (33)  sont  applicables, 

/     d^u  dhi  d^ 


(38) 


dx^  dy^  dz^ 


■+■ 


|r,a.a,^.,r.r,^].,T=«. 


d^tv       ,  d^tv         d^w 

e h  Cl h  c  — 

r/x»  dy^  dz" 


et,  dans  le  cas  d'isotropie,  pour  lequel  d  =  e  =  f , 
d'=  e'  =  P,  a  =  b  =  c  =  ae  -I-  e',  auquel  se  rappor- 
tent les  formules  (35),  en  y  remplaçant  e  par  -h  et  e' 

par  K  pour  les  rendre  conformes  à  celles  (  ^5  )  que 
Cauchy  a  obtenues  primitivement  par  d^autres  considé- 
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rations  : 


2  \dx*  "^  dp  '^d^j 


A-{-iiK  d  /du       dv        dn'\  ^ 


(39) 


-'^+^+£) 


A  Id^v        d\ 

X  H-2K  d    fdu       do        dw\ 

2        dy  \dx       dy       dz  )       ^ 


2\^  '^dp"^dF) 


/  -I-2K  c?    /du       dp       d(v\ 

Outre  ces  équations  aux  différences  partielles  indéfinies 
du  second  ordre  en  11,  r,  iv,  il  faut  poser  et  employer 
lès  équations  déjiiues.  On  les  obtient  de  même  en  mettant 
dans  les  équations  (10)  /?xjrCOs(n,  x)  -h  ...=rQcos(t7,x), 
^,^ros(n,x)  +  •  •  •)  les  formules  ci-dessus  des  pressions 
en  ^.,, .  . .,  gx^i  et,  par  suite  en  w,  r,  11%  à  la  place  de 

Pxx'>  Prr^  •  •  •  9  Pxr» 

277 .  Établissement  dcsfoimules  des  pressions  efi  cal- 
culant directement  les  résultantes  des  actions  moléculai- 
res, ou  sans  in^oquer.le  lemme  du  n^  266  (linéarité),  et  en 
embrassant  le  cas  général  où,  il  y  ayait  déjà  des  pressions 
antérieurement  aux  petites  défoimations  ou  aux  dépla- 
cements considérés.  Théorème  fondamental,  —  Au  lieu 
de  partir  de  la  linéarité^  admise  par  tout  le  monde  et 
démontrée  comme  lemme  au  n^  266,  des  composantes  de 
pression  en  fonction  des  six  déformations  élémentaires 
D  et  g  lorsqu'elles  sont  très-petites,  lemme  basé  essen- 
tiellement comme  on  a  vu  sur  la  loi  des  actions  entre  les 
points  matériels  à  des  distances  très-petites,  exprimons 
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lirectemeDt,  comme  a  fait  Cauchy  (^),  les  résultantes  de 
es  actions,  et  calculons  avec  lui  ce  qu^elles  deviennent 
Q  intensité  et  en  direction  après  les  petits  changements 
les  distances  moléculaires.  Cette  méthode  nous  permct- 
ra  de  ne  point  supposer  que  l'état  primitif  soit  ce  que 
lous  avons  appelé  un  état  naturel  (n^  266);  de  tenir 
>x>mpte,  ainsi,  de  ce  que  les  attractions  et  répulsions  mo- 
éculaires  antérieures  aux  déformations  considérées  pou- 
vaient avoir  des  résultantes  non  nulles,  ou  produire  déjà 
les  pressions^  et  de  ce  que  ces  actions  influent  alors  sur 
es  pressions  ultérieures  autrement  que  par  une  simple 
addition  des  pressions  primitives  qu'elles  engendraient. 
Pour   apprécier  facilement   la    part  plus  ou  moins 
grande  d'influence  des  actions  qui  s'exercent  à  diverses 
distances  et  sous  diverses  inclinaisons  sur  le  plan  de  la 
face  a&  qu'elles  traversent  (fig»  Sg),  nous  démontrerons 
l'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  pression  sur  une  petite  face  ab,  ou 
(q^  253)  la  résultante  de  toutes  les  actions  moléculaùes 
sensibles  qui  ^exercent  à  travers  sa  superficie  tù,  peut  être 
remplacée  par  la  résultante  des  actions  qui  seraient  exer- 
cées sur  chaque  molécule  m  d'un  des  côtés  de  son  plan, 
par  une  masse  concentrée  à  son  centre  M  (Jig*  Sg), 
égale,  pour  chaque  molécule  m,  à  celle  d^un  cylindre 
de  la  matière  du  côté  opposé,  ayant  eo  pour  base^  et  une 
hauteur  égaie  à  la  distance  de  m  au  plan  de  co. 

En  sorte  que  si  p  représente  la  densité  du  corps  (ou 
celle  de  la  matière  de  gauche  si  elle  difl^re  de  celle  de 
droite)  ; 

(  *  )  Dans  deux  beaux  Mémoires,  insérés  aux  Exercices  de  Uathémeti^ 
quet,  troisième  année  (1838),  p.  188,  Sur  l'équilibre  et  le  mouvement  d'un 
tytième  de  poinit  (présenté  à  l'Aifiidémie  le  1*'' octobre  1827,  le  même 
Jour  où  Poisson  en  présentait  un  sur  le  même  sujet),  et,  p.  ai 3,  De  U 
preuion  ou  tension  dans  un  système  de  points  matériels, 

I.  43 
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r  les  distances  Mm  du  centre  M  aux  molécules  m  da 
côté  droit  de  la  face  ; 

n  la  direction  de  la  normale  Mn  à  la  face  du  même 
côté; 

Et  par  conséquent  |D  .  cd  •  rcos  (r,  n)  la  masse  du  cylindre 
de  matière  du  côté  gauche  répondant,  de  la  manière  dite, 
à  la  molécule  m  du  côté  droit  ; 

EnGnyr  représente  l'intensité  de  l'action  de  deux  mo- 
lécules d'un  côté  à  l'autre  de  la  face  pour  l'unité  de  leurs 
masses,  et  à  la  distance  r,  et  aussi  dans  la  direction  r 
(car  l'analyse  ci-après  s'applique  tout  aussi  bien  quand 
la  contexture  varie,  de  sorte  que  la  fonction  f  change 
avec  la  direction)^ 

La  pression  équivaut  à  une  résultante  d^actions 

lit .  pw  r  cos  (r,  n  )  ./r 

s*exerçant  à  toutes  les  distances  rdu  centre  M,  et  s'éten*- 
dant  à  toutes  les  molécules  m  du  côté  droit. 

En  effet  si ,  parmi  toutes  les  actions  des  molécules  m\ 
m',, . .  de  gauche  sur  les  molécules  m^^  m"^ ....  ou  m  de 
droite  dont  les  directions  traversent  o),  nous  considérons 
d'abord  seulement  celles  qui  ont  lieu  à  des  distances 
égales  et  parallèles  à  une  certaine  ligne  rou  Mm  tirée 
arbitrairement  du  côté  droit  par  le  centre  M,  toutes  les 
molécules  de  gauche  qui  les  exercent  sont  évidemment 
contenues  dans  le  cylindre  oblique  abb'a'  élevé  à  gauche 
sur  ab  =  (i)  comme  base  et  ayant  des  arêtes  égales  et  pa- 
rallèles à  r;  de  même  que  les  molécules  qui  les  éprouvent 
sont  toutes  contenues  dans  un  cylindre  égal  abb^a" 
élevé  à  droite  en  prolongement  de  Tautre.  Leur  somme 
équivaudra  donc  à  Taciion  qui  serait  exercée  sur  uoe 
molécule  unique  m  située  à  l'extrémité  m  de  la  ligne  /' 
par  toute  la  masse  p.ci>rcos(r,  n)  de  ce  cylindre  oblique 
de  gauche  concentré  en  M. 


THÉORIE   GÉKÉRAXB   DE    l' ÉLASTICITÉ.  67$ 

Il  résulte  de  ce  ihëorème  (*)  que  s^il  s'agit  d'une  pres- 
sion intérieure^  ou  si  la  matière  est  la  même  des  deux 
côtés  de  la  face,  et  si  nous  appelons  encore 

s  le  sens  arbitraire  suivant  lequel  on  veut  prendre  la 
composante  (^^p^s  de  la  pression  sur  ot); 

Et  (avec  Poisson  et  Cauchy)  : 

W  une  somme  relative  aux  dislances  r  du  centre  M  de 
la  face  à  toutes  les  molécules  environnantes  ^ 

En  sorte  que  -  W  sera  la  somme  relative  aux  molé- 
cules d'un  des  deux  côtés  ; 

On  aura,  en  divisant  par  co,  Texpression  générale  sui- 
vante de  la  composante,  suivant  une  direction  donnée  i, 
de  la  pression  sur  Tunité  d'une  petite  face  dont  la  nor- 
male a  une  direction  n  aussi  donnée, 

(4o)  />a*  =  p^  ^'•./'•.cos(r,  n)cos(r,5); 

formule  fondamentale  dont  l'exactitude  ne  nous  a  jamais 
paru  douteuse,  et  quMl  n'y  a  plus  qu'à  particnlariser  pour 
avoir  toutes  les  autres  formules  de  la  mécanique  molécu- 


(*)  Nous  l'avons  dcmonlré  pour  la  première  (ois  pour  celle  d^JiniUon 
de  la  pression  {n***  253, 254)  à  la  Société  philomatbique  en  mars  1844»  ^t 
aux  Comptes  rendus,  7  juillet  i845  (t.  XXI,  p.  i!\).  Caacby  Ta  démontré 
de  même  dans  un  Mémoire  inédit  {Comptes  rendus,  33  juin  et  14  juillet, 
t.  XX,  p.  1765,  et  t.  XXI,  p.  iqS).  Il  est,  au  reste,  presque  évident,  et 
il  a  été  admis  aussi  par  Poisson  (t.  VIII  dos  Mémoires  de  C Institut, 
p.  375,  et  Journal  de  l'École  Poix  technique,  XX"  caliier,  art.  16  ou  p.  3 1), 
par  MM.  Lamé  et  Clapeyron  {Savants  étrangers,  l.  IV,  p.  483  ou  art.  30), 
par  Cauchy  {Exercices,  troisième  année,  p.  3 16)  pour  une  autre  dé- 
finition de  la  pression  ;  et  il  n*a  été  constesté  que  depuis  qu'on  a  pré- 
tendu établir  les  formules  des  pressions  par  un  simple  raisonnement 
mathématique  {u^  267),  sans  se  baser  sur  la  loi  physique  des  actions 
moléculaires  à  distance. 


43. 
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r  les  distances  Mm  du  centre  M  auY  molécules  m  da 
côté  droit  de  la  face; 

n  la  direction  de  la  normale  Mn  à  la  face  du  même 
côté; 

Et  par  conséquent  |D  •  cd  •  rcos  (r,  n)  la  masse  du  cylindre 
de  matière  du  côté  gauche  répondant,  de  la  manière  dite, 
à  la  molécule  m  du  côté  droit; 

EnGn^r  représente  Tintensité  de  l'action  de  deux  mo- 
lécules d*un  côté  à  l'autre  de  la  face  pour  l'unité  de  leurs 
masses,  et  à  la  distance  r,  et  aussi  dans  la  direction  r 
(car  l'analyse  ci-après  s'applique  tout  aussi  bien  quand 
la  contexture  varie,  de  sorte  que  la  fonction  f  change 
avec  la  direction)^ 

La  pression  équivaut  à  une  résultante  d'actions 

lit .  pw  r  cos  (r,  n  )  ./r 

s' exerçant  à  toutes  les  distances  r  du  centre  M,  et  s'éten- 
dant  à  toutes  les  molécules  m  du  côté  droit. 

En  effet  si,  parmi  toutes  les  actions  des  molécules  m', 
m',. . ,  de  gauche  sur  les  molécules  m^\  m"^ ....  ou  m  de 
droite  dont  les  directions  traversent  o),  nous  considérons 
d'abord  seulement  celles  qui  ont  lieu  à  des  distances 
égales  et  parallèles  à  une  certaine  ligne  rou  Mm  tirée 
arbitrairement  du  côté  droit  par  le  centre  M,  toutes  les 
molécules  de  gauche  qui  les  exercent  sont  évidemment 
contenues  dans  le  cylindre  oblique  abb'a'  élevé  à  gauche 
sur  ab  =  (s>  comme  base  et  ayant  des  arêtes  égales  et  pa- 
rallèles à  r;  de  même  que  les  molécules  qui  les  éprouvent 
sont  toutes  contenues  dans  un  cylindre  égal  abb"a" 
élevé  à  droite  en  prolongement  de  l'autre.  Leur  somme 
équivaudra  donc  à  Faction  qui  serait  exercée  sur  uoe 
molécule  unique  m  située  à  l'extrémité  m  de  la  ligne  r 
par  toute  la  masse  p.ci>rcos(r,  n)  de  ce  cylindre  oblique 
de  gauche  concentré  en  M. 
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Il  résulte  de  ce  iliëorèrae  (*)  que  s^il  s'agit  d'une  pres- 
sion intérieure^  ou  si  la  matière  est  la  même  des  deux 
côlés  de  la  face,  et  si  nous  appelons  encore 

s  le  sens  arbitraire  suivant  lequel  on  veut  prendre  la 
composante  (t^p^s  ^^  ^^  pression  sur  ot); 

Et  (avec  Poisson  et  Cauchy)  : 

W  une  somme  relative  aux  dislances  r  du  centre  M  de 
la  face  à  toutes  les  molécules  env^ironnantes  ^ 

En  sorte  que  -  W  sera  la  somme  relative  aux  molé- 
cules d'un  des  deux  côlés  ; 

On  aura,  en  divisant  para),  Texpression  générale  sui- 
vante de  la  composante,  suivant  une  direction  donnée  i, 
de  la  pression  sur  Tunité  d'une  petite  face  dont  la  nor- 
male a  une  direction  n  aussi  donnée, 

(4o)  />o.v=p^^'*./'-.cos(r,n)cos(r,5); 

formule  fondamentale  dont  Texactitude  ne  nous  a  jamais 
paru  douteuse,  et  qu'il  n'y  a  plusqu^à  particulariser  pour 
avoir  toutes  les  autres  formules  de  la  mécanique  molécu' 


(")  Nous  l'avons  démontre  pour  la  première  îois  pour  cette  dt^Jiniiion 
de  la  pression  (n^**  253, 254)  à  la  Société  philomathique  en  mars  i844f  ^t 
aux  Comptes  rendus,  7  juillet  i845  (t.  XXI,  p.  sj)*  Caucby  Ta  démontré 
de  même  dans  un  Mémoire  inédit  [Comptes  rendus,  33  juin  et  i/|  juillet, 
t.  XX,  p.  1765,  et  t.  XXI,  p.  ii5).  11  est,  au  reste,  presque  évident,  et 
il  a  été  admis  aussi  par  Poisson  (t.  VIII  des  Mémoires  de  C Institut, 
p.  375,  et  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XX*  cahier,  art.  16  on  p.  3i), 
par  MM.  Lamé  et  Clapeyron  {Savants  étrangers,  l.  IV,  p.  4B3  ou  art.  30), 
par  Caucby  {Exercices,  troisième  année,  p.  3 16)  pour  une  autre  dé- 
finition de  la  pression;  et  il  n*a  été  constesté  que  depuis  qu'on  a  pré- 
tendu établir  les  formules  des  pressions  par  un  simple  raisonnement 
mathématique  (n<>  267),  sans  se  baser  sur  la  loi  physique  des  actions 
moléculaires  à  distance. 
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laù^  appliquée  principalement  à  la  théorie  de  l'élasticité. 
Nous  aurions  pu  en  tirer  même  les  théorèmes  I  et  II  des 
n*»'  256  et 257,  et  les  égalités  (i),  (a),  (3),  (4),  (5)  jmais 
nous  avons  préféré  les  déduire  ci-dessus  dé  considérations 
que  personne  n*ait  jamais  contestées,  et  qui  sont  dues  éga- 
lement à  Cauchy.  11  serait  facile  de  la  démontrer  (*)  pour 
des  systèmes  mélangés  de  molécules  de  nature  dilTércnte 
exerçant  des  actions  mutuelles  de  diverses  intensités, 
fr  étant  alors  une  fonction  en  quelque  sorte  moyenne 
composée  par  règle  d^alliagc. 

278.  Application  au  cas  de  contexture  le  plus  gé' 
néral.  —  Nous  n'avons  à  considérer  ici  que  ce  qui  se 
passe  dans  une  portion  très-petite  du  corps,  contenant 
les  niblt'cules  exerçant  des  actions  d'une  intensité  sen- 
sible d*un  côté  à  Tautre  de  petites  faces  se  croisant  en  un 
même  point  M;  et  les  déplacements  des  divers  points  de 
cette  portion,  quelle  ({ue  soit  leur  grandeur  absolue  dans 
Tespacc,  sont  toujours  supposés  te!s  que  les  dislances  des 
uns  aux  autres  n'augmentent  ou  ne  diminuent  que  dans  de 
très-fuibles  proportions.  Nous  pouvons  donc  supposer  cette 
portion  Je  corps  amenée,  de  pi  inie  abot  d,  par  des  transla- 
tions et  rotations  n'altérant  en  rien  les  distances  mu- 
tuelles, dans  une  situation  où  ses  points  soient  très-voisins 
des  emplacements  qu'ils  doivent  occuper  après  les  dépla- 
cements, ce  qui  ne  changera  rien  aux  forces  développées. 
De  celte  manière,  nous  pourrons  supposer,  avec  Cauchy 
elles  autres  auteurs,  les  dêpiaccnœnts  très-petits,  sans 
restreindre  la  généralité  des  formules  a  obtenir  pour  les 
pressions  sur  des  plans  perpendieulaii  es  aux  coordonnées 
rectangles  (**). 


(*)  Nouvelle  édilion  des  Leçons  de  NavUr^  Appoiidice  III,  note  du  J  a3, 
p.  ùfi". 

{**)  On  trouve  au  même  Appendice  lit  de  la  nou>  clic  édition  de  Navier, 
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Soient  donc 

X,  y^  z  les  coordonnées  rectangles  du  centre  M  de  la 
face,  avant  les  déplacements  ; 

x-h^y  y-h^'i  z-\-w  ce  que  sont  devenues  ces  coor- 
données, ou  u^  i',  tv  les  projections  sur  les  r,  les  j^, 
les  z  de  son  déplacement,  supposé  irès-pelit  comme 
nous  venons  dédire; 

x-fx»  j^-h  y,  X  -4-  z  les  coordonnées  primitives  de  la 
molécule  m  très-proche,  ou  k,  j,  z  les  projections 
de  Mm  =  r  sur  les  x,  y,  «  ; 

x-l-u-h  x-f-Aii,  ^ -f-f^-hy-nAi',  z-^-w-^-z-k-^w 
les  coordonnées  de  la  même  molécule  m  après  les 
déplacements  ('*'); 

p  la  densité,  ou  la  masse  de  Tunité  de  volume  autour 
de  M  avant  les  drpl'Uxvnciits*, 

pi,  Ti  les  Valeurs  qu'ont  prises  la  densité  p  et  la  |)etiie 
distance  Mm  =  /' après  les  déplaremenis; 

plx^  Pjj%'  •  •»  p!^  l**s  grandeurs  que  pouvaient  avoir, 
avant  les  déplacements,  les  six  composantes,  paral- 
lèlement Buxx^y,  Zj  des  pressions  sur  Tunité  super- 
ficielles de  trois  petites  lares  se  croisant  au  point  M 


note  du  J  23,  p.  667  à  573,  la  n:ënie  analyse,  sans  réduire  ainsi  préala- 
blement les  déplacements  u,  r,  w  à  être  très-petits  et  sans  même  les  faire 
entrer  dans  le  calcul;  et  aussi,  en  prenant  les  pressions  sur  des  plans 
quelconques  rectangulaires  ou  obliques  furt  peu  indinés  sur  les  plans 
matériels  primitivement  perpendiculaires  auxx,j,  «,  au  lieu  de  ne  les 
prendre  quesur  des  plans  actucllemeni  perpendiculaires  aui  mêmes  coor- 
données. 

(*)  Ces  notations  sont  à  peu  pré^i  celles  que  Cauchy  a  adoptées  (innle- 
ment  {Exercices  d*analjrse  et  de  pkjsiquf  mathémaiiiju<»f  t.  I"',  iKjo,  p.  1 
et  suiv.).  Il  appelait  précédemment  (  Exercicrs  de  àlathcMdiiijucSf  lioi- 
sième  année)  Ax,  A/,  àz  ou  rcosa,  rcosê,  rcosy  ce  qu'il  a  nommé, 
depub  1840,  X,  y,  x;  et  ''(iH-<)  ce  qu'il  a  appelé  r-f- /s,  auquel  nous 
substituons  r,  pour  éviter  la  confusion  avec  la  densité  api  eLc  p.  Nouft 
mettons,  pour  les  déplacements,  u,  »",  ti«,  notation  qui  a  prévu  u  (Foiss  <;, 
Lamé  et  Clapeyron,  Stokes,Kirchborr,  Neumann),  au  lieu  de  Ç,  /;,  ^  t|uV:n- 
ployait  Caucby. 
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perpendiculairement  entre  elles  et  aux  mêmes  coor- 
données ; 
Pxx»  /^.».M'«*>  /Vr  '©s  composantes  pour  Tunité  su- 
perticielle  mesurée  après  les  déplacements,  et  tou- 
jours sur  des  faces  perpendiculaires  et  dans  des  sens 
parallèles  actuellement  aux  Kxes  fixes  des  coordon- 
nées Xy  y  y  z. 
Nous  aurons  d'abord,  d'après  la  formule  fondamen- 
tale (4o),  expression  du  théorème  du  n^  276,  en  rem- 
plaçant successivement  n,  s  par  x^  y^  z,  et  vu  que 

rcos(r,  x)  =  x,     rcos(r,j)  =  y,     rcos(r,z)=ï, 

les  expressions  suivantes  des  composantes  de  pression  an- 
térieures aux  déplacements 

(40      { 

'''• = 2  S  "4  "y  ' 

et  ensuite,  pour  deux  des  composantes  après  les  déplace- 
menls,  Xj  y,z  devenant  x-h  Azt,  y-hAi%  z-ir-Aw: 

(43)  />,,.=  ^'g/.i(y-f-A.)(z-+-A«0^- 

Or,  en  projetant  Au,  A^',  A^v,  excès  des  déplacements 
de  m  sur  ceux  de  M,  sur  leur  ligne  de  jonction  primi- 
tive r,  et  prenant  }a  somme,  on  a,  pour  T accroissement 
que  cette  ligne  a  subi,  à  cela  près  de  grandeurs  négli- 
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geables, 

(Xi)  r,—  r=:-  Att  -f-  -  Ac  H-  -  Acr. 

NTT/  r  r  r 

Et  puisque  raccroissemeut  r,  — r,  positif  ou  négatif,  est 
extrêmement  petit  vis-à-vis  de  r,  on  peut  prendre,  en  dë- 

veloppant  la  fonction  —  de  r,  =rH-  (/\ — r),  et  en  se  bor- 

nant  à  la  puissance  première  de  /'i  —  r, 

(45)       {  '•'       '•  '"  ^, 

=  ' h(xAwH-vAp-f-  7.\w) --• 

Substituant  dans  (4^^)  et  (4^)9  effectuant  les  multipli- 
cations  et  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  accrois- 
sements A  des  déplacements,  nous  avons 


^^"=28." 


—  x^-+-2~xA« 

r  r 


.il: 


(46) 


-4-    x'Aa -+- x'vAp -f- x*zAcv)  — --    I9 


/5, 01/^         A  A 


l 


■f-  (xvz 


41 

Aw -+- y'zAc -h  xz'Ah')      .      I- 


Or,  quelque  îrrégulière  que  puisse  être  la  marche  des 
déplacements  des  molécules  quand  on  passe  de  Tune  à 
Vautre,  les  irrégularités  individuelles  disparaissent  lors- 
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qu'on  en  considère  simultanément  un  nombre  suflisant;  et 
les  moyennes  u,  u^  iv,  ou  les  déplacements  des  centres  de 
gravité  de  leurs  groupes,  peuvent  être  r^ardés  comme  va- 
riant assez  régulièrement  avec  x,  y^  z^  pour  qu^on  puisse 
appliquer  le  théorème  de  Taylor  an  développement  des 
accroissements  A  qu'ils  subissent  lorsqu^on  passe  du 
point  (jc,y,z)  au  point  (x-f-x,  J'-f-y,  zH-z),  11  en 
résulte 

da         du  du 


I .  a  \djc* 


d*u    .       d*u  d*a 

dj*  ^         dz*  dfdz^ 


I  dUi  d'u        \ 

(47)  (  -^^s^^-^^^^^yj-^--' 

dp  dtf  dp 

dw  dv»         dw 

dont  on  peut  se  borner  ici  à  prendre  les  termes  du  pre- 
mier ordre,  ce  qui  donne,  par  (44))  lexpression  suivante: 

I  Vdu    .       dv  dw  / dv       dtv\ 


I  da'       du\  /du        dv  \       1 


qui  est  conforme  à  celle  (i4)  de  i^r=-- • 

Enfin,  il  ne  faut  pas  oublier  de  mettre  pour  la  densité 
sa  valeur  nouvelle.  Comme  les  dimensions  d'un  élément 
parallélîpipède  rectangle,  parallèles  aux  jr,  auxj ,  aux  r, 
se  sont  dilatées   respectivement   dans  des    proportions 

(n°  274) 

du        dp         dA^ 
dx       dj        dz 
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et  comme  ses  angles  presque  droits  ont  encore  l'unité 
pour  sinus,  son  volume  s'est  accru  dans  la  proportion 

Il  y  a  d'autant  moins  de  molécules  sous  même  volume, 
et  Ton  a  pour  la  nouvelle  densité 


p.= 


(48)        {        y  '  iixjy  '  djj  y  '  7û) 


( 


du       dp        duf\ 
dx       dy        dz  j 


Cette  expression  doit  être  mise  pour  pi   dans  les  for- 
mules (46)  en  même  temps  qu'on  y  met  (47-)  pour  Au, 

Ai',  Aw.  Cela   revient  â   mettre  p  pour  p^   hors  du 

•   O       ..    ♦  !.•     !•  ^'^  ^^  ^"'     I  1 

signe  ^  et  a  multiplier  par  i—  ^ ^ -r-  les  seuls 

premiers   termes  —  x*,  —y*  de  (46)  entre  crochets*,  car 

les  produits  de  Au,  A  i^,  Atv  par  -r-  9  -7-9  -r-  doivent  être 

^      dx     dj     d% 

négligés. 

En  opérant  ces  substitutions,  et  en  ayant  égard  aux 
valeurs  (4i  )  des  pressions  antérieures  ^*,  puis  en  faisant 

(49)      {  jA 

et  ainsi  des  autres. 
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expressionsdanslesquelleslessommes  W  sont  toutes  rela- 
tives à  Tétat  primitif  quant  à  la  situation  des  molécules 
ou  aux  grandeurs  des  distances  r  et  de  leurs  projec- 
tions X,  y,  z,  on  obtient 

.     /        lia       dv        dw\  .    ^«^    .         •    ^'* 


du  dv 


^xxxx'j r-  ^stfj  '~,       I    ax«»« 


dw  I  c/p  dw\ 

di  '^  """  \^  '^  d}) 


/  div        du 
\  dx        dz 


div       du\  ( du        dv  \ 


,  /         du\  ,    dv  .div  ,  d»  .  du> 

p,.  =  p,l  (^,-  _)  +;,;.  -  +  pi,-  +pU-  +p?,^ 

du  dv  dw  f  dv        dt^' 

"•■  ^''"di  ■*"  '^'^  Ty  "^  ^^'"Ih   "•■  "'•'•  \dz  "•■  7} 

[dw       dtt\  (du,       dv\ 


c'est-à-dire  des  expressions  se  composant  chacune,  i°  de 
plusieurs  termes  affectés  des  six  composantes  p^  des  pres- 
sions antérieures  aux  déplacements  w,  p»,  w,  et  a^  de  sexli- 
nômes  affectés  des  coefficients  a,  et  qui  ne  diffèrent  en 
rien  des  expressions  (26)  trouvées  autrement  au  n°  269 
pour  les  composantes  de  pression  du  cas  où  il  n'y  en  avait 
aucune  antérieurement  aux  déformations. 

Nous  avons  donc,  en  écrivant  pour;:?,.,.,  p„,  p„,  p^^ 
des  expressions  analogues ,  ces  formules  très-générales 
des  neuf  composantes,  réduites  à  six  inégales,  des  pres- 
sions qui  ont  lieu,  après  les  déplacements  w,  v,  w,  sur 
trois  faces  maintenant  perpendiculaires  aux  coordonnées 
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mgles  Xjj^  z,  et  d'une  superficie  égale  k  Tunité 

.  ^    I du         du         dw\ 

,    da  ,   du 

.  .     I  dv         div       du\ 

Pyr  =  v..^+p.^.\Ty-d^-T^) 

^    dif  .    dv  , 


dz     •      '^^r/r 

dx        dj] 


/;„  =;;•.  -h  /;f.    /-^  —  ^  —  ^  ) 


a      ''"'  A    dw  . 

,  .du  »    d»  .   div 

.    dv  -    f/rt' 

■^P--â,+P.^.r-^+P.r» 

•  •   ^*'  •    ^«'  •  du 

P"  =P"-P''Ty^  /•'.'  ^  +  /V'-  ^ 

,   div  du  . 

-  ^  dw  .du  -    rfp 

Pf^=p^,-p^-^+p,.^^  +Pi^^^ 

.  du  .    dv  , 

/?lx,  y'r,,  />i.,  pl%y  pLf  ply  remplaçant  ici  les  exprès- 

sions  sextinômes  (36)  2Lxxxx  -j h. .  . ,  dans  lesquelles 

de 

on  aurait  mis 

du       dv       d(v      dv        dw      dw        du      du         dv 
dx       dy      dz       dz        dy      dx        dz      dy        dx 

\  à  la  place  de  ^„  D^,  î)„  g^„  g„,  g^  (*). 

Ce  sont  les  formules  complètes  qu'on  trouve  (sauf  les  notations)  à 
;e  i38  de  la  quatrième  année  des  Exercices  de  Hatkématiques,  et  qui 
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Ces  formules  contiennent  vingt  et  une  constantes,  miîs 
dont  six,  savoir 

/>xx»      prjj      P%»9      Pj-%9      P%jey      P^r^ 

ne  sont  que  les  composantes  des  pressions  primitives, 
toutes  nulles  quand  Vétat  antérieur  aux  déplacemenU 
était  un  état  naturel,  où  aucune  force  extérieure  n^agi»- 
sait  encore  sur  les  molécules.  Quant  aux  autres  con- 
stantes, au  nombre  de  trente-six  en  apparence,  appelées 
comme  aux  formules  (26) 

elles  se  réduisent,  da  ns  le  fait,  à  quinze  distinctes  seulement, 
car  comme  les  sous-lettres  x^y^  z  remplacent  les  facteurs 

X,  y,  z  qui  sont  sous  les  signes  W  dans  les  expressions  (5o), 

tous  ceux  de  ces  coefficients  a  qui  ont  les  mêmes  sons- 
lettres  en  même  nombre,  quel  que  soit  leur  ordre,  sont 

se  déduisent  immédiatement,  du  reste,  de  celles  que  Caachy  arait  données 
à  la  troisième  année  (1828),  p.  i^i-ti^,  en  substituant  à  p,  qui  y  dé>igne 

(du      dv      dw\ 
I — — j— lA;  car  Cauchy  désigne 

par  A  la  densité  ancienne  qui  est  ici  appelée  p. 

Poisson  a  été  amené  aussi  tiualement,  en  1829,  mais  pour  le  seul  cas 

particulier  de  Tisotropie,  à  la  page  5:2  du  XX®  Cahier  (  t.  XIII)  du  Joarwl 

de  l'École  Polytechnique,  à  ces  six  expressions,  après  avoir  reconnu  que 

les  neuf  autres,  toutes  inégales  et  contenant  moins  de  termes  en  /»*  (qu'il 

avait  données  à  la  page  47»  et  aussi  au  tome  VlU  des  Mémoires  de  l'iiuti' 

tut,  p.  38a),  ne  représentaient  que  les  composantes  parallèlement  aux  axes 

des  X,  jr,  s  de  pressions  sur  des  faces  primitivement  perpendiculaireSi 

maintenant  un  peu  obliques  à  ces  axes  fixes,  et  ayant  des  superficies 

primitivement  égales  à  Tunité  et  devenues  un  peu  plus  grandes  par  suite 

de  ce  que  leurs  dimensions  parallèles  aux  x,  aux  j,  aux  e,  ont  augmenté 

dans  des  proportions 

du  d%^  dw 

deiài-h  — ,     ài-t-j-»     etài-h^; 

remarque  essentielle,  comme  on  peut  voir,  par  ses  conséquences,  aux 
Comptes  rendus,  28  juillet  et  4  août  i86a,  t.  LV,  p.  2o3,  irii. 
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[aux,  en  sorte  qu'entre  ces  trente-six  coeflficients,  il  y  a 
>n-seulement  les  quinze  égalités  (3o)  résultant  de  la 
>rmutation  possible  des  deux  premières  sous-lettres  avec 
s  deux  dernières  à  la  fois,  démontrées  autrement  par 
rcen,  mais  encore  les  six  égalités  (3i)  simplement  au- 
sucées  au  u°  270;  ce  qui  prouve  qu  on  peut  faire  per- 
luter  aussi  une  des  deux  premières  sous-lettres  avec  une 
*s  deux  dernières. 

Les  pressions  primitives  p^^  si  elles  proviennent  par 
temple  de  la  pesanteur,  peuvent  être  de  même  ordre  de 
*andeur  que  les  pressions  p — p^  ultérieurement  pro- 
iiites.  Mais  elles  sont  généralement  fort  petites  vis-à-vis 
es  quinze  coefficients  {f  élasticité  a  dont  les  valeurs, 
3mme  ou  sait  par  la  théorie  usuelle  de  la  résistance  des 
olides,  se  comptent  par  billions  de  kilogrammes  quand 
unité  de  surface  est  le  mètre  carré;  ce.  qui  vient  de 
e  qu'apparemment  la  force  moléculaire  Jr^  excessive- 
icnt  variable  avec  la  distance  r,  est  toujours  petite  en 

omparaison  de  '^  -j-'  Les  produits  de  ces  pressions  pii- 

litives  p^  par  les  neuf  dérivées  —j  ;^»  •  •  •  »  -7-  peuvent 

onc  être  effacés  généralement  devant  les  termes  des  p^ 
ffectés  des  coefficients  a,  en  sorte  que,  pour  les  corps 
olides  terrestres,  les  excès 

les  pressions  ultérieures  sur  les  pressions  primitives,  se 
éduisent  aux  p%  cW-à-dire  aux  expressions  (^6),  qu'on 
i  lorsqu'on  part  de  l'état  naturel.  Mais  pour  Tétlier  lu- 
mineux répandu  dans  les  espaces  célestes  ou  dans  les  corps 
transparents,  ou  pour  Tair  si  ces  formules  peuvent  s'y 
appliquer,  ou  même  pour  un  solide  qui  aurait  été  forte- 
ment comprimé  avant  d'éprouver  quelque  compression 
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ultérieure,  les  termes  en  p^  peuvent  n'être  point  négli- 
geables. 

Au  reste,  on  explique  facilement  la  présence,  dans  (5o), 

de  termes  en  p^  affectés  de  dérivées  telles  que  -r-»  — » 

^      df    dt 

—  9  •  •  •  9  qui  ne  sont  pas  dés  dilatations  et  qui  ne  sont  que 

II 

des  portions  de  glissement;  ces  termes  subsistent  seuls, 
avec  le  terme  en  p^  non  affecté,  quand  on  suppose  nuls  les 
glissements  et  les  dilatations,  auquel  cas  les  déplacements 
Uy  (^,  w  ne  produisent  que  de  petites  translations  et  rota- 
tions. Ces  mêmes  termes  proviennent  alors  de  ce  que  les 
faces  parallèles  aux  plans  fixes j^z,  zx,  xy^  sur  lesquelles 
les  pressions^  se  prennent,  n^occupent  plus  les  mêmes  po- 
sitions dans  le  corps,  où  les  pressions  p^  sont  supposées 
n'êire  pas  les  mêmes  en  tous  sens  autour  de  chaque  point. 
On  obtient  effectivement  ces  termes  par  les  formules  (6) 
Pj^j^  =  PjcxCxx»  4-  •  •  •  de  changement  de  plan  de  pression, 
si  l'on  y  remplace  x\  y\  z'  par  x,  y^  z,  et  x,  j%  z  par 
XoïJ^O)  ^0  supposés  représenter  les  directions  primitives 
des  trois  droites  matérielles  rectangulaires  devenues  pa- 
rallèles à  Xy  y  y  z  (en  sorte  que  /?x,t,j  Pj.t.-  •  •»  sont  la 
même  chose  que/9J^j,,  p%^> .  •);  car  les  cosinus  ont  alors 
les  valeurs  suivantes   faciles   à    tirer  de  considérations 
semblables  à    celles   qui    ont   fourni  les    termes  de  la 
deuxième  expression  (36)  du  n*^  275 


Cx.x  —  1  , 

du 

du 
"'"        dz  ' 

dv 

''^   ds' 

«>./  —  '  ' 

dv 
*"•"  -  dl  ' 

div 

du* 

c...  —  1  ; 

et  Ton  peut,  en  les  substituant,  négliger  les  carrés  et  les 
produits  de  ceux  qui  ne  sont  pas  égaux  à  i.^ 
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Les  termes  en  p^  dont  nous  parlons  peuvent  donc  être 
regardes  comme  représentant  (à  cela  près  de  quantités 
négligeables)  les  composantes  de  pressions  antérieures 
aux  déplacements,  sur  les  trois  faces  devant  dei^enir  per- 
pendiculaires aux  Xy  aux  j-,  aux  z. 

Ces  termes,  hors  celui  qui  n'est  pas  aiTecté  de  ;7~  ou 

^9  •••9  ne  se  trouveront  point  dans  les  formules,  si  au 

lieu  de  prendre  les  pressions  p^^x^  •  •  •  9  Pxj  sur  ces  plans 
rectangulaires,  on  calcule  les  composantes 

/'*'*'>    py/9    /^iV,    /y^'i    ptft'f    Px^/ 

des  pressions  sur  les  plans  très-peu  obliques  ji  MoTi , 
ZiMfXiy  XiMi^j,  dans  lesquels  ces  mêmes  plans  se  sont 
transformés,  en  estimant  ou  projetant  les  pressions,  non 
pas  suivant  les  intersections  Xi,  jr^^  Zj,  mais  suivant 
trois  droites  a:',  j"',  «'  perpendiculaires  respectivement 
aux  mêmes  trois  plans.  Alors  il  ne  restera  d'affecté  des  /7^, 
dans  les  expressions,  tirées  des  formules  (5o),  des  excès 
Pjcj,  —  ^*x)--*  composantes  nouvelles  sur  les  anciennes, 
que  les  premiers  ternies ,  tels  que 

-     /du        dv        du'\  ,    du 

OÙ  se  trouvent  engagées  les  dilatations. 

279.  Équations  d'équilibre  les  plus  générales,  quant 
à  la  contcxture  du  corps  et  quant  à  son  état  antérieur 
aux  déplacements .  —  Au  lieu  de  substituer  à  p,,, 
Pjjj  .  • . ,  pxj  dans  les  équations  d'équilibre  (9) 


dx 


les  formules  (26)  ou  (3a)  ù  (35),  comme  on  a  fait  au 
n^  276,  si  Ton  substitue  les  formules  (5o)  qui  supposent 
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ullërieure,  les  termes  en  p^  peuvent  n^ètre  point  négli- 
geables. 

Au  reste,  on  explique  facilement  la  présence,  dans  (5o), 

de  termes  en  »®  affectés  de  dérivées  telles  que  -t-j  -d 

^      df    dz 

—  9  •  •  •  9  qui  ne  sont  pas  des  dilata.tions  et  qui  ne  sont  que 

des  portions  de  glissement;  ces  termes  subsistent  seuls, 
avec  le  terme  en  p^  non  afiectéi  quand  on  suppose  nuls  les 
glissements  et  les  dilatations,  auquel  cas  les  déplacements 
Uy  (^,  w  ne  produisent  que  de  petites  translations  et  rota- 
tions. Ces  mêmes  termes  proviennent  alors  de  ce  que  les 
faces  parallèles  aux  plans  fixes j^z,  zx,  jry,  sur  lesquelles 
les  pressions^  se  prennent,  n'occupent  plus  les  mêmes  po- 
sitions dans  le  corps,  où  les  pressions  p^  sont  supposées 
n'être  pas  les  mêmes  en  tous  sens  autour  de  chaque  point. 
On  obtient  effectivement  ces  termes  par  les  formules  (6) 
Pj^j^  =  PjcxcIx'  4-  •  •  •  de  changement  de  plan  de  pression, 
si  l'on  y  remplace  x',  y\  z'  par  x,  y^  z,  et  x,  j%  z  par 
Xo,j^o)  Zo  supposés  représenter  les  directions  primitives 
des  trois  droites  matérielles  rectangulaires  devenues  pa- 
rallèles à  X,  j,  z  (en  sorte  que  /?xot,î  Pj.t.-  •  -j  sonl  la 
même  chose  que/^^^,  P**?*  *  ■)>  ^^^  '^  cosinus  ont  alors 
les   valeurs  suivantes   faciles   à    tirer  de  considérations 
semblables  à    celles   qui    ont   fourni  les    termes  de  la 
deuxième  expression  (36)  du  n*^  275 


Cx,x  —  1  , 

du 

'>•'    d/ 

du 
"'"        dz  ' 

dv 

"'•^           ds' 

<>./  —  ' . 

dv 
*"'•'        dz  ' 

div 

div 

C...  —  1  ; 

et  Ton  peut,  en  les  substituant,  négliger  les  cariés  et  les 
produits  de  ceux  qui  ne  sont  pas  égaux  à  i.^ 
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Les  termes  en  p^  dont  nous  parlons  peuvent  donc  être 
regardes  comme  représentant  (à  cela  près  de  quantités 
négligeables)  les  composantes  de  pressions  antérieures 
aux  déplacements,  sur  les  trois  faces  devant  det^enir  per- 
pendiculaires aux  Xy  aux  j',  aux  z. 

Ces  termes,  hors  celui  qui  n'est  pas  affecté  de  -r-on 

^9  •••9  ne  se  trouveront  point  dans  les  formules,  si  au 

lieu  de  prendre  les  pressions  p^j^)  •  •  •  «  Pxj  sur  ces  plans 
rectangulaires,  on  calcule  les  composantes 

Px'x'y      Py/9       Pt'z'y       P/^j      Pif^%       Psff 

des  pressions  sur  les  plans  très-peu  obliques  y^  MoTi  , 
z^Mi  j^i,  XiMj^i,  dans  lesquels  ces  mêmes  plans  se  sont 
transformés,  en  estimant  ou  projetant  les  pressions,  non 
pas  suivant  les  intersections  x^y  y^^  Zj,  mais  suivant 
trois  droites  x',  y\  z'  perpendiculaires  respectivement 
aux  mêmes  trois  plans.  Alors  il  ne  restera  d'affecté  des  p^^ 
dans  les  expressions,  tirées  des  formules  (5o),  des  excès 
Pjtx  —  f^xx).-.  composantes  nouvelles  sur  les  anciennes, 
que  les  premiers  ternies ,  tels  que 

-     [du        dv        iiw\  .    du 

OÙ  se  trouvent  engagées  les  dilatations. 

279.  Équations  d'équilibre  les  plus  générales^  quant 
à  la  contcxture  du  corps  et  quant  à  son  état  antérieur 
aux  déplacements.  —  Au  lieu  de  substituer  à  p,,, 
Pjji'  •  •  ?  P'T  ^*^*  1^  équations  d'équilibre  (9) 

dpxx      .  .Y  — 

— -■ —     "T"  ...  *T~  p  JV.  —  O,  •   •   •  I    •   •  •  > 

dx 

les  formules  (26)  ou  (3a)  ù  (35),  comme  on  a  fait  au 
n^  276,  si  Ton  substitue  les  formules  (5o)  qui  supposent 
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l'existence  de  pressions  pl,^ . .  • ,  pi^  antérieures  aux  dé- 
placements, il  faut  en  même  temps,  dans  ces  équations, 
faire 

X=X,-+-X„     Y=:Y,-+-T.,     Z=.Z.^-Z., 

en  appelant 

Xo,  Yo,  Z^  les  composantes,  suivant  les  x,  jr^  z,  de  la 
force  extérieure  (telle  que  la  pesanteur),  qui  pouvait 
agir  sur  F  uni  té  de  masse  au  point  (jr,  yj  z)  avant  les 
déplacements  \ 

Xi,  Tj,  Zt  celles  des  forces  qui  peuvent  être  venujBS, 
depuis,  â*y  ajouter,  et  qui  (avec  les  pressions  exercées  sur 
la  surface)  ont  produit  les  déplacements^  forces  qui,  dans 
le  cas  de  mouvements  vibratoires,  se  réduisent  ordinaire- 
ment aux  seules  inerties  par  unité  de  masse,  en  sorte  que, 
puisque  les  différentielles  par  rapport  au  temps  des  coor- 
données X  4-  II,  y  -4-  */,  r  -h  w  après  les  déplacements,  se 
réduisent  à  celles  des  déplacements  u,  ^,  w,  on  a  alors 

Dans  les  équations  résultant  de  cette  substitution,  les 
forces  primitives  Xo,  Yq,  Zq  disparaîtront  ainsi  que  les 
dérivées  des  pressions  primitives  p^  dans  les  termes  où  ces 

pressions  ne  sont  pas  multipliées  par  les  dérivées  —  9  •  •  •  9 

—9  des  déplacements,  car,  en  venu  de  l'équilibre  pri- 
mitif, Ion  a  (n° 262) 

dpxx    ,    dp*r    ,    dp 


0 
ftX 


eix  djr  dz 


H-  pX»  =  o, 


-f-py.=:0, 


d^       '       djr       '        dz     -^pZ-=^- 


iix  dy  dz 

dpU        dpU         dpi 
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1  dpxx  du 

Quant  aux  termes  tels  ^^  ^-j—  'T'^'"^  V^^  contien- 
nent les  mêmes  dérivées  des  pressions  primitives  multi- 
pliées par  celles  des  déplacements  très-petits,  on  peut 
les  effacer  parce  qu'on  suppose  les  pressions  primitives 
assez  peu  variables  d'un  point  à  Tautre  pour  n'altérer 
que  fort  peu  F  homogénéité  des  distributions  moléculaires. 

On  remarquera  aussi  que  les  termes  négatifs  affectés 
des  p^  seront^  après  les  différentiations  et  les  additions, 
détruits  par  des  termes  positifs  et  égaux ,  et  il  restera 
les  trois  équations  différentielles  : 


(52) 


/'îx 

fi*u 
dx" 

^  d*u         .  d^ii 

,     d^u             ,    d^u 
'^•^    dydz         ^     dzdx 

dx 

dp). 

dy 

p'» 

d^p 
dx' 

^■••^''P^dxdy 

dx 

dPxr 

dr 

• 

,    d'tp 
■^•'^''P"d*dy 

+  '""  ^ 

<//>;. 

2/^îr 


d^ti 


dxdy 
dpi 


'%X 


dz 


-hpX,  =0, 


dz 


-I-  pY,  =  o. 


dx  dy 


dpl 
dz 


4-  pZ,  =0; 


Les  jb'  remplaçant  toujours  les  expressions  (96),  arec  (37) 
substitués  ad,,.,.  ^«^,  c'est-à-dire 

du 


pxx  remplaçant  a,xxx 


dx 


•  •  • 


a 


«»r 


\dx  "^  di) 


et  ainsi  des  autres;  à  différentier  sans  Caire  varier  les  coeffi- 
cients a  (par  la  raison  qu'on  Tient  de  donner  pour  les  /?*). 

On  donnera  au  n^  S82  lear  particularisations  de  cette 
équation. 

I.  44 
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280.  Établissement  des  équations  indéfinies  d^équi- 
lihre  sans  passer  par  le  calcul  des  pressions.  —  Mais 
Cauchy  a  obtenu  ces  équations  d'équilibre  d^une  manière 
directe  sans  passer  aucunement  par  la  considération  des 
pressions,  en  posant  simplement  (comme  avait  fait,  au 
reste,  Navier  dès  i8ai  pour  un  cas  particulier)  les  con- 
ditions d'équilibre  d'une  des  molécules  du  corps  (*). 

Soient  pour  cela  : 

m  cette  molécule,  dont  les  coordonnées  primitives 
étaient  x,/,  z-^ 

X  H-  a,  j^  H-  t^,  r  -h  w  ce  que  ces  coordonnées  sont  de- 
venues après  un  déplacement  très-petit  de  m^ 

m  une  quelconque  des  molécules  environnantes  qui 
sont  dans  sa  spbère  d'activité,  ou  qui  exercent  sur  elle 
une  action  sensible; 

r  la  distance  primitive  de  m  à  m  ; 

Ti  ce  que  cette  distance  est  devenue,  r^  —  r  étant  sup- 
posé très-pelit  vis-à-vis  de  r; 

x-|-x,j^-4-y,-3-{-zles  coordonnées  primitives  de  m; 

x  +  i/H-x-l-Aii,  y-i-i'-f-y-l-At^,  z-f-iv-i-z-f-Au' 
ses  coordonnées  après  les  déplacements  ; 

f  la  caractéristique  de  la  fonction  de  la  distance  r  ou  r, 
exprimant  T action  de  m  sur  m  5 

X^>5  Yo,  Zo,  X,,  Y,,  Zi  les  forces  considérées  au  nu- 
méro précédent. 

Si  W  désigne,  comme  aux  n***  277  et  278,  une  somme 

relative  à  toutes  les  molécules  m  comprises  dans  la  sphère 
d'activité  sensible  de  m,  l'équilibre  de  cette  dernière  mo- 
lécule, ou  la  nullité  des  sommes  de  forces  qui  agissent  sur 
elle,  décomposées  dans  les  sens  x,  j^,  z,  exige  qu'on  ait 


(*)  Exercices  de  àîathématiqaest  troisième  année,  p.    188-312;  et  en- 
suite, Exercices  d'analyse  et  de  phjrsique  mathématiquey  t.  1*^  et  suÎTaDts. 


l'' 
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Avant  les  déplacements 

m  W  m  -fr  -f-  mX«  =  o, 

(53)  <   m  Wm -y>--i- mYo  =  0, 


m  ^m  -fr-^  mZ.  =::o. 


2^  Après  les  déplacements  (en  divisant  tout  par  m) 

i    w  ,;, /r,  -4-  Xo  H-  X,  =  O, 

(54)  I  g//i^-=^/r.4-Y.4-Y.=o, 

m fr,  -+-  Zo  H-  Z,  =  o. 

Substituons  (4^)?  ou 

/•,  r        ^  ^  '  r   dr 

nous  aurons,  en  effectuant  les  multiplications,  et  effa- 
çant, comme  très-petits  du  second  ordre,  vu  la  petitesse 
supposée  de  </,  i^,  w,  les  carrés  et  les  produits  de  Aii,  ^v', 
Aw,  les  trois  équations  d'équilibre  suivantes^  dont  on  a 
retranché  ce  qui  se  détruit,  eu  égard  aux  équations  (53) 
de  V équilibre  primitif  : 

r  4n 

Ww  I  —  AiH-(x*Aw  H-xyApH-xzAw)— —  1  H-X,=o, 

)    r  ''-\ 

1  S'"  I  7**'-^(''y^'*+y*^''-+-y«A«')-;^  |+y,=o. 


I  *— AwH-^xzAii 


^^^ 


W/w  I  *— A»'H-(xz  A  II -h  yz  A  p-f-z»  A  «») — r-  |-|-Z,  =o. 

44. 


ÔgO^  8T1TIQVE. 

Mettons-y  à  la  place  de  Au,  Ai^,  Atv,  les  expressions 
(4?)  4^6  fournit  la  série  de  Taylor  à  trois  variables,  en 
conservant  maintenant  les  termes  du  second  ordre,  tels  que 

TTi  \d^  »•-+-..  +  2  ^^xyj,  qui  ont  pu  être  négligés 

dans  le  calcul  ci-dessus  des  pressions.  Nous  pouvons  faire 

passer  hors  des  signes  W  les  dérivées  de  u,  f^,  w^  qui  sont 

toutes  relatives  au  point  m  (jr,  jr,  2)  du  corps  considéré. 

Les  neuf  dérivées  du  premier  ordre  -r->  -;-»•••»  -r-»  se 

^  dx    dy  d% 

trouveront  multipliées  par  des  sommes  qui  sont  relatives 

à  Fétat  primitif  du  même  corps,  quant  aux  grandeurs  des 

distances  r  et  de  leurs  projections  x,  y,  z;  sommes  qui 

ont  les  formes  diverses  suivantes 

gmx^'      §my:Ç,      S'^'T^' 

dt  d^  dt 


rdr 


et  dans  les  termes  desquelles  les  petites  lignes  x,  y,  z, 
projections  de  la  distance  primitive  r  de  m  à  m  sont,  ou 
seules,  ou  engagées  dans  des  puissances  ou  produits  du 
troisième  degré.  Ces  sommes  se  composent,  comme  le 
remarque  Cauchy  (*),  de  termes  affectés  de  signes  con- 
traires, quand  ils  sont  relatifs  à  deux  molécules  m  situées 
de  part  et  d'autre  de  la  molécule  m  sur  une  même  droite 
quelconque  menée  par  cette  molécule  centrale.  Elles 
sont  toutes  nulles  si  le  corps  est  naturellement  homo- 
gène (n°  274)  et  si  les  forces  X^,  Y^,  Z^  qui  agissaient 
sur  lui  n'ont  pas  altéré  Tégale  distribution  moyenne  des 


(*)  Exercice*  de  MalhémaiiifueSf  troisième  année,  p.  197. 
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molécules  dans  la  direction  de  chaque  droite.  Elles  sont 

,  ,    .  du    du  dw 

extrêmement  petites^  et  leurs  produits  P*'*.3~'.3~'**  »  "T" 

sont  négligeables,  si,  comme  on  le  suppose,  ces  mêmes 
forces  Xq^  Y^,  Zq  n'avaient  pas  une  intensité  assez  consi- 
dérable pour  altérer  d'une  manière  sensible  Thomogé- 
néité,  ou  si  la  contexture  primitive,  bien  que  pouvant 
être  non-homogène,  ou  changeant  sensiblement  de  na- 
ture d'uue  extrémité  à  Tautre  d'un  corps  de  dimensions 
finies,  ne  varie  ainsi  que  graduellement  ou  insensible- 
ment à  des  distances  imperceptibles,  comme  sont  les 
distances  r  =  mm  où  s'exercent  les  actions  moléculaires. 
Effaçons  donc  ces  termes  du  premier  ordre.  Resteront 
ceux  du  second  ordre,  c'est-à-dire  ceux  qui  sont  afTectés 
des  trente -six  dérivées  secondes 

d^u        d*u  d^tv         d*9  d^w 


>      -T-r?    *•»      -; — ir^      ~r~:> 


•   • 


r/.r*         dy^  dxdy        dx^  flxdj 

Et  si  nous  multiplions  tout  par  la  densité  primitive 

les  coefficients  seront  précisément  les  expressions  (4i)> 
qui  sont  celles  des  six  composantes  des  pressions  primi- 
tives, et  les  expressions  (49)  qui  sont  celles  des  coeffi* 
cients  appelés  a,  en  sorte  que  Von  retrouve  les  équations 
d'équilibre  (5 2)  déjà  obtenues,  et  les  deux  procédés  se 
contrôlent  l'un  l'autre  (*). 

(  "  )  Cauchy  a  donné  encore,  dès  183a,  et  aussi  pages  183-187  ^^  ^^  ^1*0^' 
sième  année  des  Exercices,  des  équations  pour  les  corps  mous  ou  dé' 
pourvus  d'élasticitéf  et  par  conséquent  pour  les  liquides  en  état  de  mou- 
vement perceptible.  L*hypothèse  employée  consiste  ft  regarder,  à  chaque 
instant,  les  parties  non  hydrostatiques  des  trois  pressions  principales 
comme  proportionnelles  aux  dilatations  principales  que  le  mouvement  a 
produites  pendant  le  temps  infiniment  court  qui  a  immédiatement  pré- 
cédé, en  regardant  comme  efTacée  l'influence  des  dilatations  plus  antérieu- 
rement engendrées.  11  arrive  ainsi  à  des  équations  semblables  à  celles  que 
Navier  en  iSaa  (iS  mars,  t.  VI  des   Hémoires  de  V Institut)  et  Poisson 
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281.  Observations  dii^erses  sur  cette  analyse  et  sur 
celles  qui  ont 'été  présentées  par  d^ autres  auteurs.  — 
Cette  double  analyse  de  Cauchy,  basée  sur  la  loi  des 
actions  à  de  petites  distances,  parait  tout  à  fait  exacte; 
car,  au  lieu  d^opérer,  comme  d^autres  géomètres,  ces  i/i- 
tégrations  autour  d'un  point  dont  le  principe  peut  con- 
duire à  des  conséquences  contraires  à  tous  les  faits,  ainsi 
qu'il  l'a  montré  (*)  en  même  temps  que  Poisson  (**)  qui 

en  1829  (12  octobre,  au  XX.*^  Cahier  du  Journal  de  l'École  Potrtechniqme, 
p.  i49»  formules  7)  ont  tirées  d''autrc8  considérations,  et  qu*on  trouve 
aussi  démontrées  aux  Comptes  rendus,  27  novembre  i843,  t. XVII,  p.  134^» 
au  moyen  d'une  hypothèse  simple;  et  aussi,  d'une  manière  ingénieuse,  par 
M.  Stokes,  dans  un  Mémoire  lu  le  i4  avril  184S  {On  théories  qfthe  internai 
friction  ofjluids  in  motion f  Transactions  qf  Cambridge,  vol.  VIII,  p.  397).  Ces 
sortes  d'équations, bien  qu'elles  tiennent  compte  du  frottement  du  fluide, 
ou  de  la  non-normalité el  de  l'inégalité  de  ses  pressions  quand  il  se  meut, 
ce  qui  avait  été  négligé  par  les  Géomètres  du  siècle  dernier,  paraissent 
n*ètre  propres  à  représenter  que  les  mouvements  très  lents,  ou  bien  les 
mouvements  très-réguliers  qui  s'opèrent  dans  les  tubes  capillaires  bien 
polis,  et  non  pas  le  mouvement  croisé  et  tourbillonnant  qui  a  lieu  dans 
les  cours  d'eau  et  dans  les  tuyaux  d'un  certain  diamètre.  M.  Stokes,  au 
reste,  les  a  appliquées  avec  succès  à  la  détermination  des  oscillations 
lentes  d^uu  pendule  dans  un  liquide  (9  décembre  i85o.  Transactions 
qf  Cambridge,  vol.  IX). 

(*)  Exercices,  troisième  année,  p.  2o3,  204,  224»  ^25,  226,  23i.  On  y 

voit  qu'yen  convertissant  les  sommes  W  d'actions,  en  intégrales,  comme  si 

les  points  matériels  qui  les  exercent  étaient  en  nombre  infini  ctcontigus 
les  uns  aux  autres^  on  arrive  h.  ces  conséquences  :  1^  que  les  pressions 
sont  constamment  normales  aux  faces,  ou  n'*ont  aucune  composante  tan- 
gentielle;  2°  qu'elles  ne  varient  que  comme  le  carré  de  la  densité  lorsque 
Ton  comprime,  dilate  ou  déforme  le  corps  dans  Vintcrieur  duquel  elles 
s'exercent.  De  sorte  que  tous  les  corps  se  comporteraient  comme  un  fluide 
et  d'une  espèce  même  que  la  nature  n^ofl'rc  point.  (On  peut  voir  à  ce 
sujet,  au  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  20  janvier  1844»  un  Mémoire 
sur  la  question  de  savoir  s^il  existe  des  masses  continues,  et  sur  la  nature 
probable  des  dernières  particules  des  corps,  où  Ton  examine  le  célèbre 
système  du  P.  Boscovich,  cl  dont  la  conclusion  est  d'accord  avec  celle  que 
Cauchy  tirait  de  simples  considérations  sur  la  divisibilité  de  la  matière 
dans  son  cours  de  Fisica  sublime  fait  à  Turin  vers  i832.) 

(**)  Mémoire  du   i4    avril  1828,  inséré  au    t.  VIII   des  Mémoires  de 


« 
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cependant  les  opérait  encore  implicitement  dans  le  pre- 
mier Mémoire  où  il  en  a  signalé  Tinconvénient  (*). 
Cauchy  exprime  constamment  [comme  Poisson  Ta  fait 
ensuite  complètement    aussi    (**)^    ses    résultantes    de 

forces,  non  par  des  intégrales,  mais  par  des  sommes  W 

ou  ^y^  d'un  nombre  fini  quoique  très-grand  d'actions  in- 
dividuelles ;  et,  cela,  sans  se  servir,  comme  Poisson,  de 
considérations  peu  rigoureuses  relatives  à  la  grandeur 
moyenne  de  Tespaccment  des  molécules  (***) ,  et  sans  avoir 
besoin  de  supposer  avec  lui  que  «  le  rayon  d'activité  com- 
prend un  nombre  immense  de  fois  l'intervalle  molécu- 
laire »,  de  sorte  <(  que  les  actions  entre  les  molécules  les 
plus  voisines  puissent  être  négligées  devant  les  actions 
moindres  mais  plus  nombreuses  qui  s'exercent  entre  les 
autres  (****)»,  ce  qui,  comme  le  remarque  Cauchy, 
conduirait  aux  mêmes  conséquences  fausses  que  la  substi- 
tution d'un  nombre  infini  de  particules  contiguës  aux  mo- 
lécules isolées  et  espacées  (*****J.  Une  pareille  suppres- 
sion  des  molécules  les  plus  proches  les  unes  des  autres  n'est 
nullement  nécessaire  pour  pouvoir  représenter  les  dépla- 


/  'Académie  des  Sciences,  p.  366,  869.  Nouvelle  théorie  de  l'action  capillaire  y 
p.  3i  et  378;  et  Polémique  avec  Navier,  aux  tomes  XXXVI  (1827), 
et  XXXVII,  XXXVIII,  XXXIX  (1828)  des  Annales  de  Chimie  et  de  Phr- 
sique. 

(*)  Même  Mémoire  du  14  avril  i8a8,  p.  378  a  38 1. 

(**)  Mémoire  du  12  octobre  1829, au XX^  Cahier  du  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  p.  4  >  ^  4^* 

(***)  Même  Mémoire  de  1839,  art.  16,  p.  32  et  4^. 

(•*•*)  Mémoire  de  1828,  p.  370,  378,  et  Mémoire  de  1829,  p.  7,  8,  i3, 
q5,  26. 

(*****)  Exercices,  troisième  année,  pages  202  àao4»224»aa5,  226,  23i 
déjà  citées. 
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céments  relatifs  par  les  dëTcloppements  (4?)  de  Au,  ùv^ 
Aw,  puisque  les  irrégularités  indiTiduelles  disparais- 
sent quand  on  prend  des  résultats  moyens,  seuls  appli- 
cables aux  questions  qui  ont  rapport  à  des  amas  de  mo- 
lécules. 

Cette  analyse  est  sous  un  autre  rapport,  et  comme  celle 
de  Poisson,  plus  exacte  aussi  et  plus  complète  que  celle 
d'autres  géomètres  qui,  au  lieu  de  prendre  pour  l'action 
de  deux  molécules  dont  la  distance  r  est  devenue  ri,  sa 
valeur  véritable 

prennent  seulement 

OU  partent  d'une  hypothèse  consistant  à  faire  cette  action 
proportionnelle  à  une  certaine  fonction /*V  de  la  disunce 
primitive  et  au  petit  accroissement  ri  —  r  qu'elle  a  subi. 
Il  en  résulte  non-seulement  que  l'on  omet  ainsi  les  termes 
affectés  des  pressions  primitives 

qui  peuvent  n'être  point  nulles,  ou  qu'on  réduit  ^jc^vm 
Pjcjt  à  leurs  parties  ^ix>-«M  Pxr  [11^  278,  formule  (5o)], 
mais  encore  que  les  cociEcients  aj^j-ji,,  Sixxrrt'  -  •  de  ces 
parties  conservées  sont 

-^W/w-^(x*     ou     x*y*     ou  etc.), 
au  lieu  de  recevoir  leurs  expressions  véritables  (49) 

—  ^^ /w — r- (j?*      o"     x*y'     ouetc.  ), 
2  O      rdr  ^  ^ 
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qu^on  peut  remplacer  identiquement  par  ces  autres  ex- 
pressions 

£  W  m  — -  (  X*     ou     X*  y*     ou  etc.  ) 

—  ^  W  /lî  *—  (x*     ou     x'y*     ou  etc.), 

dont  la  seconde  partie  n'est  point  ntille,  puisque  Téqui- 
libre  supposé  des  actions  primitives,  ou 

gm/rJ  =  o,      gm/r^^o.      g/ii/r^  =  o, 
même  joint  à  la  nullité  des  pressions  primitives  p®,  ou  à 

n'entraîne  pas  nécessairement 

Les  coefficients  d'élasticité  dixxxx^*'"i  ^xxjj  des  formules 
obtenues  par  Thypo thèse  des  auteurs  dont  nous  parlons 
ne  sont  donc  pas  les  véritables,  même  lorsqu^il  y  a  primi- 
tivement équilibre  et  pressions  nulles  [*). 

(*)  L'analyse  de  Cauchy  lui  permet  aussi  de  poser  et  d^employer  des 
équations  d'équilibre  où  sont  consenrés  tous  les  termes  des  développe- 
ments do  Taylor  (47)  de  Au,  ^v,  Aw  sans  négliger  ceux  d^un  ordre 
supérieur  au  second.  Montrons  succinctement  comment  cela  a  pu  le 
conduire  à  expliquer  certains  phénomènes  tels  que  ceux  de  tUspersiom 
de  la  lufiùère,  ou  de  rayons  diversement  colorés,  paraissant  dépendre 
de  ce  que  l'étendue  de  la  sphère  d'activité  des  molécules  de  Véther 
lumineux  n'est  pas  extrêmement  petite  vis-à-vis  des  longueurs  ^ondu^ 
Union, 

Le  développement  (47)  de  la  différence  Aa  peut  s'écrire  ainsi ,  les 

puissances  successives  du  trinôme  x-T--Hy-T--hz-7-  étant  supposées  dé- 

UT  dX  us 
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282.  Particulan'sation ,  à  ce  point  de  vue,  pour  les 
dwers  cas  de  contexture  symétrique  considérés  autre- 


Teloppccs  ultérieurement,  et  u,  qui  figure  comme  fadeur  commun, étant, 
après  ce  développement,  mis  aux  numérateurs  à  la  suite  des  diverses 
puissances  de  la  caractéristique  d^ 


(«) 


[d  d  d         î     /     d  d  dy 

dx        '  dy  ds      •  1 . 1  \    rfr       '  <(r  ds  / 

\      (     à  à  dy  1 


ce  que  M.  Cauchy  exprime  encore  symboliquement,  d'après  TeipressioD 
connue  du  développement  d'une  exponentielle  népérienne,  par 

(»)  («*I>,+,D^H-.D._,)^. 

<2u  du  du 
D^u,  D  «»  DjU  ayant  la  même  signitication  que —-i  ~>  — '  Or,  suppo- 
sons que  dans  les  trois  équations  différentielles  non  développées  (55), 
qui  deviennent  celles  du  mouvement  vibratoire  d'un  système  de  molé- 
cules en  y  mettant  les  inerties  à  la  place  des  forces  X,,  Y„  Z,,  c*e8t4i-dire 
que,  dans 


(c) 


)  dr    ^  O*"  1  "^  AuH-Cx'AuH-xyAfH-xiAw)^;^!, 


d^v  _  d^w 

dl*  '     d^ 


on  ait  rais  pour  Au,  A  m,  A  m^  la  série  (a)  en  u  et  deux  autres  semblables 
en  Vf  tv;  on  aura  trois  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  en  u, 
Vy  w.  Elles  seront  satisfaites  en  substituant  à  ces  trois  inconnues  le  sys- 
tème d'intégrales  simples  représenté  par 

.     (ax-i-bjr-^cz  —  *0^ — » 

où  a,  by  c  sont  trois  nombres  pris  proportionnels  aux  cosinus  des  angles 
d^une  droite  arbitraire  avec  les  x,^,  s,  pourvu  que  les  quatre  autres  con- 
stantes A,  B,  C,  s  satisfassent  aux  trois  équations  simplement  algébriques 
qui  résultent  de  la  substitution  énoncée  de  (d)  dans  (c),  ainsi  transformé, 
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mentaux  w°*271  à  273.  Formules  d^isofropie. — On  par- 
ticularise facilement  les  coefficients  (40^^  (49)  ^"^  nous 

suiTÎe  de  la  division  de  tous  les  termes  par  l'eiponentielle;  équation 
dont  les  premiers  membres  seront  — Aj',  — Bi',  — C5',et  où,  dans  les 
seconds  membres,  à  la  place  des  puissances  successives  du  trinôme  sym- 

d  d  d 

bolique  X  •;r-^y-r'^^''y'  introduit  par  la  série  («)  et  les  deux  autres 

semblables,  figureront  les  puissances  de 

(e)  («x-t-/iy -t-cz)v/^. 

B     C 

L'élimination  des  rapports  Y 1  —  entre  ces  trois  équations  sera  facile, 

vu  qu'ils  n*y  sont  engagés  qu'au  premier  degré,  et  elle  donnera  en  s*  une 
équation  du  troisième  degré;  en  sorte  qu'en  choisissant  A  arbitrairement, 
comme  on  a  choisi  la  direction  arbitraire  déterminée  par  a,  b,  c,  on 
aura  trois  systèmes  de  valeurs  pour  B,  C  et  d=i. 

Ces  valeurs  des  constantes  étant  substituées,  les  équations  différen- 
tielles (c)  seront  également  satisfaites  par  la  seule  partie  réelle  des  ex- 
pressions partie  réelle,  partie  imaginaire,  dans  lesquelles  se  changent 
les  intégrales  {d)  quand  on  remplace  par  le  binôme  trigonométrique 
équivalent  leur  exponentielle  imaginaire  unique.  Même,  plus  générale- 
ment, elles  seront  satisfaites"  par  les  seules  parties  réelles  des  binômes 
équivalents  aux  trois  exponentielles  imaginaires  qu'elles  contiendront, 
lorsqu'on  y  mettra  pour  A,  B,C  des  expressions  aussi  affectées  d'exponen- 
tielles, telles  que 

c'est-à-dire  que  ces  équations  (c)  seront  satisfaites  par 

(^)  u  =  acos(Av  — i<-hA),  t'=bco8(A:v— *<"4-/*),  «'  =  ccos(Av  — il -hv), 
où 

{ghis)  v= 7 »      A: étant  pris  =v^a' -+-!>' -Hc*. 

Une  somme  d'un  nombre  indéfini  de  ces  intégrales  particulières,  ou  la 
superposition  d'un  nombre  indéfini  des  mouvements  moléculaires  simples 
qu'elles  représentent,  peut  donner  une  intégrale  générale  satisfaisant  à  des 
conditions  définies  et  initiales  données.  Or,  ces  mouvements  simples  sont 

vibratoires  à  période  — i  puisque  u,  v,w  redeviennent  les  mêmes  en  un 
même  lieu  quand  le  temps  t  croit  de 

De  plus^  ils  sont  les  mêmes  à  chaque  instant  en  tous  les  points  pour  les- 
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venons  d'obtenir  par  des  calculs  d^actione  moléculaires, 
c'est-à-dire 


et 


,^ 


—  ^/w— -— (x*     ou     x*y'     ou     x*y     ou     z'xy) 

— -  ^xxxx       ou       ^xxjrx      ^^       ^xxxjr       ^**       ^»txri 


quels  t,  a  la  même  valeur,  c'est-à-dire  en  tous  les  points  de  chacun  dei 
plans  t  =r*-H7^-+-T«>  lous  normaux  à  la  direction  déterminée  par 

les  trois  cosinus  -j  -i  -:  et  ils  redeviennent  aussi  les  mêmes,  à  un  même 

k     k    k 

instant^  lorsqu'on  passe  de  ce  plan  à  un  autre  qui  lui  soit  parallèle  et  qui 

en  soit  éloigné  de 

(0  i=i' 

Enfin,  ils  redeviennent  encore  les  mêmes  lorsqu'on  fait  croître  à  U/ais 
la  ligne  t  (mesurant  la  distance  des  plans  k  Porigine)  et  le  temps  f,  de 

At       /        s 
quantités  At  et  A /,  telles  que  —  =-  =-;  ce  qui  fait  que  le  mouve- 
ment est  dit  à  ondes  planes^  d'une  longueur  ou  épaisseur 

se  déplaçant  paraUèlcment  à  elles-mêmes  avec  une  vitesse  de  propa- 
gation 

L—  * 

susceptible  de  trois  valeurs  numériques.  Cette  vitesse  a  pour  chacune 
deux  directions  opposées,  vu  que  Téquatiou  du  troisième  degré  fournit 
le  carré  de  s. 

Or  l'expression  (/•),  débarrassée  dey^ — i  et  divisée  par  A  =^\fa*-i-b*-i-c* 

et  par  r  =  ^x* -f-  y*  -t-  z',  n'est  autre  chose  que  le  cosinus  de  Vangle 
formé  par  la  ligne  de  jonction  r  des  deux  molécules   m  et  m,  et  par  la 
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en  supposant  avec  Cauchy  que  s^il  j  a,  avant  les  dé- 
placements, symétrie  par  rapport  à  un  plan  perpendicu- 
laire aux  X,  il  répond,  au  moins  moyennement,  k  chaque 
molécule  m  située  d'un  côté  de  ce  plan  à  une  distance  x, 
une  molécule  égale  si  tuée  de  T  autre  côté  i  une  dis  tance — x, 
et  pour  laquelle  y  et  z  ^ont  les  mêmes;  en  sorte  que 

toutes  les  sommes  W  dans  lesquelles  x  entre  à  une  puis- 
sance impaire  s'annulent  comme  composées  de  termes 
égaux  deux  i  deux  et  de  signe  contraire. 

Et  si  la  même  symétrie  existe  par  rapport  à  des  plans 
perpendiculaires  aux  j^  et  aux  z,  les  formules  (5o)  se  ré- 


(a     b     e\ 
~f  T9  T  )  <>®  la  normale  aux  ondes  planes.  En  appelant  ^  cet 

angle,  on  a 

(ax-H&y  -hcx)^^i  =  Arcos^^^l  =  airco«#  j^ — i. 

Ses  puissances  supérieures  à  la  seconde  ne  peuvent  être  négligées  dans 

les  déTeloppements  qu'autant  qu*on  peut  négliger  celles  de  j^  rapport 

des  distances  r  des  molécules  qui  sont  dans  la  sphère  d'activité  l'une  de 
l'autre,  aux  longueurs  d'ondulation  dont  les  travaux  des  Physiciens  ont 
donné  la  mesure  en  dix-millièmes  de  millimètre.  11  faut  donc  conserver 
les  termes  d'ordre  supérieur  au  second  dans  les  séries  de  Taylor,  telles 

que  (a),  si  le  cube  du  rapport  j  du  rayon  d^activité  moléculaire  à  la 

longueur  d'onde  n'est  pas  négligeable;  et  l'on  conçoit  que  certains  phéno- 
mènes ne  puissent  s'expliquer  qu'autant  qu*on  les  conserve,  ainsi  que 
CorioHs  le  fit  remarquer  le  premier  à  Cauchy. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  dans  cette  note  est  extrait  principalement 
du  tome  l'^*  (  1840)  des  Exercices  d^ Analyse  et  de  Physique  maikémmiiqme, 
pages  I  et  i5o. 

On  y  reviendra  dans  un  autre  ouvrage,  où  se  trouveront  résumés  les 
nombreux  et  importants  travaux  de  Cauchy  sur  la  théorie  de  la  lu- 
mière, travaux  dont  l'accord  avec  les  résultats  acceptables  de  ceux  de 
Fresnel  se  trouve  établi  aux  nP*  17  à  24  d'un  Mémoire  sur  la  distribmiiom 
des  élasticités  autour  de  chaque  point,  elc,  présenté  le  16  mai  i863  (Comptes 
rendus,  t.  LVI,  p.  47^)>  ®t  inséré  in  extenso  en  i863-i864  au  Journal  de 
M,  Uouville. 
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duiseiu  à 


/         e/u       tiv        div\ 


du  dv  dw 


(56)  <  -t-^u„„-^,,;  — 

y:;^  et  p^i  =  des  expressions  semblables; 

dv  dw  I  dv        d(v\ 

P,. = A»..  ;^  +  p,r  ^  +  a,,.,  [jr,-^:^) 

1  /'sx  0^  /'x/  =  des  expressions  semblables  (  *  )  ; 

c'est-à-dire  aux  formules  (33) 

^„  =  a;)x  -4-  f'î)j  -f  e';)„. . .,    ^j-,  =xl.g^„. .., 

réduites  à  six  coefficients  en  eiTaçant  les  accents,  mais  en 
ajoutant  les  termes  aflectés  des  pressions  normales  primi- 
tives pljc.Pry,  pU' 

On  voit  que  la  triple  symétrie  primitive  entraine  la 
nullité  des  composantes  tangentielles  avant  les  déplace- 
ments, ou 

pU  =  o,     pi,  =zo,    piy  =  o. 

Si,  déplus,  la  contexture  est  symétrique  autour  d'une 
droite  dite  axe  d^élasticité  (**)  Mj:  mené  parallèlement 


(*)  Ces  formules  sont  idcutiqucs  avec  celles  (49)  et  (5o)deIa  page33o 
delà  troisième  année  des  Ej^e/cicfi,  en  rem  plaçant  il,.,.,  a        .a        .a 

pxx^  Pyy  Pi  Pa»*  LA,  QA,  RA,  PA,  GA,   HA,  lA. 

(***)  En  1S2S (^ExtrcierSf  troisième  année),  Caucby  appelait  axes  d^élas- 
ticitc  d'autres  lignes,  savoir  les  intersections  mutuelles  des  trois  plans 
de  symétrie  ou  plans  principaux  d'élasticité. 
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aux  X  par  le  point  M  (  r,  j^,  «  ),  on  a 

non-seulement     a^^  =  a„„,      a^^„  =  a,„„     /?^  =  p\^, 
mais  encore         «^777/  =^  3a^js; 

car  les  sommes  W  doivent  conserver  la  même  valeur 

quand,  à  la  place  des  projections  y,  z  des  distances  molé- 
culaires rsur  les  droites  M/,  M«  parallèles  auxj^,  auxz, 
on  met  leurs  projections  y',  2'  sur  deux  nouvelles  droites 
fixes  Mjr',  Mz'  perpendiculaires  entre  elles  et  à  Mar.  Or, 
en  prenant  celles-ci,  pour  plus  de  simplicité,  bissectrices 
des  deux  angles  droits  de  M/,  Mz,  on  a 

y  =  (y'_z')y/i,      z  =  (y'+«')y/l, 

d'où,  substituant  dans  l'expression  (49)  de  a^^,,  : 


^jytx 


=  lS'"7i[^(y'-^')(y'^^'^]' 


,t 


^IS^Tii^y"-*^'^"-^^"^ 


—  7  v^^/r//       23/7«)> 


I 

? 

ou  précisément  la  relation  annoncée  a^^^,  =  3  a^^„. 

Lorsque  l'élasticité  ou  la  contexture  est  la  même  en 
tous  sens  autour  du  point  {x^y^  z),  tous  les  plans  qui  s'y 
coupent  sont  plans  principaux  ou  de  symétrie,  et  toutes 
les  droites  qui  y  passent  sont  axes  d^élasticité;  et  Ton  a 

(^7)    1  __.  _  __o  _o  __o 

Appelons  alors 

Po  la  pression  primitive  p^x  =  . . . ,  alors  nécessaire- 
ment normale  et  égale  en  tous  sens; 
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G  le  cocflScient  a^»,,  =  . . . ,  désigné gënénilement  par 
cette  lettre,  parce  qu*il  est  ce  qu^on  nomme  le  coefficient 
d'élasticité  de  glissement  (ou  de  torsion)  dans  la  théorie 
de  la  résistance  des  matériaux  ;  nous  avons  les  formules 
suivantes  qui  s*étendent  à  tous  le  corps  s'il  est  homo- 
gène [et  alors  il  est  aussi  isotrope  et  possède  à  la  fois 
tous  les  genres  d'homogénéité  (n^  274,  note)], 

(du       dp        dw\       ^  [du       •  dv        difv\ 


(du       dp       dw\       ^  /du       dp        ^d(*\ 


(58) 


et 


Idv 
/V.  =  {/'.  + G)  (^-t- 


Quand  Tétat  primitif  est  l'état  naturel,  ou  quand  la 
pression  primitive 

Po  =  o, 

elles  sont  identiques  avec  les  formules  (a5)  ci-dessus  où 
Ton  ferait 

ou  avec  celles  (35)  ou  Ton  ferait 

e  =  e'  =  G  (*). 


(*)  Ces  formules  complètes  (58)  da  cas  d'isotropie  reviennent  à 
celles  (52)  de  la  page  a3i  de  la  troisième  année  des  Exercices.  Mais,  il 
faut  le  dire,  Cauchy  leur  a  donné  une  forme  qui  prête  l^cheosement 
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S83.  Preui^e  directe  et  élémentaire  des  vingt  et  une 
égalités  entre  les  coefficients  a  ou  de  leur  réduction  k 
quinze  distincts* — Il  n^est  pas,  au  reste,  uécessaire  de  se 

à  méprise.  Dans  le  but,  sans  doute,  de  justifier  et  de  Térifier  le  résultat 
de  ses  recherches  de  1833  antérieures  certainement  k  toutes  celles  de 
Poisson,  et  basées,  comme  on  a  tu,  »ur  une  hypothèse  qu'il  a  dû  modi- 
fier en  1838  (n**  266  ci-dessus),  il  a  posé  {Exercices^  troisième  année, 
p.  a3 1  ) 

^'^P*=-^^y    G— A»,  =  K,    doù    G= — j— ,    p.=z — —^ 
ce  qui  change  les  formules  (58)  en 

Pjy^^""*    Ptt^^'-'»     ptM^^'"*     Pmjt^^--'* 

k  —  lK 

s'est-k-dire  dans  les  formules  (aS)  avec  p^z=z  — j —   ajouté  aux   trois 

4 
composantes  normales  p^^t  p    .  p^. 

11  est  fâcheux,  disons-nous,  que  des  formules  comme  (aS)  et  (58  bis), 
relatives  à  deux  cas  différents^  aient  été  ainsi  rendues  semblables  par  les 
mêmes  notations 

*,    K, 

qui  représentent  dans  les  premières  de  toutes  autres  quantités  ^ue  dans  les 
dernières,  puisque,  dans  le  cas  de  celles-ci,  il  y  a  des  pressions  anté- 
rieures^, qui  étaient  supposées  no  pas  exister  dans  le  cas  des  premiéresi 
et  qui  seules  causent,  dans  (58)  et  (58  bis),  la  dualité  des  coefficients. 

Et  ce  qui  augmente  la  confusion,  c*est  qu'on  trouve,  aux  pages  304 
et  3o5  de  la  même  troisième  année  des  Exercices,  des  formules  sembla- 
bles à  (58ftfi),  mais  sans  leurs  fermes  constants,  et  qui,  par  une  autre  si- 
militude de  notations,  paraissent  encore  représenter  les  composantes  de 
pression  A,  B,  G  (ou  p^,  p   ,  ;?„)  après  les  déplacements,  tandb  queca 

sont  là  de  simples  désignations  abréviatives  destinées  à  donner  une  forme 
simple  aux  trois  équations  d'équilibre,  et  qui  ne  représentent  parle  fait 
que  les  excès 

Px*  "^Pxx  t      Pyy  "^t'yj  »      P%%  ~"  P%% 

de  ces  pressions  sur  les  pressions  primitives  (G A,  HA,  I A  de  Cauchy), 
et  que  les  différen dations  font  disparaître. 
C'est  ce  qui  a  fait  penier  à  un  habile  et  regrettable  Physicien  qne  les 

I.    •  45 
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livrer  aux  calculs  analytiques  ci-dessus  des  actions  molé- 
culaires, ni  d^nvoquer  le  théorème  général  du  n^  277  où 
Ton  remplace  les  actions  réelles  s^exerçant  à  travers  une 
face  par  des  actions  fictives  émanant  toutes  de  son 
centre  M,  pour  prouver  la  réductibilité  des  coefficients  a 
à  quinze.  Un  raisonnement  très-élémentaire,  fait  sur  les 
actions  réellement  et  effectivement  en  jeu,  suffit  pour 
prouver  que  si  les  pressions  p,„  Pyy^ . .  . ,  p^^j  sont  dues 
entièrement  aux  dilatations  et  glissements  dj^,  d  ^,  •  •  •  9  §xri 
ou  s'il  n^y  avait  pas  de  pressions  antérieurement  aux  dé- 
formations, et  si  n  désigne  la  direction  de  la  normale  a 
Fun  des  trois  plans  coordonnés,  ou  même  à  une  face  quel- 
conque, les  coefficients  de^  y  et  de  g^,  datis  V expression 


formules  relatives  aux  corps  où  il  n*y  a  point  de  pressions  dans  Tétat  pri- 
mitif, ou  avant  les  déplacements,  peuvent  être  à  deux  coerBcients  indépen- 
dants k  et  K,  lors  même  qu'on  les  base  sur  le  calcul  des  actions  foncUoDs 
des  distances  entre  molécules.  On  peut  voir  aux  pages  37  et  39  du  Mé- 
moire de  feu  Wertheim,  Sur  V équilibre  des  solides  homogènes  du  lo  fé- 
vrier 1848  (Annales  de  Chimie  et  de  Phrsique,  3*  série,  t.  XXIII),  les  con- 
séquences plus  que  singulières  où  il  s'est  trouvé  conduit  par  la  tentative 
de  concilier  sa  proposition  de  formules  nouvelles  avec  la  théorie  molé- 
culaire. (On  peut  consulter  aussi  nos  notes  sur  les  Leçons  de  Piavier, 
Appendice  V.) 

Nous  avons  dû  signaler  cette  circonstance,  parce  qu^elle  a  donné  ou- 
verture à  une  confusion  qu*un  Rapport  fait  en  i85i  (3  mars,  Compta 
renduSf  t.  XXXll,  p.  316),  sur  les  travaux  de  Wcrthcim,  nous  semble  fait 
pour  accroître.  La  possibililé  qneCauchy  s'efforce  d'y  établir,  contraire- 
ment à  ses  beaux  travaux  de  1838  à  1845,  de  plus  de  quinze  coeffi- 
cients a  indépendants  ou  inégaux,  ne  regarde,  comme  il  en  convient,  que 
les  solides  cristallisés  à  structure  périodique  régulière  {idrm^  p.  329  et 
323);  elle  ne  s*applique  donc  pas  aux  corps  isotropes,  nécessairement 
incristallisés  ou  à  cristallisation  confuse;  rien  n'y  prouve,  ainsi,  que  les 
formules  d'isotropio  puissent  être  à  deux  coefficients,  non  compris  la 
pression  antérieure  p^. 

Et  d'ailleurs,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  la  structure  cristalline  ne 
peut  altérer  les  égalités  de  coefficients  que  d^une  manière  insensible. 
Poisson,  qui  a  traité  le  même  sujet  (  ^lémoire  sur  l'équilibre  et  le  moirir- 
ment  des  corps  crislallisésj\u  le  28  octobre  iSSg,  t.  XVIII  des  Mémoires  de 
!''Institutf  publié  en  1849),  réduit  (art.  37  de  son  Mémoire)  les  coefficients 
à  quinze  pour  les  corps  cristallisés  comme  pour  ceux  qui  ne  le  sont  pas. 
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de  la  composante  p^xy  paral/èfe  aux  x,  de  la  pression 
sur  cette  Jace^  sont  nécessairement  les  mêmes  rcspecti- 
i^ement  que  les  coefficients  de  g,^,  de  g„  dans  V expres- 
sion de  la  composante  p^^  de  la  même  pression  parallè- 
lement aux  y,  ou  qu'on  a,  avec  la  notation  adoptëe  au 
n^  269  pour  ces  coefficients  : 


"o  jr.  rr  3n»-.x>  >        "nx.rt  — —  an  >  . 


«X» 


En  efTet,  i^  une  dilatation  ^^  n^est  autre  chose  qu'une 
déformation  qui  éloigne  les  uns  des  autres  les  plans  per- 
pendiculaires à  la  coordonnées^  de  quantités  égales  à  leurs 
intervalles  multipliés  par  la  petite  fraction  Dr  )  <^lle  allonge 
la  distance  rde  deux  molécules  m,  n  (jfig*  60)  comme  si,  la 
première  m  restant  fixe,  Tautre  clieminait,  parallèlement 
aux  j",  de  démultiplié  par  Fintervalle  des  deux  plans  per- 
pendiculaires a  jr  passant  par  m  et  par  n,  ou  multiplié 
par  la  projection  de  r  sur  les  y,  c'est-à-dire  comme 
si  n  cheminait  de 

/ï/i,  =  i)^.rcos(r,  j). 

Et  un  glissement  gj^^  n'est  autre  chose  qu'une  défor- 
mation faisant  glisser  les  uns  devant  les  autres,  dans  le 
sens  y  y  les  plans  perpendiculaires  aux  a:,  de  quantités 
égales  à  leurs  intervalles  multipliés  par  la  fraction  très- 
petite  gjr^  ;  il  allonge  la  même  distance  r  =  mn  comme  si, 
m  restant  fixe,  n  cheminait,  parallèlement  aux}^,  de  g,, 
multiplié  par  l'intervalle  des  deux  plans  perpendiculaires 
aux  X  qui  passent  par  m  et  par  n^  ou  multiplié  par  la 
projection  de  r  sur  les  x\  c'est-à-dire  comme  si  n  che- 
minait de 

/!«,  z=z  g^rcos(r,  x). 

Ces  petits  cheminements  de  n,  de  même  direction  tous 
deux,  étant  l'un  et  l'autre  projetés  sur  une  même  ligne, 
savoir  mn  prolongée,  donnent  deux  allongements  de  mn 

45, 
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qui  sont  entre  eux  comme 

^j  CCS  (  r,  jr)     et    gjp^ CCS  (r,  x). 

Les  actions  développées  entre  les  molécules  rn,  /s,  dans 
la  direction  mn,  par  ces  deux  déformations,  suivent  le 
même  rapport.  Si  Ton  décompose  ces  actions,  la  première 
suivant  les  x,  la  deuxième  suivant  lesjr^  on  a  des  quan- 
tités proportionnelles  respectivement  à 

<)yCOs(r,  /)cos(r,  x)     et     &,^cos(r,  j:)cos(r,  j), 

et  par  conséquent  i 

^/     et     g»,. 

Donc,  comme  les  composantes  de  pressions  pnx^^Pnj 
sont  des  sommes  de  pareilles  forces,  s^exerçant  entre  les 
mômes  molécules  à  travers  la  même  face,  on  voit  bien 
que  /7.jr  a  le  même  rapport  avec  d^,  si  cette  dilatation  en- 
gendre seule  la  pression,  que  p^^  avec  f^,j  si  elle  n*est 
engendrée  que  par  ce  glissement.  Autrement  dit,  le  coeffi- 
cient de  ^j  dans  p„j:  est  le  même  que  celui  de  g,^  dans  p^^y 
c'est-à-dire  qu'on  a 

2^  De  même,  une  déformation  qui  fait  glisser  les  uns 
devant  les  autres,  parallèlement  aux  r,  de  g^»  multiplié 
par  li'urs  intervalles,  les  plans  perpendiculaires  aux  y-j 
allonge  mn  =  r  comme  si,  m  restant  fixe,  n  cheminait 
parallèlement  aux  z  de 

nn\  =g;.«./-cos(r,  7); 

et  une  déformation  qui  fait  glisser,  aussi  parallèlement 
aux  z,  de  g,»  multiplié  par  leurs  distances  ou  intervalles, 
les  plans  perpendiculaires  aux  or,  allonge  mn  =  r  conune 
si,  m  restant  encore  fixe,  n  cheminait  toujours  parallèle* 
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ment  aux  z  de 

/i/ij  =  gsj.rcos (r,  x). 

Ces  deux  déformations  développent  donc,  entre  les  deux 
molécules,  des  forces  proportionnelles  à  g^.  cos  (/*,  jr) 
et  à  g„cos(r,  x)\  forces  qui,  estimées  la  première  sui- 
vant les  X,  la  deuxième  suivant  les  j^,  donnent  des  com- 
posantes proportionnelles  à 

g^.cos(r,  7)cos(r,x)     et  à     g„cos(/-,  x)cos(r,  j), 

c'est-à-dire  à 

gf.    et    g«. 

Donc,  comme  les  composantes  p.x9  Pv^j  de  pressions 
supposées  dues  respectivement  au  seul  glissement  g^,  et 
au  seul  glissement  g.,  sont  sommes  de  pareilles  forces, 
leurs  rapports  à  ces  glissements  générateurs  sont  égaux, 
et  Ton  a  bien 

aox.r*  anr.iT» 

*  • 

Il  en  résulte  qu'on  peut  faire  permuter  à  volonté 
Vune  des  deux  premières  sous-lettres  des  coefficients  dé* 
signés  par  a  au  n^  269,  avec  Vune  des  deux  dernières, 
sans  changer  les  valeurs  de  ces  coefficients^  ce  qui  donne 
non-seulement  les  six  égalités  complémentaires  (3i)  men- 
tionnées d'avance  au  n*^  270,  savoir  : 

(59) 

mais  aussi,  en  faisant  de  doubles  permutations,  les  quinze 
égalités  (3o)  démontrées  autrement  par  George  Green, 

Nous  pensons  donc  qu'on  peut  regarder  comme  bien 
établies  les  vingt  et  une  égalités  deux  à  deux  des  coeffi- 
cients a,  ou  leur  réduction 

à  quinze  dans  le  cas  le  plus  général  de  contexture; 
a  dix  quand  il  y  a  un  plan  de  symétrie  -, 
à  six  quand  il  y  a  trois  pareils  plans; 


^r/*»  a^rj^r»» 

^tSXX  ^STZXf 

•»/r       ^sfr* 

8j»«7«  ^^-  ^ssxjri 

^//sx  ^^  Û*r7*> 

•m  xr  ——  ^jrt  «r» 

yiO  STATIQUE. 

à  trois  quand  il  y  a  un  axe  d'élasticité; 
à  un  seul  quand  il  y  a  isotropie. 

Et  si  des  expériences  sur  des  corps  non  fibreux  ni 
cristallisés  paraissent  ne  pas  s^accorder  tout  à  fait  avec 
les  formules  [(58)  sans  les  p^]  h  un  seul  coefficient  G, 
au  lieu  d^employer,  pour  les  expliquer,  des  formules 
d^isotropie  à  deux  coefficients  indépendants  telles  que 
(a5)  ou  (35)  qui  ne  feraient  que  donner  le  change  en 
fournissant  un  expédient  plus  commode  que  rationnel,  il 
convient,  dans  le  cas  où  le  défaut  d'accord  persisterait 
après  discussion  des  expériences,  de  reconnaître  que  tous 
les  solides,  même  coulés,  tels  que  le  verre,  la  fonte  de 
fer  ou  le  laiton,  peuvent  offrir  en  divers  sens  des  degrés 
divers  d* élasticité,  et  de  recourir  aux  formules  de  non- 
isotropie  à  trois,  à  six,  etc.,  coefficients  (*). 

Tel  est  le  parti  qu'on  doit  prendre  dans  les  applica- 
tions numériques. 

Quant  aux  recherches  purement  analytiques,  il  n'y  a 
sans  doute  aucun  inconvénient  à  conserver,  avec  Green, 
vingt  et  un  coefficients  a  dans  le  cas  le  plus  général,  d'où 
respectivement  treize,  neuf  et  cinq  dans  les  cas  de  symétrie 
conformément  aux  formules  (32),  (33),  (34)?  enfin  deux 
(form.  35)  pour  Tisotropie,  afin  d'arriver  à  des  résultats 
indépendants  d'opinions  encore  aujourd'hui  diverses,  et 
parce  que  l'on  reconnaît  que  les  calculs  ne  sont  pas  pour 
cela  plus  compliqués  ni  les  théorèmes  plus  difficiles  à  dé- 
duire; mais  il  faut  se  défier  des  fiicililés  que  cela  peut 
donner  pour  certaines  explicalions  (**). 

284.  Établissement  des  formules  et  ries  équations  de 
V élasticité  par  les  méthodes  de  la  Mécanique  analytique 

(*)  Vojrezj  pour  une  discussion  très-développée  et  Fappréciation  des 
expériences,  TAppendicc  V  de  la  nouvelle  édition  (i863)  des  Lrçons  de 
Mécanique  appliquée  de  Navier, 

(**)  Notamment  dans  la  théorie  de  la  lumière  (fin  du  numéro  suit/:. 
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de  Lagrange.  Potentiel  des  actions  moléculaires»  — 
Beaucoup  de  choses  encore  pourraient  être  dites  sur  le 
sujet  intéressant  et  tout  moderne  de  cette  Leçon  et  de  la 
précédente,  même  sans  sortir  des  généralités. 

Nous  nous  contenterons  de  rapporter  la  manière,  sen- 
siblement différente  de  celle  qui  .précède,  dont  les  géo- 
mètres anglais  et  allemands  arrivent  aux  équations  et 
aux  formules  de  Téquilibre  d'élasticité. 

Cette  manière  avait  été  employée,  au  début,  par  Na- 
vier  (*)^  en  fondant  la  branche  importante  de  la  Méca- 
nique dont  nous  nous  occupons.  C^est  celle  de  Lagraoge, 
consistant  à  poser,  pour  le  système  de  points  mobiles  que 
Ton  considère,  une  seule  équation  d'équilibre,  au  moyen 
du  principe  des  travaux  virtuels,  en  représentant  d*une 
manière  générale  les  petits  espaces  virtuellement  ou  hypo- 
ihétiquement  parcourus,  par  des  variations  ou  des  diffé- 
rentielles par  S  des  coordonnées  nouvelles  a:  -f- 1/,  j-  -f-  »/, 
z  -f-  w  (n*^  275)  des  points,  c'est-à-dire  par  du^  du,  $w 
(puisque  les  variations  des  coordonnées  primitives  x,  j^, 
z  sont  nulles)  ]  puis,  par  les  plus  simples  règles  du  calcul 
des  variations,  à  tirer  de  cette  équation  à  la  fois  celles 
qui  ^'appliquent  à  tout  Tintérieur  du  système  et  celles  qui 
conviennent  seulement  à  ses  limites;  car  cette  méthode, 
comme  lobserve  Green  (*),  a  le  très-grand  avantage, 
pour  les  problèmes  relatifs  aux  systèmes  d'un  nombre 
immense  de  particules  agissant  les  unes  sur  les  autres,  de 
conduire  nécessairement  et  presque  sans  soin  (with  little 
care  ofour  part)  à  toutes  les  équations  de  condition  juste- 
ment nécessaires  et  suffisantes  pour  la  complète  solution 
des  problèmes. 


(*)  Sur  les  Lois  de  l'Équilibre  et  du  Mouvement  des  solides  élastiques,  lu 
le  14  mai  1821  (t.  VII  de  l'Institut). 
{**)  Onthe  Laws  of  the  Réflexion  and  Refraction  qf  Ught  (déjà  cité), 

D.    2. 
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Aussi,  plus  compliquée  en  apparence,  cette  méthode 
est  souvenl  plus  simple  en  réalité  que  celle  qui  consiste  à 
établir  séparément  les  diverses  équations.  On  sait  qu'elle 
a  été  appliquée  avec  sucrés,  dès  i8a8  et  iSap,  par 
Green  (*)  et  par  Gauss  (**)  aux  problèmes  de  la  dis- 
tribution de  réiectricijté  statique  et  à  ceux  des  phéno- 
mènes capillaires,  en  l'employant  sous  une  forme  légère- 
ment différente  de  celle  de  la  Mécanique  analytique  de 
Lagrange^  car  ces  illustres  savants  composent  de  prime 
abord  (ce  aue  Navier  avait  déjà  fait  à  peu  près)  cette 
quantité  qu'ils  ont  appelée  \si  fonction  potentielle  (***) 
ou  le  Po^e/i/ieZ  (*****),  qui  représente  le  travail  total  des 
forces  en  jeu  depuis  un  état  arbi  traire  jusqu^à  Tétat  actuel  ; 
quantité  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum 
quand  cet  état  est  celui  de  l'équilibre,  en  sorte  qu'il  n'y 
a  plus  qu'à  prendre  sa  variation  ou  sa  difTérentielle  par  i 
pour  avoir  la  somme  des  travaux  virtuels  à  égaler  à 
»éro  (*****). 

(*)  in  Essnf  of  thff  Application  qf  Analysis  to  ihe  théorie  oj ElectrieitTt 
and  Mapnetitmy  by  George  Green.  1 828 (  Mémoire  réimprimé  aux  t.  XXXIX» 
XLIV,  XLVII,  deCrelle). 

(•*)  Principia  fffnrralia  thenrice  Jif^urœ  Jluidorum  in  statu  tequilibrii^  ou 
Mémoire  sur  la  théorie  des  phénomènes  capillaires^  traduit  par  M.  Beriraod 
t.  XIII  (1848)  du  Journal  de  M.  Liouville,  p.   i85. 

(***)  Art  Essay  of  the  application,  etc.  Préface,  et  Observations  intro- 
ductrices. 

( '**"*)  Gauss  et  Weber,  Résultats  aus....  Résultats  des  Expériemces  de 
VUnion  magnétique  pour  l'année  1839,  p.  /|. 

(*****)  C'est  celle  que  Lagrange  représente  par 

n=  ApJ^-hQJ^ -+-...)  =V   Ç{\dx-h'idX'^Zdz). 

Elle  a  une  signification  philosophique  qui  explique  son  râle  important, 
car  on  peut  la  regarder  (prise  en  signe  contraire  et  augmentée  d'une 
constante  que  la  différentiaiion  fait  disparaître)  comme  représentant  le 
pouvoir  moteur  que  possède  une  force  à  partir  de  la  situation  actuelle  du 
mobile  sur  lequel  elle  agit,  c'est-à-dire  le  trayail  total  qu'elle  est  capable 
de  fournir  jusqu'à  une  situation  pour  laquelle  elle  s'annule;  travail  qui 
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Il  est  facile  de  voir  tout  d'abord  que  les  six  équations 
les  plus  générales,  tant  iudéGnies  (9)  que  définies  (10)  de 
l'éqnilibre  intérieur,  sont  toutes  conteuues  dans  Téqua- 
tion  unique,  ainsi  composée,  exprimant  la  nullité  du  tra- 
vail total  des  forces  agissant  sur  un  corps  ou  portion  quel- 
conque de  corps  élastique 

(60)  <       —  /    /  /^•^<r<3&(pX^aH-pY*PH-pZ^»') 

-l-/?cos  (/?»  z)  ^w^]  =  o, 


dépend  Don-seulement  de  son  inteoMté-mofenoe,  mais  encore  de  reten- 
due plus  ou  moins  grande  de  son  cha^p  d'action,  ou  de  Tespace  que  le 
mobile  peul  parcourir  avant  que  cette  force,  variable  avec  la  dlf^tance  du 
centre  d'action  dentelle  émane,  cesse  d*avoir  une  intensité  sensible.  Elle 
est  la  même  que  ce  qu*Ampère  appelait  Iti/brce  vive  implicite  (Annale»  de 
Chimie  et  de  Physique,  avril  i835)etJean  BeTnou\\i\tiJacultéd*agir  (Œuvres, 
t.  m,  p.  339),  ou  ce  que  sir  W.  Thomson  appelle  (  Com^yf^i  rendus,  q8  mai 
i85f>,  t  XL,  p.  1197)  Vénergie  potentielle  qui,  ajoutée  à  Véneigie  actuelle 
ou  puissance  vive  (demi-force  vive),  forme  l'énergie  mécanique  totale 
d*an  système  de  corps  ;  énergie  dont  les  réservoirs  partiels  sont  par  exem- 
ple, d'une  part,  un  poids  élevé,  un  ressort  tendu  (Bernoutli),  une  quan- 
tité de  combustible  (Lagrange,  dernier  article  delà  Théorie  des  Fonctions 
analytiques)  et,  de  l'autre,  une  masse  on  mouvement. 

On  appelle  quelquefois  aussi  ce  potentiel  ybncf/on  de  force,  parce  que  sa 
dérivée  par  rapport  à  une  coordonnée  quelconque  donne  la  composante, 
dans  son  sens,  de  la  force  totale  qui  agit  sur  le  point  pour  lequel  on  la 
considère.  Aussi  se  confond-elle,  lorsque  les  forces  sont  en  raison  inverse 
des  carrés  des  distances  r,  avec  ce  potentiel  analytique  V  de  Laplace,  que 
Ton  considère  dans  les  théories  des  attractions,  soit  planétaires,  soit  élec- 
triques et  qui,  se  composant  d'une  somme  de  masses  divisées  par  les  pre- 
mières puissances  des  distances,  satisfait  à  une  équation  différenlielle 

rf'V        d*\       ''•V  _ 
(Laplacb,  Mécanique  céleste,  2'  partie;  ouClausics,  Die  Potential/unetîon), 
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OÙ  les  deux  intégrales  triples  sont  étendues  i  toute  cette 
portion  de  corps  sur  les  points  de  laquelle  agissent,  par 
unité  de  masse,  la  densité  étant  p,  des  forces  dont  les  com- 
posantes sont  X,  Yy  Z,  et  où  l'intégrale  simple  est  étendue 
k  toute  la  surface  enveloppe  il  sur  les  diverses  parties 
de  laquelle  agit  une  pression  p  par  unité  superficielle,  et 
où  nous  appelons  u',  i^\  w'  les  valeurs  particulières  de 

u,  i^,  tv;  ce  qui  est  sous  le  premier  signe  1  f  f  expri- 
mant évidemment,  diaprés  ce  qu*on  a  vu  au  n®  270,  la 
"Variation  ou  la  différentielle  par  d  du  potentiel  des  forces 
moléculaires  intérieures,  ou  de  cette  fonction  dont  la  dif- 
férentielle complète  par  d  est  le  travail  de  compression, 
dilatation  ou  déformation  d'un  élément  dxdjrdz  pour 
des  augmentations  infiniment  petites  de  ces  changements. 
En  effet,  mettons  à  la  place  de  d^^,  d „ . . . ,  g,^^  leurs  va- 
leurs (37)  en  fonction  de  ces  déplacements  u,  (>,  w  sup- 
posés très- petits,  nous  avons ^  en  effectuant  les  difléren- 
tiations  par  d  et  changeant  les  $«{  en  £?d, 

d$u  d§v  dSw 

OVx  -   -  — ■;—  >        OtV  :::=  — ; — »         OJ,  m  — ; , 

(ix  ^         dy  dz 

«  d9tf       d$(v  d9(\'       d$u  dSu       d9v 

Substituons  et  intégrons  par  parties,  en  remarquant 
avec  Lagrange  [Mécanique  analytique^  n°*  29  et  30  de 
la  Section  VII  de  la  première  Partie)  (*),  qu'en  appe- 
lant n  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  enveloppe, 
on  a,  auprès  de  cette  surface, 

dydz  z=z±dCL cos (n,  x) ; 


(*)  Ou  bien  voyez   Leçons  sur  l'Élasticité  (i852)  de  M.   Lamé,  J  10, 
p.  2Î. 
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en  sorte  que  là  portion    /    I  dydzp,j,âu  de  Tintëgrale 

double  qui  est  détachée  de  l'intégrale  triple 

fi  eu 


fff 


dx  djr  dz  p 


dx 


en  intégrant  par  parties,  est  la  même  chose  que 

1  r/ncos  (n,  x)$u\ 

étendue  à  toute  la  surface  A,  et  ainsi  des  autres  \  nous 
obtenons,  en  nous  bornant  aux  termes  affectés  du  dépla- 
cement u  qui  est  u'  sur  la  surface  Q, 

i  fl?a[;?„cos(n,ar)-4-/?^^cos{n,  j^)  -+- /^^^  cos  ( n ,  s) 

pCOS{py     X)'\SU' 

Et  Ton  aurait  des  termes  analogues  affectés  de  $i^\  $w\ 
Sifj  dw  sous  les  signes  d'intégration.  Vu  T arbitraire  de 
ces  variations  ou  changements  virtuels,  on  doit  égaler  à 
zéro  tous  les  quadrinômes  entre  crochets,  ce  qui  donne 
bien  les  six  équations  générales  d'équilibre  (9)  et  (10)  (*). 
Mais  on  peut,  par  cette  môme  méthode,  déterminer 


(*)  Réciproquement  ou  peut  (on  opérant  à  peu  près  comme  a  fait 
M.  Lamé  pour  démontrer  le  théorème  de  Clapeyron,  Leçons,  $  31,  p.  8^1) 
déduire  de  ces  six  équations  d'équilibre  l'expression  (q8)  ci -dessus  du 
travail  élémentaire  dT  des  forces  intérieures,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
la  parentl^èse  p^^  ^  J),  -f-  . . .  -f-  p  $g  du  premier  terme  de  (60),  expri- 
mant le  travail  virtuel  des  mêmes  forces  par  unité  de  volume  des  élé- 
ments dxdjds.  En  effet,  ajoutons  ensemble  les  trois  équations  d'équi- 
libre (9)  multipliées  respectivement  par  ^u,  Sv,  $Wj  puis  multiplions  le 
tout  par  dxdydz  et  inté^^ns  pour  tout  le  corps,  en  supposant  nulles  les 
forces  telles  que  la  pesanteur  représentées  par  /oX,  /9  Y,'/9Z  dans  ces  équa- 


■///^- 


tiens.  Le  terme  1    1    f  --; —  iu.dxdyds  deviendra,  en  faisant  Tintégra- 


/• 
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même  la  forme  des  expressions  des  composantes  de  pres- 
sion en  fonction  des  déplacements,  ou  bien  établir  les 
six  équations  d'équilibre  sans  parler  des  pi*essions. 

Ainsi  Navicr,  qui  rc'gardail  (ainsi  qu'on  a  dit  au  n^  281, 
p.  696)  les  actions  entre  molécules,  après  des  augmenta- 
tions très-petites  Ti  —  r  de  leurs  distances  mutuelles  r, 
comme  égales  à  des  produits  (r,  —  r)/'rde  ces  augmenta- 
tions par  une  fonctioti  f*  de  leurs  distances  primitives, 

tioD  par  parties  et  désignant  par  les  accents  "  et  "  les  f«1eura  de/»  et 
de  u  aux  deui  extrémités  d'une  parallèle  aux.  x  trayersaiit  le  corps 

Or  le  premier  terme  rerient,  comme  on  Ta  vu  tovt  à  Thevre,  i 
</Xlco8(ny  ^)p^giu'f  ou  à  la  somme  des  travaux  virtuels  des  com- 
posantes /'^j,cos(n,  x)  des  pressions  extérieures  sur  toute  la  surface  du 
corps,  pour  les  déplacements  u'  parallèles  aux  x;  et  le  second  terme  re- 
vient à  —  III  àx^dzp^i^^.  Les  intégrations  par  parties  d'autres 

termes  donneront  des  travaux  virtuels  d'autres  composantes  de  la  pres- 
sion sur  la  surface,  plus  des  termes  tels  que 

En  réunissant  tous  ces  termes  on  aura  bien  l'équalion  (60)  des  travaux 
virtuels. 

On  aurait  trouvé,  avec  M.  Lamé,  la  même  équation  (60)  avec  «,*•,  w 

et  c^,.  ()^,  ^j. .  .    éfy,  a"  ï'®"  <^e  ^"»  ^^^  ^^^^  ^^s'  ^^/ ^^xr*  "  ***" 

avait  multiplié  les  équations  (9)  par  a,  v,  w  au  lieu  de  ^u,  iv,  èw  avant 
de  les  ajouter.  Mais  observons  qu'on  n'aurait  pas  eu  ainsi  les  travaux  de 
déformotion  dus  aux  déplacements  totaux  très-petits  mais  finis  11,  v,  *v; 
caries  forces  /?^^,  ...,f»,  ne  sont  point  constantes  pendant  que  ces  dé- 
placements s'opèrent;  elles  commencent  par  zéro  et  n'acquièrent  que 
lorsqu'ils  sont  opérés  les  valeurs  pour  lesquelles  elles  figurent  dans  les 
équations.  Et  si  des  pressions  extérieures  agissaient  constamment  et  dès  le 
premier  instant  avec  l'intensité  que  les  pressions  intérieures  acquièrent 
graduellement  et  possèdent  définitivement  dans  l'élat  d  équilibre^  elles 
feraient  dépasser  cet  état  et  produiraient  une  puissance  vive,  puis  un  tra- 
vail double. 
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posait  pour  le  iravail  ou  moment  virtuel  de  Tune  de  ces 
forces  par  unité  de  masse  des  deux  molécules 

(r,  -  r)/V  ^r,  =  (r.  ~  r)fr  8  {r.  -  r)  =>V  S 

en  sorte  que  le  potentiel  des  actions  exercées  sur  une 
molécule  unique  m,  par  toutes  les  molécules  m  envi- 
ronnantes, se  compose  d'une  somme  de  produits 

3 

qui  s'écrit,  si  l'on  met  pour  — =  ^r  sa  valeur  (  14  )  on 

(47  his)  ci-dessus,  et  si  l'on  désigne  par  W  cette  somme 

relative  à  toutes  les  molécules  m  qui  agissent  sensible- 
ment sur  m 

dp    ,        du 

T  ^'^  "•-  T 
djr    *  dz 


Smr*  Fdu    ,         ^.     , 


(d»       dw\  [dw       du\ 


c„c 


«  ^rs 


/du        du\  1» 


En  développant  et  en  considérant  que  les  neuf  dé- 
rivées -i-î  •  •  •  ?  -r-  sont  sensiblement  constantes  dans  l'é- 
dx  dz 

tendue  très-petite  de  la  sphère  d'activité  de  m  qui  com- 
prend ces  molécules  m,  on  a,  pour  le  potentiel 

dv  dw  ^   mr^f^  '*    1     a 


(65) 


dv  dw  ^\ 

dy  dzvD       a         ^ 


idv       dw\*  0  ' 

CryCr»"T"  •  •  • 
2 

du  i 

fdv        d(v\ 
idt  "^  dr  ) 

4- 

...] 
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Navier  y  remplace  les  divers  coefficients  se  présentant 

sous  la   forme  de  somme  W9  par  des  intégrales  prises 

dans  rétendue  de  la  petite  sphère,  au  moyen  de  coordon- 
nées polaires  ^  et,  comme  il  se  borne  aux  corps  isotropes, 
il  est  conduit  à  annuler  tous  les  coefficients  dans  lesquels 
un  des  cosinus  c  entre  avec  une  puissance  impaire,  et  il 
n^a  en  définitive  qu'un  seul  coefficient  sortant  de  Facco- 

lade,  la  première  des  sommes  ^  étant  trouvée  triple  de 

la  seconde. 

Alors,  diilérenttant  par  d  (en  faisant  varier  u,  i^,  yv 
et  non  pas  .r,  j^  z)  pour  avoir  le  travail  virtuel,  puis 
remplaçant  la  petite  masse  m  d'une  molécule  par  la 
masse  p  dxdjdz  de  toutes  celles  qui  sont  contenues 

dans  un  élément  du  corps,  et  mettant  I    I    I  au  devant, 

il  a  une  intégrale  triple  en  x^yy  z  exprimant  la  somme 
des  travaux  virtuels  des  forces  intérieures  pour  tout  le 
corps,  comme  Texprimait  tout  à  T heure  la  première  de 
celles  de  Téqualion  (60)  ;  d'où,  en  intégrant  par  parties, 
et  transformant  comme  nous  venons  de  faire,  il  tirait  les 
trois  équations  indéfinies  [(Sg)  pour  K  =  o]  et  les  trois 
équations  définies  du  n^  24^  celles-ci  comprenant  impli* 
citement,  sans  qu'il  ait  parlé  de  pressions,  les  formules 
des  six  composantes  [(58)  pour  p^  =  o] 


^  au        (IV         diK>\  _    [du         dv  \ 


du        (h 
dx         dy 


multipliées  respectivement  par  les  trois  cosinus  des  an- 
gles (n,  x),  (n,  ;)'),  (n,  z)  faits  avec  les  coordonnées  par 
la  normale  n  à  la  surface. 

Poisson  a  combattu  un  pareil  emploi  de  la  méthode  de 
Lagrange,  en  avançant  que  le  calcul  des  variations  n'é- 
tait point  applicable  à  ces  sortes  de  recherches.  C'était 
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une  conséquence  exagérée  de  sa  juste  remarque  que  les 
résultantes  d'actions  de  molécules  disjointes  ne  doivent 
point  être  converties  en  intégrales  (n^  281).  Il  est  facile  de 

voir,  en  efiet,  que  la  conversion  reprochée  des  sommes  W 

de  Téquation  (55)  n'était  nullement  essentielle  à  la  mé- 
thode. Navier  aurait  pu  leur  conserver  leur  forme  telle 
que  nous  Tavons  écrite,  ou  bien  (comme  nous  avons  fait  au 

n<>282)  mettre  g  ^x*,  g  ^y*2%...,  et  étendre 

ainsi  son  calcul  à  une  contexture  quelconque;  sauf  i 
démontrer,  pour  la  contexture  isotrope,  Tannulation 
de  quelques-unes,  et  (comme  on  a  fait  au  n?  282  pour 
^xxxx  =  3  a,jp^^  )  le  rapport  numérique  3  !  i  des  autres. 
C'est  ce  qu'à  fait  M.  Neumann,  de  Halle,  dans  un  beau 
Mémoire  inséré  en  octobre  i85g  au  Journal  de  Crelle  (^), 
où  il  donne  en  même  temps  aux  forces  moléculaires 
leurs  valeurs  complètes  (n^  278) 

de  manière  à  tenir  compte  des  actions  et  des  pressions 
antérieures  aux  déplacements.  M.  Neumann  arrive  ainsi, 
en  tenant  compte  du  changement  de  la  densité,  etc.,  et 
en  se  bornant  (ce  qui  n'était  pas  obligé)  aux  corps  iso- 
tropes, précisément  aux  équations  obtenues  par  Cauchy, 
et  finalement  par  Poisson  [et  résultant  de  la  substitution 
de  (58)  dans  (9)  et  (10)]. 

Green  procède  un  peu  autrement.  Attribuant,  comme 
Fresnel  et  Cauchy,  la  propagation  de  la  lumière  aux 
actions  entre  les  particules  de  Téther,  et  reconnaissant 
tout  d'abord,  comme  celui-ci,  que  leurs  vibrations  dans 
les  cristaux  doués  de  la  double  réfraction  ne  sont  pas 

(*)  Zur  Théorie  àer  Elasticitài;  LVIl*  Cahier,  4«  li^mUon,  p.  a8i. 
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toujours  parallèles  aux  plans  des  ondes  comme  celui-là  le 
supposait  consiamment,  mais  voulant,  dît-il  (^))  «  pour 
ne  pas  s'engager  dans  des  •  considérations  in^  compli«- 
quées  et  sans  chance  d'application  pratique,  borner  son 
analyse  aux  milieux  oà  ce  parallélisme  s* obsenfcrait  ri- 
goureusement ))  (ce  qu'avant  tout  examen  il  suppose 
pouvoir  se  concilier  avec  Thétérotropie),  il  se  détermine 
à  rejeter  les  formules  à  quinze  coeflicients  fournies  k 
Caucliy  par  Thypothèse,  trop  restrictive  suiuant  lui, 
c(  que  les  actions  s'exercent  suivant  les  lignes  de  jonction 
des  particules  i>,  et  en  raison  de  fonctions  de  leurs  dis- 
tances^ et  il  invoque,  vu,  continue- t-il,  notre  ignorance 
delà  véritable  loi,  et  effectivement  dans  le  but  de  pou- 
voir disposer  de  coefficients  en  plus  grand  nombre,  a  un 
principe  plus  général  »  ainsi  énoncé  :  «  que  si  Ton  mul- 
tiplie les  forces  intérieures  par  les  éléments  de  leurs 
directions  respectives,  la  somme  des  produits  est  diffe^ 
rentielle  exacte  d^une  certaine  fonction  »,  évidemment 
celle  qu'il  a  appelée  potentielle  (ou  le  potentiel)  dans  un 
Mémoire  sur  un  autre  sujet.  Mais  il  ne  se  contente  pas 
de  cette  hypothèse,  qui  en  effet  ne  saurait  suffire,  et  qu'il 
ne  peut  même  formuler  analytiquement,  puisqu'il  professe 
d'ignorer  les  directions  des  actions  :  non-seulement  il 
pose  le  potentiel  (p  fonction  des  trois  allongements  subis 
par  les  côtés  d'un  élément  parallélipipède  primitivement 
rectangle,  et  des  trois  cosinus  des  angles  qu'ils  forment 
entre  eux,  c'est-à-dire  des  six  quantités  que  nous  avons 
appelées 

^sy       î)/,       î>«,       gri>       ^M,y       gaj; 

mais  encore  il  admet  que  cette  fonction  est  développa- 


{*)Onthe  Lows  of  Uejlexion  and  Rrfraction  o/Light (Cambridge  Transoc- 
tionSf  vol.  Vlly  p.  5),  et  On  the  Propagation  qf  Light  in  cristallised  Media 
(id.,  p.  136). 
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ble  suwant  les  puissances  entières  i,  2,  3, ...  de  ses  six 
variables,  ce  qui  est  tout  gratuit,  ou  bien  ce  qui  s'appuie 
tacitement  (n^267)  sur  le  principe  des  actions  à  distance 
qu'il  a  voulu  éluder  comme  ne  conduisant  pas  au  but  où 
il  désirait  arriver.  Grecn  supprime  les  puissances  troi- 
sième et  au-dessus  à  cause  de  la  petitesse  des  variables, 
et  ne  conserve  que  les  secondes,  parce  qu'il  trouve  que  la 
somme  des  valeurs,  pour  tout  le  corps,  de  la  partie  affectée 
des  premières  puissances,  doit  être  nulle  quand  on  part 
d'un  état  d'équilibre  naturel  ou  sans  pressions  antérieures. 
Le  potentiel  f  se  réduit  ainsi  à  une  fonction  homogène 
du  second  degré  des  six  variables  d,,...,  g^,^.;  fonc- 
tion à  vingt  et  un  termes  (six  affectés  des  carrés,  quinze 
des  produits  deux  à  deux),  et  par  conséquent  à  vingt  et 
un  coefficients,  qu'il  réduit,  au  reste,  par  le  moyen  de 
raisonnements  comme  ceux  des  n^*  271,  272,  273  ci- 
dessus,  très-simples  alors,  à  neuf,  à  trois,  à  deux,  selon 
qu'il  y  a  trois  plans  de  symétrie,  un  axe  de  symétrie,  ou 
isotropie  de  la  matière.  Du  potentiel  ainsi  constitué  il 
tire  les  équations  indéfinies  de  l'équilibre,  et  les  équa- 
tions définies  donnant  les  six  formules  de  composantes 
de  pressions. 

Cette  manière  de  l'illustre  physicien  anglais  est  large 
et  simple.  Mais  elle  s'appuie  sur  une  suite  d'hypothèses 
singulières,  et  en  tous  cas  bien  moins  justifiées  que  n'est 
la  loi  physique  des  actions  entre  molécules  suivant  leurs 
lignes  de  jonction,  loi  qui,  de  toute  manière,  est  inévi- 
tablement invoquée  sans  qu'on  l'avoue,  et  dont  on  ne 
saurait  s'affranchir  sans  mettre  en  doute  toute  la  méca- 
nique, même  mathématique,  puisque  cette  science  attri- 
bue à  toute  force  un  point  d'application  où  elle  se  dirige, 
et,  nécessairement  aussi,  un  point  d'où  elle  émane,  vu 
la  réaction  qui  accompagne  toute  action.  Aussi  son  rai- 
sonnement ne  prouve  nullement  que  les  formules  de 
I.  46 
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rëlasticité  aient  jamais  plus  de  quinze  coefficients  indé- 
pendants les  uns  des  autres,  outre  les  six  composantes 
de  pressions  antérieures  aux  déformations.  On  a  démon- 
tré ailleurs  (Mémoire  du  16  mars  i863  déjà  cité  h  une 
note  du  numéro  précédent,  et  aussi,  §§  69,  72  de  l'Ap- 
pendice V  des  Notes  de  la  nouvelle  édition  de  Navier) 
que  les  quatorze  conditions  posées  par  Green  dans  son 
second  Mémoire  entre  les  coefficients  pour  qu'il  y  ait 
parallélisme  des  vibrations  aux  plans  des  ondes  (condi- 
tions reproduites  comme  celles  de  biréfringence,  sans 
être  mieux  motivées,  dans  un  ouvrage  plus  récent  et 
estimé)  ne  font  quV^xprimer  Visotropie,  qui  exclut  pré- 
cisément la  biréfringence.  On  y  a  fait  voir  que  ce  paral- 
lélisme, supposé  par  Fresnel,  n'était  nullement  néces- 
saire pour  arriver,  même  exactement,  à  la  surface  d'onde 
qui  résume  la  partie  principale  et  la  mieux  confirmée 
de  ses  immortelles  décotivertes  *,  que  l'on  obtenait  cette 
surface  en  posant,  entre  les  coeflGcients,  des  conditions 
moins  nombreuses  et  plus  générales,  laissant  subsister 
à  tel  degré  qu'on  veut  dans  les  cristaux  Tinégalitési  pro- 
bable et  Ton  peut  dire  certaine  des  élasticités  directes 
(^xxxx't  arvrr»  ^r«x)  suivaul  deux  ou  trois  sens.  Or  cela 
consiste  à  revenir  aux  résultats  des  premières  recherches 
de  Cauchy  présentées  en  i83o,  puisque  ces  conditions, 
au  nombre  de  quatre,  sont  celles  qu'il  a  indiquées,  et 
qui,  malgré  la  complication  apparente  de  Tune  d'entre 
elles,  sont  en  déGnitive  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  et  de 
plus  naturel  \  car,  ainsi  qu'on  Ta  également  montré,  elles 
ne  font  qu'exprimer  une  certaine  distribution  eUipsoi- 
dale  des  élasticités  directes  en  tous  sens  autour  de  chaque 
point,  c'est-à-dire,  à  cela  près  de  quantités  négligeables, 
le  mode  de  distribution  qui  doit  avoir  lieu  dans  les  corps 
ou  les  milieux  élastiques  primitivement  isotropes  qui  ont 
été  comprimés  inégalement  dans  trois  sens,   ce  qui  est 
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Télat  où  tous  les  physiciens  admettent  que  se  trouve 
l'élher  lumineux  dans  rinlérîeur  des  cristaux  biréfrin- 
gents (*).  C'est  ainsi  que  les  travaux  du  grand  analyste, 
mieux  étudiés  et  compris,  conduisent  à  expliquer  ration- 
nellement les  faits,  et  à  confirmer  ce  qu'il  y  a  d'accep- 
table dans  la  théorie  de  Fresnel,  tout  en  la  rectifiant 
dans  les  points  évidemment  défectueux  et  erronés*,  et, 
sans  doute,  une  étude  suivie  et  approfondie  des  travaux 
de  ses  dernières  années  conduira,  sur  des  points  délicats 
et  peu  explorés,  à  des  explications  et  à  des  découvertes  à 
peine  prévues  aujourd'hui. 


(*)  C'est  aussi  Tétat  où  doivent  être  tous  les  solides  amorphes  ou  à  cris- 
tallisation confuse,  tels  que  les  métaux  forgés  ou  coulés,  les  pierres  et  les 
autres  matériaux  des  constructions  et  des  machines,  lorsque  leurcontex- 
ture  n'est  pas  la  même  en  tous  sens  autour  de  chaque  point.  Pour  ces 
corps,  ainsi  qu'on  Ta  dit  aux  n^*  13  à  16  du  Mémoire  cité  sur  la  Distri" 
hution  des  êiasticités  (^Journal  de  M.  Liouvitte^  auût  à  df'cembre  i863)  et 
au  qo  3  du  Mémoire  sur  les  divers  genres  d'homogénéité,  formule  (3) 
{Journal  de  M.  Liouvillr^  septembre  et  octobre  iSGS),  ainsi  qu'aux  $§  76 
et  90  des  Appendices  à  l'édition  de  Navier  de  i864,  il  faut,  en  employant 

ef 
les  formules  de  pressions  (33)  du  n*^  271  ci-dessus  (p.  665),  écrire  3--r-  i 

3  —  »   3  —  il  la  place  de  a,  b,  c,  en  effaçant  les  accents  de  d',  e',  f.  Le» 
e  I 

formules  d'hétérotropie  réduites  ainsi  ii  ne  plus  contenir  que  trois  para- 
mètres d,  e,  f  ne  violent  point  la  loi  inévitablement  invoquée  des  actions 
moléculaires  (n^  283),  comme  font  les  formules  illusoires  d'isolropie  à 
deux  paramètres  (35),  et  permettent,  bien  mieux  que  celles-ci,  d'expli* 
quer  les  faits  d'élasticité  des  solides  usuels,  quand  i)s  ne  peuvent  l'être 
par  les  formules  dMsotropie  vraies  à  un  seul  paramétre  ou  coefficient, 
c'est-à-dire  par  les  formules  (35)  où  l'on  fait  e'  =  e.  Aussi  je  pense  que 
ces  formules  de  distribution  ellipsoïdale  à  trois  paramètres  sont  pratique- 
ment importantes  et  devraient  être  généralement  appliquées. 


FIN    DE    LA    STATIQUE. 


ERRATA.  7^5 


ERRATA 


Page  xXy  ligne  6,  au  lieu  de  des  fonctions,  liseg  des  pressions. 

Page  XXVI,  ligne  9,  au  lieu  de  d'adjectifs  substances,  liseB  d'adjectifs 
substantisés. 

Page  3a,  ligne  16,  au  lieu  de  force  P',  litc*  V  {Jtg,  la  his). 

Page  33,  ligne  i3,  au  lieu  de  P,  P',  lises  P,  P'  {fg.  i3). 

Page  39,  ligne  38,  au  lieu  de  fg,  ijt  lisez  fig,  16. 

Page  40,  ligne  5,  au  lieu  defg,  i5,  lisez  Jig.  17. 

Page  55o,  ligne  37,  au  lieu  de  l'attraclion  exercée  par  M  sur  O,  lisez  la 
force  accélératrice  communiquée  par  m  à  O. 

Page  55i,  ligne  4»  <>«  Heu  de  qui  agit  sur  O,  lisez  qui  agit  en  O. 

dr 
Même  page,  ligne  5,  chacune  des  composantes  m/(r)  y-i  et<\,  doit  être 

précédée  du  signe  — . 

Page  55'J,  lignes  11  et  16,  au  lieu  de  exercée  sur  le  point  O,  lisez  exer- 
cée en  0. 

Page  553,  ligne  q(»,  ejfacez  nécessairement. 

Même  page,  ligne  27,  au  lieu  de  une  masse,  lisez  une  masse  égale  à  1. 

Page  55/|,  ligne  dernière,  au  lieu  de ;>  lises -• 

Page  55G,  ligne  4»  <>«  H^u  de  du  corps,  lisez  du  corps  V. 

Page  559,  ligne  3,  au  lieu  de  dS^  Usez  ds. 

Même  page,  ligne  8,  au  lieu  de  r^dSdi-,  lisez  r*ds  dr. 

Même  page,  ligne  1 1 ,  au  lieu  de  dS  l  -^  dr,    lisez  ds  j  -^dr. 

Même  page,  ligne  i3,  au  lieu  de  dS,  lisez  ds. 

Page  56o,  ligne  8,  au  lieu  de  dS  j  -^  dr,  lisez  ^^  /  -p-  dr. 

Même  page,  ligne  9,  au  lieu  de  ^  - — ~-  ds,  lisez  ^  ^ — j-^  dS, 
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Page  56o,  ligne  lo,  au  lieu  de  ds^  lises  dS. 

Même  page,  ligne  ii,  au  lieu  de  dS,  lisez  ds. 

Même  page,  ligiie  i5,  au  lieu  de  à  toot  le  volume  V,  lises  à  toule  t:i 
surface  S. 

Page  56i,  ligne  3,  au  lieu  de  — r\dSf  lises  -t-rj<ff. 

Page  563,  lignes  i8  et  19»  au  lieu  de  droite  OG,  lises  droite  CO. 

Même  page,  lignes  28  et  09,  au  lieu  de  3?r/9R,  lises  ntpmr. 

Page  564 1  lignes  5  et  7,  au  lieu  de  l^Ttpf  lises  4?rm. 

Page  566,  ligne  i5,  au  lieu  de  (U  — o)ds,  lises  (U  —  a)dS. 

Page  567,  ligne  i5,  au  lieu  de  la  direction  JM,  Uses  de  dS  vers  <fM. 

l'âge  572,  ligne  4,  au  lieu  de  n»  240,  lises  n«  241. 

Page  574,  ligne  !i3,  au  lieu  de  on  ycrraitparla  môme  raison,  lises  comme 
il  a  été  déjii  prouvé. 

Page  578,  ligue  a,  au  lieu  de  (V  —  3  i<  )  if  S,  lises  (  U  —  au)  mdS. 

Même  page,  ligue  i3,  au  lieu  de  n^  240,  lises  242. 

Page  579,  ligne  1 5,  au  lieu  de  U  n=  u,  lises  U  =  »'. 

Môme  page,  lignes  26  et  jf],  au  lieu  de  masse  totale  M,  lises  masse  to- 
tale nulle. 

Page  j8o,  ligne  3,  au  lieu  de  V  —  u,  lises  v  —  u. 

Même  page,  lignes  4»  *2»  '6,  19,  au  Heu  de  u,  lises  v. 

Même  page,  ligne  35,  au  lieu  de  u  aurait  donc,  Uses  11  aurait  donc. 

Même  page,  lignes  27  et  3o,  au  lieu  de  240,  Usrz  242. 

Page  5Si,  ligne  10,  au  lieu  df  T,  lisez  u. 

Même  paj;e,  ligne  1 1 ,  /lu  lieu  de  u,  lisez  U 

Même  page,  ligne  i4,  '»«  Heu  tle  241, /««"r  2A2. 

Même  page,  ligne  16,  au  lieu  de  U,  lises  \. 

dXJ  au 

PajTe  .*)8'j,  ligne  17,  au  lieu  de  -;- j  lisez  -r-* 

an  an 

Page  5S4,  ligne  i4,  au  lieu  de-^t  lisez  ^^' 

r  0 

Même  page,  ligne  iG,  nu  lieu  de  /*,  lisez  p*. 

Page  5Si),  ligne  .1,  nu  lieu  depoinid,  lisez  point  O. 

Même  l>ago,  ligne  14,  <ï**  Heu  de  -  cos'  y  -t-  71  Uses  —  cos*  y • 

Même  page,  ligne  1 7,  Jm  Heu  de  {2n  —  i)(2n  —  a),  lisez  '  •.>  n  —  •  )  ^  'J  »«  —  ^  • 
Page  591,  lignes  »o,ii  et  i3,  nu  Heu  A- P,,  P,,  1\, //5rr  R«P,.  RM\,H*P.. 
Page  592,  ligne  18,  nu  Heu  de  r  cos  6  a'in  \p  </«,  Hstrz  r  cos  0  bin  vt  d9. 
Môme  page,  ligne  23,  au  Heu  de  /sin  u  dp,  lises  r  hin  6  d'p. 
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du  dS 

Page  593,  ligne  1,  au  lieu  dr  —y  lisez  —  • 

Mémo   page,  lignes    7,8,    i3,    i5,    16,   17,  au  lieu  df  bin'u,  <//<',  listz 

sin-ô.  de*. 

Page  ôg.'i,  ligne  3,  au  lieu  de  ces  u,  bin  u,  du,  lisez  cos  0,  ftin  9,  </^. 

Même  page,  ligne  21 ,  au  /i>ii  Je  n  —  m  -h  1 ,  /w«  h  —  m  —  1 . 

Page  G 16,  dernière  ligne,  au  lieu  de  Crelle,  p.  ^29,  Itsez  Oelle,  p.  999. 

Page  624,  ligne  -J3,  nu  lieu  de  deux  centres,  lisrg  deux  autres. 

d^  »'  W  *n' 

Page  6J^9,  ligue  9  en  remontant,  au  lieu  de  p*,  —^  »  lises  p*^  -— • 

Page  701,  avant-dernière  ligne,  au  lieu  de  i863-i86'(,  li^ez  i8(f3. 


FIN    DRS    KRRATA. 
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